UNIVERSIDAD DEL BIO-BIO
FACULTAD DE EDUCACION Y HUMANIDADES

ESCUELA DE PEDAGOGIA EN EDUCACION MATEMATICA

TEOREMA DE HAHN-BANACH

AUTOR: Javiera Natalia Martinez Basoalto
PROFESOR GUIA: Dr. Luis Friz Roa

MEMORIA PARA OPTAR AL TITULO DE PROFESOR DE
EDUCACION MEDIA EN EDUCACION MATEMATICA

CHILLAN 2023



Universidad del Bio-Bio. Red de Bibliotecas — Chile



Agradecimientos

Agradezco sinceramente al Dr. Luis Friz Roa, mi profesor guia, por su
valiosa orientacion, dedicacién y el tiempo invertido en la supervisién de
esta memoria de titulo. Su experiencia y apoyo resultaron fundamentales
para el desarrollo de mi actividad de titulacién. De igual manera, extiendo
mi gratitud al Dr. Fernando Toledo Montiel, por sus valiosas sugerencias y
contribuciones que enriquecieron significativamente el contenido.

Por otro lado, expreso mi profundo agradecimiento a mi familia, especial-
mente a mi hija Trinidad, quien, con sus 8 anos de edad, ha sido una fuente
inagotable de inspiraciéon y motivaciéon durante todo este proceso. A mi pa-
reja, le agradezco su comprension y paciencia, aspectos fundamentales para
enfrentar las dificultades propias de aprender algo nuevo. No puedo dejar de
agradecer a Dios por brindarme la fortaleza y guia necesarias para superar
los desafios y alcanzar este logro.

Mi reconocimiento especial se dirige a mis colegas del ciclo intermedio
del colegio Seminario Padre Alberto Hurtado, asi como a mis estudiantes
que compartieron este trayecto conmigo. La motivacién y el carino que recibi
de todos ustedes fueron un impulso fundamental para llegar al final de mi
carrera.

Agradezco también a los profesores motivadores Eligio Colmenares y Ed-
gardo Riquelme, quienes han sido ejemplos a seguir y han dejado una huella
inspiradora en mi camino académico. A cada persona que de alguna manera

contribuy6 en mi formaciéon como profesora, mi més sincero agradecimiento.



Resumen

Este trabajo estudia los fundamentos preliminares que establecen las
bases para comprender, tanto la forma de extensién como la perspectiva
geométrica, del Teorema de Hahn-Banach. Se centra especialmente en ex-
plorar los elementos esenciales del andlisis funcional y del algebra lineal que
confieren coherencia y significado al estudio en cuestion.

En resumen, el proposito de este trabajo es proporcionar una vision in-
tegral y detallada de los preliminares necesarios para abordar el Teorema
de Hahn-Banach y sus subsiguientes demostraciones. Asimismo, busca fo-
mentar una comprensién mas profunda y contextualizada de este importante

resultado en el andlisis funcional mediante el estudio de ejemplos ilustrativos.
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Lista de Simbolos

e, & Pertenece a, no pertenece a
ECF E es un subconjunto de F'

EUF Unién de juntos E y F

ENF interseccién de conjuntos E y F
E° complemento de un subconjunto E
1] conjunto vacio

F:x1 — x2

una funcién F de 1 a xo

cuerpo escalar de nimeros reales o niameros complejos

R cuerpo de los nimeros reales

C cuerpo de los nimeros complejos

kE multiplo escalar de un subconjunto E en un espacio vectorial

co(E) Envoltura convexa de un subconjunto E de un espacio vectorial
?:1 sumatoria de j=1,...,n

K™ espacio producto de K, ..., K(n veces)

N(F) nicleo de una transformacién lineal F

d(z,y) distancia entre z e y

dp(z,y) distancia p entre z e y en K™

doo (z, ) distancia co entre x e y en K™

0 cero vector

(zn) sucesién (zy,)

Ty — T sucesién (z,) convergente a x

lim sup limite superior

lim inf limite inferior

Rex, Imx

parte real e imaginaria de una funcién de valor complejo =

[|z|| norma de un elemento z en un espacio normado
|zl p norma p de x en K"
[z co norma oo de z en K"
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CAPITULO 1

Introduccién

La presente memoria se enmarca en el estudio del Anélisis Funcional, en
especifico, se centra en el estudio del Teorema de Hahn-Banach considerado
una de las contribuciones mas importantes de este campo de estudio. Segin
Bombal (2003), este teorema es considerado uno de los tres resultados princi-
pales del Analisis Funcional clasico en conjunto con El Principio de Acotaciéon
Uniforme y el Teorema de Aplicacién Abierta. Formulado por Stefan Banach
y Hans Hahn en la primera mitad del siglo XX, determina condiciones que
garantizan la existencia de extensiones lineales continuas dentro de espacios
vectoriales normados.

El estudio del Teorema de Hahn-Banach es fundamental en diversas areas
de la matematica, como las ecuaciones diferenciales, la optimizacion convexa,
fisica tedrica, economia y otras disciplinas relacionadas.

En esta memoria, se exploraran los fundamentos tedricos necesarios para
comprender el Teorema de Hahn- Banach, incluyendo conceptos preliminares
como espacios vectoriales, espacios normados, funcionales lineales y convexi-
dad. Ademas, se utilizaran herramientas analiticas para abordar los concep-
tos fundamentales, las condiciones necesarias para la aplicacién del teorema

y demostraciones que lo sustentan.



CAPITULO 2

Marco Teoérico

Los inicios del analisis funcional se remontan a los trabajos de Volterra
en 1887. En el marco de sus estudios relacionados a las ecuaciones integrales,
Volterra destaca la importancia de la utilidad del estudio de “funciones que
dependen de otras funciones” y la particularidad del caso de “funciones de
lineas” las que después se denominan funcionales (“funcional”, como sustan-
tivo) gracias a Hadamard, uno de los grandes promotores del desarrollo de
la teoria moderna.

Para contextualizar el concepto, Segtin Bell (1940) el caso més sencillo de
funcional se genera mediante una funcién x(t) definida para todos los valores
de t en un intervalo [a, b]; se define F[z(t)] como funcional de z(t) cuando
su valor depende de todos valores que tome x(t) en [a, b]. En otros términos,
los funcionales enunciados por Volterra son una generalizacién muy amplia
de las funciones de andlisis clasico.

Por su lado, Hadamard interesado en el estudio de los espacios funcionales
expuso y resolvié, en parte, el problema del calculo dual de C([0, 1]). En 1912
publico L’enseignement Mathématique, un articulo sobre lo que denominaba
“calculo funcional” basado en el estudio de espacios cuyos elementos eran
funciones, sometidas a operaciones “arbitrarias”.

La transicion de lo finito a lo infinito que describen los trabajos de Vol-
terra, Hadamard y otros matematicos del principio del siglo XX, toman pro-

tagonismo en las investigaciones de Hilbert sobre ecuaciones integrales y la



utilizacion de analogias algebraicas y geométricas de ¢y con el espacio n—
dimensional.

De manera posterior, el discipulo de Hadamard, Fréchet en su tesis doc-
toral del ano 1906:“... formulé definiciones generalizadas correspondientes
mas o menos a los conceptos de limite, derivada y continuidad en el célcu-
lo usual, pero aplicables ahora a los espacios de funciones” (Boyer, 1987 |
p.761). Dentro de aquel trabajo, dedica buena parte al estudio de espacios
funcionales concretos: C([a,b])con la norma del supremo. Durante las pos-
teriores décadas, Frechet promovié lo que denominé “Analyse Générale” en
una serie de articulos publicados entre 1909 y 1925, en ellos plantea ideas
sobre espacios funcionales y nociones topoldgica relacionadas.

Para Bombal (2003), Frederic Riesz (1880 — 1956) es uno de los mayores
responsables del desarrollo del Analisis Funcional. Para sintetizar el vasto
aporte del matematico hingaro se puede citar parte de la introduccién de Les
Systemes d’equations lineaires a une infinité d’inconnues (1913): “.. Nuestro
estudio no forma parte, propiamente hablando, de la Teoria de Funciones.
Maés bien podria considerarse como... un primer estadio de una teoria de
funciones de infinitas variables. . .”

Las contribuciones mencionadas anteriormente, proyectaron el desarrollo
de una teoria general relacionada a espacios normados, funcionales y opera-
dores lineales entre ellos. Tan esperado avance surge de la mano de S. Banach,
en su tesis publicada en 1921 en Fundamenta Mathematicae, en donde se pre-
cisa lo que hoy conocemos como espacio normado completo. En ese mismo
ano, Helly prueba algunos resultados de extension para espacios normados
de sucesiones.

Durante el ano 1927, Hans Hahn retoma el trabajo y las técnicas de Helly
(1884-1943) en el contexto de los espacios de Banach generales y publica un
articulo en el Journa fir die reine und angewandte Mathematik. En dicho
trabajo, Hahn probd que toda forma lineal continua sobre un subespacio de
un espacio de Banach real, se puede extender al total conservando la norma.

Dos anos mas adelante, Banach redescubre el teorema de extension planteado



por Hahn con una demostracion analoga. En un articulo similar en la revista
Studia, Banach descubre que el argumento puede generalizarse a funciona-
les mayorados por una seminorma. Ademds, aplicd estas consecuencias para

obtener resultados en el campo de la dualidad.



CAPITULO 3

Preliminares

3.1 RELACIONES EN UN CONJUNTO

En la presente seccion se recopilan definiciones y resultados que se uti-
lizaran posteriormente. La mayoria de estos son contenidos basados en los

cursos de algebra lineal y andlisis real.

Definicién 1. Un conjunto M # 0 se denomina parcialmente ordenado si
existe una relacion de orden (<) definida sobre un conjunto de M x M, tal

que

n r<x Ve v € M (REFLEXIVIDAD).
s x<yey<z— x=y (ANTISIMETRIA).

2 <yey<z— x<z(TRANSITIVIDAD).

El concepto Parcialmente implica que M puede contener elementos z e y
para los cuales ni x < y ni y < x ocurren. En dicho caso, z e y se denominan
incomparables. En caso contrario, asi x < y o si y < x, entonces x e y se

dicen comparables.

Ejemplo 1. Dado un conjunto A se considera P(A) = {X : X C A} y
se define la relacion de orden X <Y & X CVY, con X,Y € P(A). En

general P(A) es parcialmente ordenado.



Definicién 2. Sea (M, <) un conjunto no vacio, parcialmente ordenado.

» Se dice que M es una cadena si no posee elementos incomparables.

s Supongamos que M es una cadena y sea S # () un subconjunto de M.

Se dice que un elemento z € M es una cota superior de S st x < z para

todo x € S.

» Un elemento z € M se dice maximal si cada vez que x € M wverifica

z < x, entonces necesariamente r = z.

Notar que M puede o no tener elementos maximales. Ademdas, un ele-
mento maximal no es necesariamente una cota superior. El reciproco si es

cierto.

Lema 1. (LEMA DE ZORN / AXIOMA DE ELECC’[ON) Sea (M, <) un
conjunto no vacio, parcialmente ordenado, y suponga que cada cadena de M

tiene una cota superior. Entonces, M tiene al menos un elemento maximal.

Este elemento maximal puede no ser unico y puede que no sea posi-
ble construir un elemento maximal. El lema de Zorn es sélo una afirmacion
existencial. Aunque se le llama ”lema”, en realidad es un axioma. Por ello,
supondremos que es valido.

En el transcurso de esta memoria, este lemma se utilizara principalmente

para demostrar la existencia del teorema de Hahn-Banach de extension.



3.2 ESPACIOS VECTORIALES Y TRANSFORMACIONES LINEALES

En esta seccién se introducird una estructura algebraica en un conjunto
X dado, y estudiaremos funciones en X que se comportan bien con respecto
a dicha estructura. A partir de ahora, K denotard el conjunto R de todos
los niimeros reales o C el conjunto de todos los nimeros complejos. Ademas,
Rek y Imk denotaran respectivamente la parte real y la parte imaginaria del

numero complejo K.

Definicién 3. Un Espacio vectorial sobre un cuerpo K es un conjunto X

con las funciones
+ X xX—X, v - XxK-—X,
LLamadas adicion y multiplicacion por escalar tal que para
r,y,2€ X y kK eK
lL.z+y=y+zx
2. x4+ (y+2)=(@+y +2
3.30eX tal quex +0==x
4.3 —xe X tal quex+ (—x) =0
5. k-(x+y)=k-x+k-y
6. (k+kK) z=k-x+k -z
7. (k-K) - z=k-(k-x)
8. 1-z=x
Continuando, tenemos que para x € X,k € Ky F;, Fy C X, se tiene
r+FE ={c+y:yeE},kE, ={kx:x € E},
Ei+Ey,={x+y:x € E,y € Eyp}.
Un subconjunto E de un espacio vectorial X se dice convexo en X si

7



re+(1—r)jyeE

siempre que z,y € F'y 0 <r < 1. Esto es denominado subespacio de X si
kx + k'y € E para todo z,y € Ey k, k' € K. Si E C X, Se puede construir

el conjunto convexo més pequeno en X que contenga a E, como sigue
{rizi+ ... +rpzy 2,2, € E0L<r; y mm+...+1r, =1}

Este conjunto es llamado envoltura convexa de E y lo denotaremos como
co{ E'}; de la misma manera, el subespacio mas pequenio de X que contiene

a F, se define como
{kix1 + ...+ rpzy s 21,y € E Ky, ok, € K}

El cual denotaremos por < {E} >. Se dice que E es el espacio generado X
si < {F} >=X.

Definicién 4. Sean X e Y espacios vectoriales sobre K. Una transfor-
macion lineal F : X — Y es una funcion tal que F(kx + kK'z') =
EF(x) 4+ K F(2') cuando x,2" € X y k, k' € K. Dos subespacios importantes
estan asociados con una transformacion lineal F : X — Y ; El rango de F,
{y e Y : F(z) =y para algunos x € X}, el cual se denota R(F) y nicleo
de F, {x € X : F(z) =0 denotado por N(f).

Definicién 5. Sea X un espacio vectorial sobre K.

1. Una transformacion lineal f : X — K es llamado un Funcional

Lineal en X.

2. Todo subespacio vectorial propio maximal de X se denomina hiperes-

pacio.



3.3 EspPACIOS METRICOS

En principio se debe introducir la estructura de distancia en un conjunto

X y el estudio de las funciones en X que se comportan bien en esa estructura.

Definicién 6. Una métrica en un conjunto X es una funciond : X x X — R

para todo x,y,z € X si satisface:
1. d(z,y) >0, yd(z,y) =0siz =y
2. d(z,y) = d(y,z)
3. d(z,y) < d(x,z)+d(z,v)

La ultima condicién es conocida como desigualdad triangular.

Un espacio métrico es un conjunto no vacio X que posee una métrica.
Ejemplo 2.
(a) Si X es cualquier conjunto, con x,y € X

0, siz=0

1, siz#y

d(‘%@/) =

(b) Sea X = K", con n entero positivo. Paral < p < oo,y z = (2(1),...,z(n))
e (y(1),..y(n)) en K", se tiene:

1
I3

(Zr:c<j>—y<j>|p) L sil<p<oo

wmix [a(j) — y(j)l,  sip=oc

1<j<n

dp@ju y) =

Sip=1o0o00,severifica desde [2(j) —y(j)| < |z(j) —2(7)|+|2(5) —y ()]
para todo z(j) € K, d, es una métrica en K". Si 1 < p < oo, entonces
la desigualdad triniagular para d, se puede establecer como se muestra a

continuacién.



En primer lugar, probamos el siguiente resultado auxiliar (Desigualdad

de Young):

Sea 1 < p < ooy qtal que (1/p) + (1/¢q) = 1. Entonces, para cualquier

nimero real no negativo a y b, se define:
ab < (a”/p) + (V/q). (3.3.1)

Si b = 0 basta con reemplazar. Por otro lado, si b > 0. Para t € R, se
tiene:
() = (1/q) + (1/p)t — /7
Luego, 2'(t) = (1/p)(1 — t~¥/?). Entonces, para t < 1,2/(t) < 0 y para
t>1,2'(t) >0.
Por lo tanto, para todo t € R, z(t) > z(1) = 0; es decir,

t7 < (1/q) + (1/p)t.
Sit = a”/b?, se obtiene (3.3.1)
1

T

Lema 2. Sea a;,b; € K,j =1,...,n. Paral < p < 00, sea q que satisfacen
1
P q

(a) (Desigualdad de Hoélder)Para 1 < p < oo, se tiene

3=

> ab; < (Z\%V’) <Z|bj|q>
=1 j=1 j=1

n % n %
Sea. or = (Zw) y 6= (Z\bﬂq>
j=1 j=1
Sia =00 =0, entonces ambos lados de la anterior inecuacién son

igual a cero.

Luego, si a # 0y B # 0. Para j = 1,...,n, reemplazando a = |a,|/a y
b=b;|/B en (3.3.1), entonces

10



(lajl/e)([bs]/8) # (1/p)((la;]"/e?) + (1/q)((1b;]*/57)
Asi,

- 11 < 11 &«
;ajbj <af (2—9&; |a;” + 5@;\%‘1)

:aﬂ(l—i-l):aﬂ.
p q

Sip = 2 = q, entonces la desigualdad de Holder es también conocida

como desigualdad de Schwarz.

(b) (Desigualdad de Minkowski) Para 1 < p < oo, se tiene

(_Z|aj+bj|”)p < (Daﬂp)p ¥ (ZI%I”)p- (33.2)

Si p = 1, entonces el resultado es |a; + b;| < |a;| + |b;| para j =1,...,n
Ahora, supongamos que 1 < p < 0o

n

> (gl + [ ZI%! |aj| + ;)" 1+2|b| Jaj + 161

Jj=1

1
q

3|

(Zw) [Z osf + o) = (Zw |p>p[2 |aj|+|bj|><f’-l>q>]
(Z w)p + (Z |bj|p>p [Zwm + |bj|>p>] ;

j=1

Desde que p y ¢ son nimeros reales conjugados, tenemos que (p—1) = q.

De lo anterior, se tiene que 1 — 1/q = 1/p, asi

1 1 1
[Z laj + ;7| < (Z !%’\p> + (Z \bj|p>
=1 j=1 j=1

Como |a;+0b;| < |aj|+|b;] para j = 1,...,n se cumple, queda demostrado

lo deseado.

11



Con respecto a la desigualdad trinagular para d, con 1 < p < oo, dejando

r=(z(1),...,z(n),y = (y(1),....,y(n)),z = (2(1),....,2(n)) e K" y a; =
x(j) — 2(5),b; = 2(j) —y(j) para j = 1,...,n. En la desigualdad de

dp(z,y) = [Z|aj+bj|” < <Z|aj|p> + <Z|bj|f’>
=1 =1 j=1

=dy(z,2) +dp(z,y).

Minkowski, se tiene

Si n = 1, entonces todas las métricas d,, 1 < p < oo, se reducen a la

métrica usual dada por d(z,y) = |z — y| para z,y € K.

A continuacién, se generalizard el anterior ejemplo a una situacién de

dimension infinita.

Para 1 < p < oo, considerar el siguiente conjunto de sucesiones en K:

o= {<w<1>,x<2>, 2 ia() €Ky S ()P < oo}

Para z = (x(1),2(2),...) e y = (y(1),y(2),...) en (P, se tiene

dy(z,y) = (Z |z (j) — y(j)!”)

Dejando a; = z(j) vy b; = —y(j) para j = 1,2,... y n — oo en la

1

P

desigualdad de Minkowski, se tiene que d,(z,y) < oo para todo z,y en
(P, Ademas, si z = (2(1),2(2),...) € 7 y dejando a; = z(j) — 2(j) v
b; = 2(j) —y(j) para j = 1,2,... y haciendo n — oo, en la misma

desigualdad, d, es una métrica con (P.

Finalmente, considerar el conjunto de todas las sucesiones acotadas en
K:
> — {(m(l),x(?), L)) eKy 81112p lz(j)| < oo}
7:1,2,...
Para z = (2(1),2(2),...) e y = (y(1),y(2), ...) en £, dejando:
doo(-r?y) = Supj:l,Z,...‘x(j> - y(])‘

12



Es inmediato que d., es una métrica en £*°

El espacio métrico £*° es un caso especial del siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. Consideremos un conjunto T y sea B(T) el conjunto de
todas las funciones acotadas k-valuadas en T, asi se tiene

B(T) = {x LT — K, sup |z(t)| < oo} .

teT
Para z,y € B(T),

doo = sup |z(t) — y(t)].
teT

Entonces d, es una métrica en sobre B(T), conocida como la métrica

del supremo.

13



CONJUNTOS ABIERTOS Y CERRADOS

Definiciéon 7. Sea d un espacio métrico. Para x € X y r es un numero real

positivo. se tiene

1. La bola abierta centrada en x, con radio r, es el conjunto

Ug(z,r) ={y € X :d(z,y) <r}.

2. La bola cerrada con centro en x, con radio r, es el conjunto

Ug(z,r)={y € X : d(x,y) <r}.

En cuanto a la convexidad se puede ver de la siguiente manera. Sea
ye€ Xy |x—yl| =r, entonces ty + (1 — t)z pertenece a Uy(x,y) para todo
t € (0,1) y converge a y cuando ¢ — 1. Ambos son subconjuntos convexos
de X.

Un subconjunto E en X se dice que es acotado si E C Uy(z,r) para
algunos v € X y r > 0.

Un subconjunto E de X se dice que es un abierto en X si para cada
x € E, existe algunos r > 0 tal que Uy(x,r) C E. asi, podemos ver que el
subconjunto f y X de X son abiertos en X. Ademés, cada unién de conjuntos
abiertos en X y cada interseccién de un ntmero finito de conjuntos abiertos
en X son abiertos en X. También, un subconjunto de X es abierto en X si
y solo si es una union de bolas abiertas en X.

Si X = R y d denota la métrica usual en R, entonces un subconjunto
abierto en R es, en efecto, una uniéon disjunta de un nimero contable de
intervalos abiertos. Porque si F es un abierto en R, entonces para =,y € F,
sea x ~ y siempre que haya un intervalo abierto (a,b) = {s € R:a < s < b}
tal que {z,y} C (a,b) C E. Entonces, ~ es una relacién de equivalencia en
E. Se puede observar que cada clase de equivalencia es un intervalo abierto
en R. Ya que cada intervalo no vacio en R contiene un nimero racional y

que el conjunto de todos los nimeros racionales es contable, resulta que el

14



conjunto de todas las clases de equivalencia es contable y E es una unién
disjunta.

Supongamos, que d y d’ son dos métricas en X. Entonces se dice que d es
mas fuerte que d’ si para cada x € X y cada € > 0, existen algunos § > 0 tal
que Uy(x,0) C Ug(x,€). Este es el caso si y solo si cada subconjunto abierto
de X con respecto a d también es un abierto con respecto a d. Diremos
que dos métricas son equivalentes si cada uno es mas fuerte que el otro.
Este es el caso si y solo si los mismos subconjuntos de X son abiertos con
respecto a ambos. Se puede observar que todas las métricas d, 1 < p < oo,
son equivalentes en K", y la métrica discreta en K" es mas fuerte, pero no
equivalente a ninguna de ellas.

Sea I C X. Un elemento x de X es llamado un punto interior de F
si existe un r > 0 tal que Uy(z,r) C E. El conjunto de todos los puntos
interiores de E es llamada el interior de E. Se denotard por E°. Es el
subconjunto abierto mas grande de E. E es un abiero en X si y solo si
E°=FE.

Un subconjunto de X se dice Cerrado en X si su complemento en X es
abierto en X. Por ejemplo, el subconjunto X y @ de X son cerrados en X.
Inclusive, toda intersecciéon de conjuntos cerrados en X y toda unién de un
nimero finito de conjuntos cerrados en x son cerrados en X.

Sea F C X. Un elemento x de X es llamado un punto de acumulacion
de E si por cada r > 0, existen y en Uy(r,z) N E con y # z. Un punto
de acumulacién de F puede o no pertenecer a E. El conjunto de todos los
puntos y los puntos de acumulacién de E es llamado la Clausura de E. Esto

se denota como E. De este modo
E={zeX:Uyx,r)NE#0 para todo r >0}

La clausura de E es el subconjunto cerrado mas pequeno de X que contiene
E. E es cerrado en X si ysolosi £ = E.

Si Y C X, entonces d induce una métrica en Y de forma natural. Un
subgrupo F' de Y es abierto en Y si y solo si F' = ENY para algunos E

abiertos en X.
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Un subconjunto £ en X se denomina denso en X si £ = X. Este es
el caso si y solo si ENUy(x,r) # () para cada z € X y cada R > 0. Un
espacio métrico X de denomina separable si contiene un subconjunto denso
contable. Si X un espacio métrico separable y Y C X, entonces es separable
en la métrica inducida. Esto puede evidenciarse la siguiente manera. Sea E =
{1, xs, ...} un subconjunto denso de X. Si E es contenido en Y, entonces no
hay nada que probar. De lo contrario, construimos un subconjunto contable
de Y cuyos puntos se encuentran arbitrariamente cerca del conjunto E. Para
nimeros enteros n y m, sea U, ,, = U(z,, 1/m) y escogiendo ypn m € U, NY
siempre que no esté vacio. Se mostrard que el subconjunto contable {y, .}
de Y es denso en Y.

Ejemplo 4. Seay € Y yr > 0. Sea m suficientemente grande de modo que
1/m < r/2, encontrar x, € Uy(y,1/m). tal quey € Y N Uy y

d(yv yn,m) < d(ya xn) + d(l’n, yn,m) < + < + =T.

N3

1 1
mom

De este modo ynm € U(y,r). Dado que y € Y yr > 0 son arbitrarias, se

observa que el conjunto {ynm} es denso en Y.

SEPARABILIDAD DE /P

Teorema 1. Para 1 < p < 00, el espacio métrico fP es separable, pero £>° es

no separable.

DEMOSTRACION. Sea 1 < p < o0. Paraj = 1,2,...,y ¢; = (0,...,0,1,0,0, ...

Donde 1 ocurre soélo en el j-ésimo lugar y
E={ke + ..+ kpe, :n=12,..,Rek; y Imk; racional para todo j}

Puesto que los ntimeros racionales son contables, E' es un conjunto con-
table. Ahora, se mostrara que E es denso en (P. Sea x € P y r > 0. Como

> 5oy [z(4)[P es finito, Existen n tal que
e p
> eGP < -
Jj=n+1
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Desde que los nimeros racionales son densos en R, existe kq, ..., k, € K con
Rek; y Im k; racional y
. rP ,
2(G) =kl < 5 =L,

Considerando y = kie; + ... + ke, € E. Entonces

g =S le() ~ kP + 3 RGP < Tk < =
J=1 J=n+1

Por ello y € Uy(x,r) O

Por otro lado, ¢*° no es separable. sea S = {x € {* : 2(j) =0 o 1 para
Jj =1{1,2,...}. Entonces, do(z,y) = 1 para todo  # y en S. Sea {x1,xs,...}
cualquier subconjunto contable de £ y 0 < r < 1/2. Entonces cada Uy(z,,T)
contiene como méaximo un elemento de S para n = 1,2,.... Desde que S
es incontable (por ser el conjunto de todas las sucesiones de ceros o unos),
existen x € S tal que x ¢ Uy(x,,r) paratodon = 1,2, .... En otras palabras,
{x1,29...} N Uy(x,r) =0, de modo que el conjunto {z1, z, ...} no puede ser

denso en ¢°°. O

COMPLETITUD

CONCEPTO DE SUCESION

Una Sucesién (z,,) en un conjunto X es una funcién del conjunto {1, 2, ...}
en X, el valor de la funcién en n se denota por x,. Sea d una métrica en X.
Una sucesién (z,,) se dice que converge en X (con respecto a d), si existe
x € X tal que para cada € > 0 existen ng con d(z,,x) < € para todo n > ny.
Se observa que existe como maximo una x y cuando existe, se dice que (z,,)
converge a x en X, Se escribe x,, — x en X o lim,,__,,, x, = x y se denomina
a x el limite de (z,).

Si d corresponde a la métrica discreta en X, entonces x, — x en X
si y solo si existe ng con z, = x,,Yn > ng. Si x = R y d es la métrica
usual, entonces la sucesién (x,,) es convergente en R si y solo si limsup x,, =

n—aoo

liminfz, = x € R y entonces lim z, = x.
n——oo n—-ao0
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Recordar que sim = 1,2, ...,

Ym = SUP{ Ty Tini1, - F Y 2Zm = Inf{xn, T, o}y

entonces

lim sup z, = inf{y;,ve,...} vy lim inf =z, =sup{z,2s,...}
n—so0 n—m>00

Si X =K"yd=4d,1<p < oo, entonces z,, — z en K" si y solo
si z,(j) — z(j) en K para todo j = 1,...,m. Por otro lado, si X = * y
x, — x en X, entonces z,(j) — x(j) en K para todo j = 1,2,.... Sin
embargo, z,,(7)) puede converger en K para todo j = 1,2, ..., sin que z,, sea

convergente en (7.

Ejemplo 5. Si z,, = e,, entonces e,(j) — 0 cuando n — oo para todo
Jj=1,2,..., pero (e,) no es convergente en (? ya que si e, — x, entonces
z(y) = 0 para todo j = 1,2, ..., de modo que v = 0, mientras que dy(e,,0) =1
para todo n = 1,2, .... Observamos que x, — x en B(T) si y solo si (z,) es
uniformemente convergente a x en T, es decir, por cada € > 0 existe ng

tal que |z, (t) — z(t)| < € para todot € T yn > ny.

Definicién 8. Sea d de una métrica en un conjunto no vacio X. Una su-
cesion (x,) en X se dice de Cauchy (con respecto a d) si para cada € > 0,

existe un ng tal que d(z,,x,,) < €, para todo n,m < nyg.

Un espacio métrico X se dice que es completo si toda sucesién de Cauchy
en X converge a X.

Si d es una métrica discreta en X y (x,) una sucesién de Cauchy en X,
entonces existe ng tal que z,, = x,, para todo n > ng. Por eso un espacio
métrico discreto es completo. También, R con la métrica usual es completo.
Esto se puede ver de la siguiente manera, sea (x,) una sucesién de Cauchy
en R. Dado que estd acotada, se tiene que lim sup,, oo, = x € R. Entonces,
existe una subsucesién (z,,) de (z,) que converge a z. Por lo tanto, (x,, ) en

si mismo converge a x.
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SiX =K"yd=d, 1<p< oo, entonces una sucesién (z,) es de Cauchy
en K" si y sélo si la sucesién (z,(j5)) es de Cauchy en K para j = 1,.

Resulta que K" es completo.
Teorema 2. Para 1 < p < 00, el espacio métrico P es completo.

DEMOSTRACION. Primero, sea 1 < p < ooy considerando una sucesion
de Cauchy (z,) en 7. Si e > 0. Existe ng tal que d,(x,,x,,) < € para todo

n,m > ng. Paran,m >ngyi1=1,2,..., se tiene

P

[2a0) + (i |<<Z|xn — >|p) < dy(wn ) < €.

En particular, z,,(7) es una sucesién de Cauchy en K para cada: =1,2, ....
Dado que K es completo, sea x, (i) — x(i) en K como n — oco. Manteniendo

n > ng fijo y dejando m — oo en la inecuacion, se tiene

(Z\%(ﬁ—%(ﬁ!”) <e, i=12..

Stz = (x(1),2(2),...). Considerando a; = x(j) — 2, (J) ¥ bj = xn,(j) en la
desigualdad de Minkowski (3.3.2), se observa que

(Z |:vn<j>|p> <et (Z |:vno<j>|p) -

J=1 Jj=1

Para i = 1,2, .... Por lo tanto, x € /7. Finalmente, dejando ¢ — oo en la

pentltima inequacion, se obtiene

1
P
xna (Z ’mn - mm )’p) S €.

Para todo n > ny. Por lo tanto z, — z pertenece a ¢P. Asi (P es completo

para 1 < p < o0.
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Continuando, considerar una sucesion de Cauchy (z,) en ¢>. Sea € > 0.

Existen ng tal que para todo n,m > ngy j =1,2,..., se tiene

20(J) + 2 ()| < doo(Tn, ) = Sllg) T (J) + @m(J)] <€
j=12,...

En particular, (x,(j)) es una sucesién de Cauchy en K para todo j = 1,2, ....
Sea x,(j) — z(j) en K cuando n — oo. Conservando n > ny fijo y haciendo

m — 00 en la tltima inecuacién, resulta que x inf> y

Qoo (n, ) = SUD |20 (j) + 2(j)| < €
j=1,2,...

Para todo n > ng. Por lo tanto, x,, — x pertenece a £*°. De este modo, £*°

es completo. O
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CAPITULO 4

Espacios Normados

Sobre un espacio vectorial se impone una estructura métrica que se com-
porta bien con respecto a las operaciones adicién y multiplicacién por escalar.
Sea X un espacio vectorial sobre K. Una norma en X es una funcién || ||

para X en R, tal que para todo z,y € X y k € K, se satisface que

|z]| > 0 para todo = € X.

|z|]| = 0siysélosiz=0.

|laz|| = |al||z||, para todo @ € R y todo z € X.

[z +yll < ||zl + llyll, para todo z,y € X.

Un Espacio Normado corresponde a un espacio vectorial con una norma

en él.
Ejemplo 6.

Espacios K™: Para n = 1, la funcién valor absoluto | | es una norma en
K. Desde que ||k|| = |k|||1]| para todo k € K, se deduce que cualquier norma
en K es un escalar positivo multiplicado por la funcién valor absoluto.

Para n > 1, existe una variedad de normas en K". A continuacién se

describen algunas de ellas.
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Figura 1

Si p <1 es un umero real. Para x = (z(1), ..., z(n)) € K", se tiene
lzll, = (2P + ... + |2 () [) /7

Si p = 1, entonces | |; es una norma en K™. Si p > 1, entonces si se deja
aj =x(j) y bj = y(j) en la desigualdad de Minkowski, resulta que ||z +y/|, <
|||, + |ly||p- Por ello, | |, es norma en K". La norma | |, es conocida como

la norma euclideana. A continuacién se puede observar que
|%]| o = maz|z(1)] + ... + |z(n)], x € K",

también define una norma sobre K".
SiK=Ryn =2, el conjunto x € R?: ||z||, =1 para p = 1,2 y oo se

muestra en la Figura 1.

Ejemplo 7. Espacios de sucesiones: Para 1 < p < 0o, consideremos el

conjunto P de sucesiones escalares. Para x = (x(1),x(2),...)en P, sea

lzllp = (2P + z(2) +..)1".

Si p = 1, entonces (' es el espacio vectorial y || ||; es una norma en el.
Sip > 1, luego haciendo n <— oo en la desigualdad de Minkowski (3.3.2),
resulta que ||z + yll, < ||z|, + ||yllp, de modo que P es un espacio vectorial

y |l |, es una norma sobre el.
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Sea 1 < p < r < oo. Consideremos x € (¥ con ||z||, < 1. Entonces
lz(j)| < 1, y por lo tanto |x(j)|" < |x(j)|P para todo j = 1,2, .... Esto muestra
que ||z|, < 1. Ahora, si x es cualquier elemento distinto de cero de (P,

entonces considerando z\||z||,, se deduce que
lellr < lzllp, si 1<p<r<oo

Esto se conoce como la desigualdad de Jensen. Esto implica que (P C ("
y st x, —> x en (P, entonces x, — x en (.
Para continuar, consideremos el espacio vectorial £>° y toda sucesion es-

calar acotada. Puede observarse que

2]l = sup{lx(i)| - 5 =1,2,...}

Define una norma sobre £>°. También, sip > 1 yx € (P, entonces ||| <

|z||,. Por eso t? C £ y six, —> x en (P, entonces x,, — x en (.
Teorema 3. Sea X un espacio normado.
(a) Si Ey es abierto en X y Ey C X, entonces Ey + Ey es abierto en X.

(b) Sea E un subconjunto convexo de X. Entonces el interior E° de E y la

clausura E de E también son convexos. Si E° # (), entonces E = E°.
(c) SiY es un subespacio de X. Entonces Y° # () si y solo si Y = X.
Demostracion.

(a) Sea x € X y x1 € FEy. Ya que E; es abierto, existe r > 0 tal que
Ug(z1,7) C Ey. Pero Uy(zy +x,r) = Uy(xq,7)+2 C Ey+2x. Por lo tanto

E:1 + z es abierto para todo x € X. Por consiguiente
E1+E2 = U{€1+ZE2 1 Xo € EQ}

se deduce que Ei + Es es abierto.
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(b) Sea 0 <t < 1. Ya que E es convezo, tE°+ (1 —t)E° C E. También, por

(c)

(a), tE° + (1 —t)E° es abierto. Por eso, tE° + (1 —t)E° C E, es decir,
E° es convezo.

Continuando, sea x,y € E. Encontrar sucesiones (x,) y (yn) en E tal
que T, — T, Y Y, —> y. Ya que tx, + (1 —t)y, — tx + (1 —t)y, se
observa que tz + (1 —t)y € E. De este modo a € E°.

Figura 2

Sear > 0 tal que Uy(a,r) C E, es decir, a+ry € E para todo y € X con
lyll < 1. Sea x € E y X; +try € E para todo y € X con ||y|| < 1. Esto
se deriva de la convexidad de E, porque x; + try = t(a +ry) + (1 — t)x,
donde a +ry € E yx € E. De este modo x;, € E°. Ya que v, —

mientras t — 0, tenemos que v € E°.

SiY = X, entonces Y° = X # 0. De manera inversa, sea Y° # 0.
Consideremos a € Y° y sea r > 0 tal que Uy(a,r) C Y. Entonces
Us(0,7) = Uyla,7) —a C Y. Sea v € X. Six =0, entonces x € Y.
Siw # 0, entonces 1= € Uy(0,7) CY. Por eso, x €Y también.

[l
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4.1 DUALIDAD

Sea (X, || ||) un espacio vectorial normado sobre un cuerpo K. Toda apli-
cacion F' : X — K se llama FUNCIONAL. Notar que cualquier norma
de X es un funcional. Prosiguiendo, se definen los conceptos de linealidad y

acotamiento relaciados a un funcional.

Definicién 9. Un funcional F': X — K se dice lineal si

F(azy + Bzy) = aF (x1) + BF(x9), Va,B ek, Vay,x0€ X

Definicién 10. Un funcional F : X — K se dice acotado con respecto a una

norma dada || || de X si existe una constante K > 0 tal que

|F(z)] <K ] VeeX

Ejemplo 8. Fl siguiente es un ejemplo de funcional.
Dado un espacio vectorial normado (X, ||-]]), la norma ||-]| : X — R es un
funcional no-lineal. En particular, se tiene que paraac <0 y x € X, x #0,

se tiene || || = [al |« || # afl |

El conjunto de todos los funcionales lineales y acotados definidos sobre X
se denomina dual de X y se denota por X’. Sobre X’ se definen las siguientes

operaciones

Definicién 11.
+: X' x X =X’
(F,G) > F+G, (F+G)(z)=F(r)+Gx) VreX

y

Definicion 12.
G Kx X = X
(MF) = AF,  (AF)(z) =AF(x) VzeX
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Entonces, (X', +, ) es un espacio vectorial sobre K, cuyo elemento neutro
para la adicién corresponde al funcional nulo 6 : X xK definido como #(x) = 0

para todo z € X.

Definicién 13. Dado F € X' se define ||F||,x como el infimo de todas las

constantes M > 0 que satisfacen la condicion de acotamiento de F segin

indica la definicion (12) esto es
|F||lo = inf{M >0: |F(x)| < M|z|lx VreX}

Continua con

F
1Fle = sup EOL yp e
oxezex ||Z]x

De la misma manera, ||F||,» se puede definir como

[Fllor = sup [F(z)],

X [[v]|<1
o bien
[Fllar = sup  |F(z)].
zeX,||v||=1
En cada uno de los casos, se prueba que || - ||, es una norma sobre X',
con lo cual(X’,+, | - ||x/) constituye un espacio vectorial normado. De la

misma forma, se puede demostrar, usando la completitud del cuerpo K, que

X’ es un espacio de Banach.
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CAPITULO 5

Espacios de Banach

Un espacio normado X sobre K se denomina Espacios de Banach si X
es completo con la métrica d(x,y) = ||z — y|| inducido por la norma || - ||.

Un subconjuto de un espacio métrico completo X es completo si y sélo si
esta cerrado en X, de ello se deduce que un subespacio Y de un espacio de
Banach X es un Espacio de Banach si y sélo si es cerrado en X.

Ejemplos
» K" con cualquiera de las normas || - |[,, 1 < p < oo.
= Espacios Normados de dimensién finita.

» (P, 1 <p<oo,conlanorma | |,

5.1 ESPACIOS NORMADOS QUE NO SON DE BANACH

Un ejemplo de espacio normado que no es de Banach se genera al consi-
derar el espacio de las funciones continuas definidas en [1, 1], C([—1,1]). En

C(]—1,1]) definimos la norma

1= ([ e

=
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Se define

0, —1<t<0
fnt) =1 nt, 0<t<4i
1, 1<t<1

(fn) es de Cauchy

1

= full = [0 = mpea [0 = mipa

2 m 1 1 1

—— — < .
3n+ 3n? + 3m 3m 3n

Sin embargo f, converge a f en la norma de la integral, donde

0, —1<t<0
f(t) =
1, 0<t<l1

La cual no es continua.
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CAPITULO 6

Teorema de Hahn - Banach

El Teorema de Hahn-Banach de extension y el Hahn-Banach de separa-
cién son dos de los resultados mas fundamentales en andlisis funcional. El
primero asegura una extension lineal que preserva la norma de un funcional
en un subespacio de un espacio normado, mientras que el segundo trata de
la separacién de dos subconjuntos convexos disjuntos de un espacio normado
mediante un hiperplano cerrado. La primera forma es de caracter analitico,
mientras que la segunda es de naturaleza geométrica. Ambas estan estre-
chamente relacionadas entre si ya que un hiperplano cerrado de un espacio
normado X es una traslacién de un nicleo N(f) de alguna f distinta de cero
en su dual X'

A continuacion se presentan ambos formas del Teorema, incluyendo ejem-

plos y la vinculacién de ambas.

6.1 FORMA ANALITICA

Para la demostracion de esta primera versién del teorema se requiere

definir el concepto de funcional sublineal.

Definicién 14. Sea X un espacio vectorial sobre R. Un funcional subli-

neal en X es una funcion p: X — R tal que

1. p(z +vy) < p(x)+ p(y) para todo x,y € X.
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2. p(tx) = tp(x) para todo v € X yt > 0.

Toda seminorma en X, asi como cada funcional lineal en X, es un subli-
neal funcional en X, pero también existen otros funcionales sublineales. Por
ejemplo, sea X := R,y o, B € R tal que a < 3. Se define p(z) := ax siz <0
y p(z) := px si x > 0. Entonces p es un funcional sublineal en R. Si > 0

Teorema 4. Sea X un espacio vectorial sobre R y sea p : X — R un
funcional sublineal. Sea’Y un subespacio de X y sea f : Y — R un funcional

lineal tal que

flx) <p(z)  VeeY
Entonces, existe un funcional lineal F : X — R tal que

F(z)=f(x) VzxeY Yy F(z) <p(x) VrelX.

DEMOSTRACION. Para realizar esta demostracién se hard uso del Lema
de Zorn. Para ello, en primera instancia se define la familia F de todas las

extensiones lineales de f acotadas por p, es decir

F :={g : D(g) — R, lineal : D(g) subespacio de X tal queY C
9);

D(g), g9(z) = f(x) Yz eY, gx) <px), VzeD(g)}

Notar que F # () ya que f € F. Luego, sobre F definimos la siguiente
relacion de orden: dados g,h € F se dice que g < h si y sélo si h es una
extension lineal de g, es decir D(g) C D(h) y h(z) = g(x) Yx € D(g).

Dada una cadena C C F, se define el conjunto
D :=U{D(g): g € C},

El cual probaremos que resulta ser un subespacio vectorial de X. En
primera instancia, vemos que D # ) ya que 0 € D. Luego, dados A € Ry
z € D se tiene que z € D(go) para algin gg € D, y por lo tanto Az € D(gy),

30



con lo cual Az € D. Ahora, dados z,y € 25, existen ¢1,9o € C tales que
x € D(g1) e y € D(g2). Como C es una cadena, se tiene que g; < g 0 bien

g2 < g1, en cualquiera de ambos casos se concluye que x + y € D.

Entonces, se define

g: D — R
r— §:=g(z), sizeD(g),congeC.

Observemos que g esta bien definida:

Siz € D(g1) N D(gs), con g1, g2 € C, se tiene que g; < gz 0 bien go < gy,
en ambos casos resulta que g;(x) = go(z). Ademds, § es una extensién lineal
de todo g € C, lo cual muestra que g < g Vg € C, y por lo tanto ¢ constituye
una cota superior de la cadena C.

En consecuencia, por el Lema de Zorn se deduce que la familia F tiene
un elemento maximal F. De acuerdo a la definiciéon de F, esto significa que
F es una extensién lineal de f, cuyo dominio D(F’) es un subespacio de X,

de modo que
Y CD(F), F(z)<p(x) Vee D(F), y F(x)=f(z) VzeY.

También, si g € F es tal que ' < g, entonces F' = g. Sélo resta probar que
D(F) = X para culminar la demostracién. Procedemos por contradiccién,
supongamos que existe y; € X & D(F), y consideremos el subespacio Y] :=
D(F)+ < {1} >, esto es

Yi={z=y+ay: yeDF), acR}

Notemos que y; # 0. Ademas, la representacion de los elementos de Y;

es Unica, esto es Y7 := D(F) @& < {y1} > ya que D(F)N < {y1} >= {0}.

Entonces, podemos definir el funcional lineal
gi Yi — R

r:=y+ay — g1(x) = F(y) +ya,
donde v € R es un parametro por determinar. Se sigue con que g;(x) = F(x)

para todo & € D(F), lo cual prueba que g; es una extensién propia de F', ya
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que D(F') es un subespacio propio de Yj. Ahora, el objetivo es probar que 7y
se puede escoger convenientemente de modo que g; < p(x) para todo = € Y].
Esto mostraria que g; € F y que F < g1, con g; # F, lo cual contradice la
condicién de maximalidad de F', y con ello, obligatoriamente D(F') = X.

Dados y, z € D(F), podemos escribir
Fy) = F(z) = F(y — 2) < ply — 2) = p((y + 1) + (=51 — 2).
Utilizando la sublinealidad de p, se obtiene
F(y) = F(z) < ply +y) + =1 — 2),

de donde
—p(=y1 —2) — F(z) <ply +y1) — F(y), Vy,z € D(F).

Esta desigualdad sugiere definir las constantes

m- = 681;8?) {—p(—n —2) - F(2)},

T .= inf - F
m onf {ply+u) - Fy)},

Las cuales por definicién de infimo y supremo cumplen que m~ < m™.

Entonces, dado v € [m™, m™] se tiene

—p(=y1 — 2) — F(2) <~ Vz € D(F), (6.1.1)

v < ply+) — F(y) Vy € D(F). (6.1.2)

Ahora, sea x := y+ ay; € Y1, con y € D(F) y a € R. Para probar que
g1(x) < p(x) utilizamos la propiedad de tricotomia en R, asi tenemos los tres

siguientes casos:
1. Si a =0 se tiene que € D(F) y por lo tanto g;(z) = F(x).
2. Si a < 0 tomamos z = a~ !y en (6.1.1) y obtenemos
—p(=y1 —a y) - Fla™'y) <7,
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multiplicando por (—«) > 0, resulta
ap(—y1 —a~'y) = F(y) < —ay
o bien
g1(z) = F(y) + ay < (a)p(—y1 — o y) = p(y + ay1) = p(x).
3. Si @ > 0 tomamos o'y en (6.1.2) y obtenemos
v <pla”ly+y) - F(a'y),
multiplicando por «, resulta
ay < (@)pla™ 'y +y1) = F(y),
o bien
g1(z) = Fy) + ay < (a)p(a™'y +y1) = ply + ay1) = p(a).
Lo que resulta ser una contradiccion pues F' es maximal. O

A continuacién, se considera el caso particular en que X es un espacio
vectorial normado, el cual constituye una de las versiones mas conocidas del

Teorema de Hahn-Banach.

Teorema 5. (TEOREMA DE HAHN-BANACH EN ESPACIOS NORMA-
DOS) Sea (X, ||-]]) un espacio vectorial normado sobre R y sea f € Y', donde

Y es un subespacio de X. Entonces, exviste F € X' tal que

F(x) = fx)Ve € Yy [[Flx = [Iflly

DEMOSTRACION: Aplicando el teorema (4) a f € Y’ y al funcional
sublineal p : X — R definido por p(x) = || f|lyv/||x| para todo z € X, se
deduce que existe F': X — R lineal, tal que

Fr)=fx)  veeY gy Flz)<|fly | Vo e X.
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Se sigue que
F(=z) < |[flly I = =l = Lf by ll]l,
de donde, usando la linealidad de F,

Fx) = = |[fllyll=l,

y por lo tanto
| F(z) [ < |Iflly V2 € X.

Esta desigualdad prueba que F' € X'y ||F||x < ||f|ly:. Por otro lado, se

tiene que
F(x F(x flx
1Pl = sup EES gy T VOL_ypy =
vexaz0 [Tl 7 wevazo 2l zexazo |7
Ejemplo 9. Sea X =K? con la norma || - ||. Considerar

Y = {(z(1),2(2)) € X : 2(2) = 0}.

definimos g € Y' por
g(x(1),2(2)) = =(1)

Entonces, se tiene que ||g]] = 1 = g(a), donde a = (1,0) € Y. Ya que
Y =< {a} >, observamos que una funcion f en X es una extension de
Hahn- Banach de g a X siy solo si f es lineal sobre X y ||f|| =1 = f(a).
Ahoram si [ es lineal sobre X, entonces f(x(1),z(2)) = kix(1) + koz(2)
para todo (z(1),z(2)) en K2 y algunos puntos fijos ki y ke en K. Entonces
Ifll = méx{|ki], |k2|}, v f(a) = 1 si y sdlo si ky = 1. De este modo, la

extension de Hahn-Banach de g sobre X estd dada por

f(x(1),2(2)) = 2(1) + kx(2),

donde ke € K con |ky| < 1. Observamos que el hiperplano real {z € X :
Re(x(1) + kox(2)) = 1} es un hiperplano de soporte para el cuerpo convezo
{z € X :||z|1 <1} para a = (1,0). Observar la figura 4 para el caso =R

Continuando, considerar
N ={(z(1),2(2)) € X : 2(1) = z(2)}.
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. Definimos h € N como
h(z(1),z(2)) = 2z(1).

entonces, se tiene que si ||h]| =1 = h(b), donde b = (1\2,1\2) € N. Puesto
que N =< {b} >, se oberva que la funcion f sobre X es una extension de
Hahn-Banach de h sobre X si y sdlo si [ es lineal en X y ||f|| =1 = f(b).
De manera analoga, en este caso si y solo si f(x(1),x(2)) = kix(1) + ko (2)
con max{|ki|, |ka|} =1 y k1 + ko = 2, eso es, ky = 1 = ky. Por lo tanto, la

unica extension de Hahn-Banach de h sobre X estd dada por

f(2(1),2(2)) = 2(1) + x(2).
Observemos que el hiperplano real {x € X : Re(x(1) + z(2)) = 1} es un
hiperplano de soporte para el cuerpo convexo {x € X : ||z|1 < 1} para
b= (1\2,1\2). Observar la figura 4 para el caso K =R

(1) +2(2) =1

B G R I ey =

(1) + koz(2) =1

Figura 3

6.2 (CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE HAHN-BANACH

A continuacién, se exponen algunos resultados derivados del Teorema

de Hahn-Banach, los cuales encuentran aplicacién recurrente en distintos
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contextos.

Teorema 6. Sea (X, ||-||) un espacio vectorial normado sobre R y sea xy € X

tal que xo # 6. Entonces, existe F' € X' tal que ||F| =1y F(zo) = ||zo]|

DEMOSTRACION. Sea YV :=< {zy >} := {azo: o € R} y definamos
el funcional

f: Y — R

r=ary — f(z):=a|x.

podemos ver que f es lineal. Ademds |f(axg)| = |a|||xo|| = ||zo]|, lo cual
muestra que f es acotado y || fys|| = 1. Asi, aplicando el teorema de Hahn-
Banach se concluye que 3F € X’ tal que F(x) = f(z) para todo z € YV y
|F|lx = ||flly» = 1. Singularmente, para zo € Y se tiene F(xg) = f(zo) =
[[zoll O

Observemos que si X' es estrictamente convexo entonces el funcional F' €
X' del teorema anterior es tnico. De hecho, utilizando la convexidad estricta
del dual la que implica que para todo Fy, Fy € X' tal que F} # Fy y | Fi|| =
| f1ll = 1, se tiene que ||tF; + (1 — t)F3|| < 1 para todo t €]0, 1[. Entonces,

si suponemos que existen F,G € X', distintos, tales que ||F|| = |G| =1y
F(z0) = G(xg) = ||zo]|, obtenemos
tF(x)+ (1 —t)G(x) _ tF(xo) + (1 —t)G(xo)

1> |[tF+(1-t)G||x» = sup

2EX X0 ] o]l

Lo cual es una contradiccién.

Lema 3. Sea (X, || -||) un espacio vectorial normado. Entonces
F F
|v]] = sup |F )] = méax [F@)] Ve € X
oxrex’ || F|| oAFex’ || F)|

DEMOSTRACION. Si z = 6 el resultado es inmediato. Si z # 6, utili-
zando el lema (6) tenemos que existe F' € X’ tal que ||F|| =1y F(z) = ||z,

con lo cual

p @ @)

> = = =l
o+rext || F| £
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A su vez, se observa que

|F ()|
orrex |||l

0

Teorema 7. Sea Y un subespacio de un espacio vectorial normado de (X, || -
) y sea xy € X tal que d = d(zo,Y) > 0. Entonces existe F' € X' tal que
|F||=1,F(xy) =d y F(x) =0 para todo x €Y.

DEMOSTRACION. Sea V; := Y+ < {z} >, esto es
Yi={z=zxz+4+azs: z€Y, acR}

Notar que la representacién de los elementos del subespacio Y; es tunica,
entonces Y, = Y@ < {zg} >. Asi, si x € YN < {9} > entonces z € Y
y & = axg, con o € R. La demostracion continia, necesariamente, con que
a =0y asi x = 6, ya que en caso contrario se tendria xg = %l’ €Y, lo cual
es una contradiccion al hecho de que d(xg,Y) > 0. De acuerdo con ello, se

puede definir el siguiente funcional
f+ n — R

z=x+ax)— f(z):=ad,

el cual es lineal y satisface f(z) = 0 para todo z € Y. Ademds, dado z =

T+ axg € Y] con a # 0, se tiene que éx €Y y luego

[f(2)] = |ad] = |ald < ||

1
wo + —|| = ||z,
o)

Lo cual muestra que f es acotado y ||f|ly; < 1. continuando, dado € > 0

existe xy € Y tal que || — x1 + x¢|| < d + €. Se sigue que f(—x1 +x9) =dy

luego

|f(—x1 + z0)] d

> )

| — 21 + 0| d+e

con lo cual
— d
Iflly: == sup |f(2)] > |f(—=z1 + 20)| > Ve 0,
ceviezo |2l | =21+l ~ d+e
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ahora, tomando el limite cuando ¢ — 0, resulta || f|ly; > 1. Asi, ||f|ly; = 1
y aplicando el teorema (5) se deduce que existe F' € X' tal que ||F||x =
I fllyy =1Y F(z) = f(2) paratodo z € Y1. En particular, F(zo)dy F(x) =0
para todo z € Y. O

6.3 ForMA GEOMETRICA

A continuacién se demostrara la formulacion del Teorema de Hahn-Banach
version geométrica, la cual se relaciona con la separacion de conjuntos con-

vVexXos.

Definicién 15. Un Hiperplano es un conjunto de la forma
H={zxe€E: f(x)=a}

Donde f es un funcional lineal sobre E no nulo, no necesariamente acotado

y con o € R. Se dice que H es el hiperplano de ecuacion [f = a].

Lema 4. El hiperplano de ecuacion [f = a| es cerrado si y sdlo si f es

continua.

DEMOSTRACION. Si f es continuo entonces H = f~'({a}) es cerrado
porque {a} es cerrado en R. De manera reciproca, supongamos que H es
cerrado. Se continda con que H® = FE \ H es abierto y no vacio ya que f es
no nulo. Sea entonces xro € H¢ y supongamos, sin perdida de generalidad,
que f(xg) < a. Elegimos r > 0 tal que Uy(zg,r) C H° Afirmamos que
f(z) < aVr € Uj(xo,r). En efecto, supongamos por contradiccién que
existe 1 € Ug(xg,r) tal que f(x1) > a. Notar que f(z1) # a ya que
x1 # H. Asi el segmento {(1 —t)xy +taot € [0,1]} < Uy(xo,r) y por

lo tanto
f((1 =)z +to) #a  VEe0,1).
Sin embargo, dado que f($o) <a< f(xl) se deduce que

7. _fl@)-a
= oo €101



(= t)ay + txg) = (L= 1) f(x1) + Ef (20) = @,

Lo cual es una contradiccion. Asi, necesariamente f(z) < aVx € Uy(xzo,7)

o de manera equivalente f(xg+71z) < aVz € Uy(0,1), de donde

f(ﬂﬁ:%ﬁ) <« Ve € E, Vee (0,1),

o bien
@) < (o~ fao) el Vo € B, Ve e (01)

Luego, tomando lim nos queda
e—1—

1
[f(2)l < (= flzo)) |lz] Va2 € F
lo cual prueba que f es acotado y || f||zr < (o — f(x0)). O

Definicién 16. Sean A, B C E. Se dice que el hiperplano [f = a] separa A

y B en el sentido amplio si se tiene
flz)<a Vze A Yy flz)>a V zeB.

A su vez, se dice que este hiperplano separa A y B en el sentido estricto si

existe € > 0 tal que
flz)<a—€¢ Ve A y f(r) >a+e V zeB.

Geométricamente la separacién significa que A y B se sitian «de un
lado y de otro de H».
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Figura 4

Lema 5. (FUNCIONAL DE MINKOWSKI DE UN CONVEXQ) Sea s C E

convezo, abierto, tal que 8 € S, y definamos el funcional de Minkowski p

E = R por:
p(z) = infla >0: o'z € S} Va € E.

Entonces p es sublineal y existe M > 0 tal que 0 < p(z) < M||z| Vzx €
E. Ademds
S={reFE: pl) < 1}

DEMOSTRACION. Puesto que el vector nulo 6 pertenece al abierto S, se
sigue que existe r > 0 tal que Uy(6,7) C S. Ahora, para cada v € E,z # 0,
se tiene TH_iH € S. Ademds, dado z € S es claro que p(z) < 1 porque 1712 =
z € S, y en particular se tiene p (rni—”> < 1. Pero, de la definicién de p se

observa que
p(Ax) = Ap(z) YA >0,Vz € E,

y por tanto
1
p(z) < ;||x|| VaeeE, x#6,

lo que implica la estimacion requerida ya que p(6) = 0.

A continuacién probamos que S = {x € E: p(z) < 1}. En efecto, sea

40



x € S. Como S es abierto existe ¢ > 0, suficientemente pequeno, tal que
(x + ex) = (1 + €)x pertenece a S, y luego 1 > p((1+€)z) = (1 + €)p(x), de
donde

< 1.

<
p(r) < 1+e

Reciprocamente, sea © € F tal que p(z) < 1. Se sigue que existe o €]0, 1] tal
que 'z € Sy por tanto, como S es convexo, a(a"'z)+ (1 —a)f =z € S.
Queda probar la propiedad tipo desigualdad triangular que caracteriza la
sublinealidad del funcional p. En efecto, dados xz,y € E' y € > 0, se observa

primero que

<1,

y ): p(y)

p<1ﬁ) :%<1 Y p<p(y)+6 p(y) + e

lo cual indica que ]ﬁ, ]ﬁ € 5, y luego, de acuerdo a la convexidad de

S, se tiene
tx

p(x>+€+;1(y;i)‘z €S vt €[o,1].

p(z) + €
p(x) + p(y) + 2¢

Tty c
p(z) + p(y) + 2€

€]0, 1[, y resulta

En particular, parat :=

S, y por lo tanto

r+y __ plr+y) ’
1>p <p(x) +p(y) + 2e> ~ plx) +p(y) + 2€ =0
de donde p(z + y) < p(z) + p(y) -

Lema 6. Sea S C E, convero, abierto, no vacio, y sea xog € E tal que xg & S.
Entonces, exxiste f € E' tal que f(x) < f(xo) Vz €5, lo cual indica que el

hiperplano de ecuacion [f = f(xg)] separa {xo} y S en el sentido amplio.
DEMOSTRACION. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 6 € S,
y definamos el funcional de Minkowski p : £ — R por
p(z) = inf{la >0: o'z € S} V2 € E.

A su vez, sea G el espacio generado por xg, esto es G := {txg: t € R}y

sea g : G — R el funcional lineal definido por g(tzg) := t para todo t € R.
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Puesto que zo ¢ S del Lema 5 que p(zg) < 1. Entonces, para ¢t > 0 resulta
g(txg) =t < tp(xo) = p(txo).
A su vez, si t <0 se obtiene
g(tzo) =t < 0 < p(two),

y en consecuencia

g(r) <plr) €G.

Aplicando la versién analitica del Teorema de Hahn-Banach se deduce que
existe un funcional lineal f : F — R tal que f(z) = g(x) Vo € Gy
f(z) < p(x) Va € E. En particular, se tiene f(z9) = g(z9) = 1. Ademas,
de acuerdo al Lema 5 sabemos que 0 < p(x) < M|z|| Vz € E, y luego
flz) < M|z|| VY € E. A suvez, —f(z) = f(—z) < M||z||, con lo cual
f(z) > —=M)||z||, y por lo tanto

[f(2)] < Mllz|| Vz e E,

probando asi que f € E’. Por tltimo, utilizando la caracterizacién del convexo
S dada el Lema 5, se concluye que f(z) < p(z) < 1= f(xg) Vo € S, 1o
cual completa la demostracién en primera instancia. En el caso en que el
vector nulo € no pertenece a S, se considera un elemento arbitrario z € S'y
se define el conjunto trasladado S := {z — & : x € S}, el cual, ademds de
convexo y abierto, si contiene a #. Entonces, aplicando el andlisis el andlisis
anterior a S v al vector &g := g — & que no estd en S , se deduce que exisye
f € E tal que f(z) < f(ig) V2 € S, estoes f(z) < flzg) Vo € S.
fe)<f(toVz € 5

A partir de los Lemas estudiados, se puede demostar las dos versiones
geométricas del Teorema de Hahn- Banach, las cuales establecen separaciones

amplia y estricta de conjuntos convexos.
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Teorema 8. (PRIMERA VERSION GEOMETRICA DEL TEOREMA DE
HAHN-BANACH) Sean A, B C E convezos, no vacios y disjuntos, tales que
A es abierto. Entonces, existe un hiperplano cerrado que separa A y B en

sentido amplio.
DEMOSTRACION. Sea
S=A-B:={zr—y: =z € Ay € B}

Se observa que S es convexo ya que A y B lo son, Ademas, S es abierto
yva que S = U = {A — {y} : y € B}y el conjunto A — {y} =
{r—y: x € A} es abierto ya que A lo es. También 6§ ¢ A porque
AU B = ¢. Entonces, aplicando el Lema (6) se deduce que existe f € E’ tal
que f(z) < f(f)=0 Vz € S, estoes

fl) < flyy Yo € A, Vy € B.

Definamos
m:=sup f(z) vy M:=inf f(y).

z€eA yeB
Continuando, para cualquier « € [m, M], el hiperplano H de la ecuacién

[f = a] Separa A y B en el sentido amplio. O

Teorema 9. (SEGUNDA VERSION GEOMETRICA DEL TEOREMA DE
HAHN-BANACH) Sea A, B C E, convezos, no vacios y disjuntos, tales que
A es cerrado y B es compacto. Entonces existe un hiperplano cerrado que

separa A y B en el sentido estricto.

DEMOSTRACION. Dado € > 0 definamos los conjuntos no vacios
A = A+Uyb,e) y Be == B+Uy(be)

Se observa, por la convexidad de A, B'y Uy(0,¢€), que A, y B, son convexos.
Ademsds, A, y B. son abiertos ya que los conjuntos {z} + Uy(6,¢€) v {y} +
Uy(f,e)loson¥ x € AV y € By setiene

Ac=U{{z} + Uys(0,¢) : = € A} yv B.=U{{y} + Uq(0,¢) : y € B}
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A continuacién se probard que existe € > 0 tal que A, y B, son disjuntos.
procediendo por contradiccion, supondremos que ambos conjuntos no son
disjuntos. Entonces, paratodon € Nel conjunto Ay, U By, es no vacio,
lo cual implica la existencia de z,, € A, y, € B, u,, v, € U0, 1\n)

tales que =, + w, = y, + v,. Se sigue que

lzn — vl = llun — wa| > —.
n

Ahora, como B es compacto, existen una subsucesiéon {yfll)}neN C {¥n}tnen
ey € B tales que {yy(ll)} "% 4, v de acuerdo a la desigualdad anterior,
se deduce que {x%l)}neN también converge a y. Luego, como A es cerrado,
necesariamente se tiene que y € A, lo cual contradice el hecho de que A y
B son disjuntos.

Entonces, aplicando la primera version geométrica del Teorema de Hahn-
Banach a los conjuntos disjuntos A, y B., se deduce que existe un hiperplano
cerrado de ecuacién [f = «] que los separa en el sentido amplio. Esto

significa que

flz+u) < a < fly+o) Vee A, ye B, Yu,veUbe),

En particular

flzr+ez) < a

IA

fly —e2) Vee A, yeB, VzeUy0,1),

o bien

fl@)+ef(z) < a < fly)—ef(z) Vee A, yeB, VzeUy1).
Finalmente, eligendo Z € Uy(0, 1) tal que f(2) > 0, se deduce que

fx) <a—€f(2)  yfly)zatef(z) Veed yeb,,

Lo cual prueba que el hiperplano [f = «] separa A y B en el sentido estricto.[
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