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Resumen

En este trabajo presentamos, una introduccion al estudio de problemas variacionales,
considerando el andlisis continuo de un problema de valor en la frontera, reescrito
como una formulacién débil, enfocado en orientar a estudiantes de Pedagogia res-
pecto a temas no necesariamente abarcados en su formacién. Por ello se revisan e
introducen conceptos de algebra lineal, analisis matematico y analisis funcional que
entregan las herramientas bésicas necesarias para abordar el respectivo estudio de
buen planteamiento en el sentido de Hadamard. Ademas, se aborda el modelo ma-
tematico de flujo de Brinkman con transporte no lineal, el cual consiste en un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales a través del acoplamiento de las ecuaciones de
Brinkman, para describir la dindmica de un fluido en un medio poroso, y una ecua-
cion de reaccién-adveccion-difusion no lineal, para la concentracién de la sustancia
que se transporta. Este modelo describe procesos industriales y fenémenos en la
naturaleza tales como separacion sélido-liquido, destilacién quimica, sedimentacién-
consolidacion, entre otros. Se lleva acabo una respectiva formulacién variacional del
problema en espacios de Sobolev y se analiza el mismo usando un esquema de punto
fijo en términos de operadores. Resultados de existencia y unicidad se demuestran
y establecen rigurosamente utilizando el Teorema de Lax-Milgram y el Principio de
Leray-Shauder.

Palabras clave: Ecuaciones de Brinkman, reaccion-adveccién-difusion, flujo en me-

dios porosos, teoria de punto fijo, Principio de Leray-Schauder.
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Capitulo 1

Introduccion

Una formulacién débil consiste en reescribir de manera alternativa un problema de
ecuaciones diferenciales parciales, de modo que se puedan trabajar desde el algebra
lineal y el andlisis funcional. Es por ello que en el presente trabajo se introducen
conceptos matematicos necesarios de estudiar preliminarmente para poder realizar
el andlisis continuo de una formulacién variacional. Se comienza estudiando diver-
sos espacios (espacios vectoriales, espacios de Lebesgue, espacios de Sovolev, entre
otros) y se finaliza abordando el teorema de Lax-Milgram, el cual es fundamental
para asegurar el buen planteamiento de la formulaciéon débil. Ademads de presentar
los conceptos, se realiza el analisis continuo de un problema, el cual abordamos se-
guidamente.

El acoplamiento de flujo de fluidos con transporte de sustancias es un fenémeno que
aparece en diversos procesos fisicos estudiados en la mecanica de fluidos, tales co-
mo separacion solido-liquido, destilacion quimica, sedimentacién-consolidacion, con-
veccion natural y térmica y adveccién-difusion, entre muchos otros. Por ejemplo, en
la industria petrolera, para realizar futuras excavaciones a cielo abierto o en la bus-
queda de campos de perforacion, se estudia el movimiento de las aguas subterraneas

en un medio poroso tal como es la arena [I3]. Para entender este fenémeno, una de



las leyes mas utilizadas es la Ley de Darcy, la cual senala que el flujo del fluido a
través del medio poroso es inversamente proporcional a la distancia que este debe

atravesar y directamente proporcional a las diferencias de presién [7].

Un modelo matemético para describir este fendmeno se encuentra en [3] a través
de las ecuaciones de Stokes, para el fluido, acopladas con una ecuacién de advec-
cion-difusion, para la concentracion. Alli, el sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales describe el estado estacionario del transporte de especies en un fluido. Los
autores del citado trabajo, basandose en una formulaciéon mixta-primal propuesta
para el modelo de Stokes en [8], proponen un enfoque variacional aumentado, so-
bre espacios de Hilbert, y establecen resultados de existencia y unicidad junto con
analisis de error a priori. Ademads, realizan pruebas numéricas para confirmar tasas
de convergencia y simulan computacionalmente procesos de conveccién térmica y

sedimentacion-consolidacion.

En [5] se estudia una variante del modelo antes mencionado, por medio del aco-
plamiento de las ecuaciones de Brinkman y una ecuacion de adveccién-difusion no
lineal con condiciones de frontera Dirichlet (no homogénea) para la velocidad y (ho-
mogénea) para la concentracién. Ademads, se realiza un enfoque variacional que, a
diferencia del trabajo anterior, no considera términos aumentados, dando lugar a una
formulacién débil sobre espacios de Banach, que particularmente resulta mas simple
de implementar computacionalmente. En este trabajo, la formulacion realizada se
re-escribe como una ecuacién de punto fijo en término de operadores, estableciendo
resultados de existencia y unicidad gracias al teorema de Lax-Milgram, y se aplican
los teoremas de Schauder y Banach junto a la teoria de Babuska-Brezzi. Ademads, se

incluye un anélisis del error a priori y ensayos numericos que respaldan la teoria.

Otros trabajos en los cuales se aborda el problema de flujo de fluidos en un medio
poroso considerando las ecuaciones de Brinkman se pueden encontrar en [2, 4] y

las referencias que alli aparecen. En el primer trabajo, se analiza un método de




elementos finitos que aproxima numéricamente los patrones de flujo de un fluido
viscoso en un medio altamente permeable y su interaccién con un flujo no viscoso
en un medio poroso. El sistema de ecuaciones, gobernado por la Ley de Darcy, se
describe en términos de velocidad y presion del medio junto a vorticidad, velocidad
y presion del fluido. En el caso del segundo trabajo, se realiza una formulacion mixta
de Brinkman-Forchheimer para flujos no estacionarios, cuyas incégnitas principales
son la velocidad y un tensor de pseudo-esfuerzos. También, se realiza un analisis de
error a priori, experimentos numéricos para confirmar tasas tedricas de convergencia

y se ilustra la flexibilidad del método para varios parametros del modelo.

En este orden de ideas, en la presente tesis se pretende realizar el andlisis continuo
de una formulacion débil para el acoplamiento de las ecuaciones de Brinkman con
una ecuacion de reaccion-adveccién-difusion no lineal, siguiendo un enfoque similar
al empleado en [6] y [12]. Sin embargo, de manera preliminar se definen conceptos
enfocados en orientar a estudiantes de Pedagogia en Matematica para nivelar su
conocimiento respecto a las herramientas matematicas que se necesitan para analizar
un problema de valor en la frontera, cuando este es escrito en términos de una
formulacién variacional. Esto les permitira formar una base para realizar un trabajo
tal como el realizado en el capitulo [3] El realizar esta recopilacién de teoremas y
definiciones serd 1til como recurso de consulta bibliografica, destacando que posee
secciones que no suelen encontrarse en un mismo texto o libro, por lo que, de manera
resumida, tiene lo necesario para realizar el analisis continuo de un problema escrito
como una formulacion variacional. Ademas, el tener el capitulo [2 de teoria facilita la

comprensién del capitulo [3] donde se aplican los conceptos teoricos.

El trabajo estd estructurado como sigue. Comenzamos en la Seccién [2.1] establecien-
do definiciones y propiedades de espacios vectoriales. Siguiendo la misma linea, se
definen formalmente espacios con producto interno en [2.2] espacios normados en la

Seccién [2.3] espacios de funciones continuas en [2.4] espacios de funciones diferencia-
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bles en la Seccién [2.5] espacios de Lebesgue en 2.6] y espacios de Sobolev en [2.7] Se
finaliza el capitulo [2] con la seccién introduciendo el teorema de Lax-Milgram.

En el capitulo |3 abordamos el modelo fisico de interés. Comenzamos con la seccién
estableciendo algunas notaciones y definiciones preliminares de las condiciones
de frontera, hipotesis sobre los datos y espacios a trabajar en el problema modelo,
para luego introducir en la Secciéon las ecuaciones gobernantes y la respectiva
forma débil del problema. El anélisis de solubilidad se lleva a cabo en la Seccién (3.3
Finalmente, en el capitulo {4 se realiza la conclusion de la tesis y se describen algunos

trabajos a futuros que pueden extender lo realizado.




Capitulo 2

Preliminares Matematicos

En este capitulo abordaremos herramientas matematicas necesarias para formular
y analizar un problema de valor en la frontera, en especial, cuando este es escrito en
términos de una formulacién variacional. Entre las secciones y se definen e
introducen espacios fundamentales ricos en propiedades que permiten emplear teorias
aplicables en una gran variedad de contextos, los cuales se conocen como espacios de
Hilbert y de Banach. Se cierra el capitulo con la seccién estableciendo teoremas
que permiten asegurar existencia, unicidad y dependencia continua de los datos de
una eventual soluciéon a un problema variacional tipo eliptico.
La mayor parte del contenido presente en este capitulo, se encuentra detallado de

manera mas completa en el libro [14].

2.1. Espacios vectoriales

Un espacio vectorial es una estructura algebraica que se genera a partir de un
conjunto no vacio y dos operaciones, una interna y una externa, ademas de satisfacer
ciertas propiedades. Este concepto proviene del estudio de la geometria afin, sin

embargo tiene aplicaciones en diversas ramas de la matematica y las ciencias. En



2.1. Espacios vectoriales

particular nos interesan pues proporcionan una base para el estudio de espacios
necesarios en la resolucion de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales.
A continuacion se define formalmente el concepto de espacio vectorial, subespacio

vectorial y las respectivas propiedades de cada uno.

Definicién 2.1.1. Sea V conjunto no vacio. V es un espacio vectorial real si

sobre éste se definen las siquientes dos operaciones de: suma

+:VxV — V

(w,v) — u+v,
y multiplicacion por escalar

o RxV — V

(yu) — «-u.

Ademds, para todo u,v,w € V y «, 8 € R, se satisfacen

(i) 310y € V:u+ 0y =u,

(it) A(—v) eV /u+ (—u) =0y,
(1) u+v =v+u,

(w) u+ (v+w)=(u+v)+w,
(v) 1-u=nu,

(vi) a(Bu) = (af)u = flom)

Observacién 2.1.1. (i) En particular, un espacio vectorial se caracteriza por la

propiedad de linealidad, a saber,

Va,8 € R yVv,w €V se cumple que av + fw € V.

(11) En la definicion anterior se hace énfasis en que el espacio vectorial es real dado
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2.2. Espacios con producto interno

que la operacion de multiplicacion por escalar esta alli definida para escalares
reales. Sin embargo, esta operacion puede considerarse sobre cualquier cuerpo

o campo, como los complejos.

Definicién 2.1.2. Un subespacio X de un espacio vectorial V es aquel en el cual

Va,8 € R yu,v € X se cumple

(Z) 0\/€X,
(i) au+ pv € X.

2.2. Espacios con producto interno

En la presente seccion se define lo que se conoce como producto interno, sus
propiedades y los espacios dotados con éste. Preliminarmente, podemos definir un
producto interno como una aplicacién en un espacio vectorial, donde toma dos ele-
mentos en el espacio y retorna un elemento real. Ahora bien, de manera formal

tenemos la siguiente definicién.
Definicién 2.2.1. Un producto interno en un espacio vectorial real V es una funcion

() :VxV — R

(w,v) — (u,v)y

que para todo u,v,w € V y a, € R satisface
(i) (w,u)y >0y (u,u)y =0 < u=0,
(i1) (u,v)y = (v,u)y,

(iii) (v, v+ fw)y = a(u,v)y + S(u, w)y.




2.3. Espacios normados

Definicién 2.2.2. Si existe una funcion (-, -)y en un espacio vectorial V' que satisface
las propiedades presentes en la definicion |2.2.1, se dice que V es un espacto con

producto interno o pre-hilbertiano.

Observacion 2.2.1. Cuando no hay confusion con la notacion, se denota el producto

interno (-,-)y en el espacio V' simplemente como (-, ).

2.3. Espacios normados

En esta seccion revisaremos lo que se conoce como espacio normado, comenzando
por definir qué es una norma y sus propiedades en un espacio vectorial. Este espacio
es de utilidad en la rama de analisis funcional debido a sus diversas aplicaciones y son
esenciales en la formulacion de problemas variacionales. A continuacién se establece

una definicién formal.

Definicién 2.3.1. Una norma en un espacio vectorial V' es un aplicacion

|-lv:V — R

v o— vy,

que asigna a cada elemento del espacio V' un nimero real y satisface para todo o € R

y para todo u,v € V,

(i) llully =0y [luly =0 <= u=0,
(i) ||eally = |afl[allv,

(iii) [[u+ v|v < |lully + ||v]v (Desigualdad triangular).

Definicién 2.3.2. Si existe una funcion || - ||y en un espacio vectorial V' que satis-
face las propiedades presentes en la definicion |2.5.1], se dice que V es un espacio

normado.




2.3. Espacios normados

Observacion 2.3.1. (i) Una norma en un espacio vectorial permite establecer la

nocion de distancia y constituye una generalizacion del concepto de longitud.

(1i) Cuando no hay confusion con la notacion, se denota la norma || - ||y en el

espacio V' simplemente como || - ||.

(11i) Todo producto interno induce una norma. En otras palabras, todo espacio con
producto interno es normado. La norma inducida por un producto interno se

define como

- llv = (.02 (2.1)

(iv) El reciproco de lo senalado en el item anterior no es cierto. Efectivamente,

existen normas que no provienen de ningun producto interno (ver observacidon

mdas adelante).

En relacién a los incisos (7ii) y (iv) de la observacién anterior, enunciamos a
continuacion una propiedad que es valida sobre cualquier espacio normado y que
ayuda a responder la pregunta si una norma es o no inducida por algin producto

interno.

Teorema 2.3.1 (Ley del paralelogramo). En todo espacio vectorial normado V' se
cumple

o+ v + o = v[* = 2([ul|* + [Iv][*)  Vu,veV,

donde || - || es la norma inducida por el producto interno (-,-) en V.

El siguiente resultado es clave, aparece en algebra lineal, andlisis y es bastante
usado en matematicas. Como veremos mas adelante, es particularmente empleado
en las estimaciones requeridas para establecer propiedades importantes en problemas

variacionales.




2.3. Espacios normados

Teorema 2.3.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). En todo espacio pre-hilbertiano
V' se cumple que

(V)| < ull-|Iv]] YuveV,
donde || - || es la norma inducida por el producto interno (-,-) en V.

Demostracion. Consideremos la combinacién lineal de vectores (u — av) con « real
arbitrario. Gracias a las propiedades de producto interno (ver definicién [2.2.1]) y por

la definicién de norma inducida (ver observacién (2.1))), se tiene que

0 < (u—av,u—av),
= (w,u) —2a(u,v) + a?(v,v),

= [ull* = 2a(u,v) + o*||v]?,

Como « es arbitrario, en particular tomando a = (u,v)/||v||?, se consigue que

2 (u’V)Z (u,v)2
0 < =2 e e

y, tras multiplicar a ambos lados por ||v||?, se consigue que
0 < JulP[v]® = 2(w,v)* + (u,v)* = [[ul*[[v[]* - (u,v)%

El resultado deseado se deduce al sumar a a ambos lados de la desigualdad anterior

el término (u,v)? y tomar raiz cuadrada a ambos lados. O

2.3.1. Sucesiones en espacios normados

Un concepto bésico que aparece en muchas discusiones sobre espacios normados

es el de convergencia de sucesiones. Establecemos a continuacion su definicion.

Definicién 2.3.3. Una sucesion {x,}neny € V' de un espacio normado V' se dice

10



2.3. Espacios normados

convergente a v € V si para n suficientemente grande la sucesion de niumeros

reales {||zn — || }nen = {||x1 — ||, |22 — 2|, ||z — || - - - } converge a 0.

Usando la definiciéon de convergencia de sucesiones de niimeros reales, podemos
deducir naturalmente la definicién formal de convergencia de sucesiones en espacios

normados. En efecto, de acuerdo a la definiciéon anterior, se tiene

T, =% r &= Ve>0,3N:=N()eNn>N,

|zn — || — 0| < g,

< Ve>0,IN:=N()eNn>N,|z,—z| <e.

Observacion 2.3.2. Alternativamente, suele escribirse

n—ro0 ’
T, — r < lim z, =z,

n—oo
y por la definicion anterior, es evidente que

’ n—oo
lmzx, =2 < =z, —x —— 0y.

n—oo

Existe un tipo especial de sucesiones para las cuales la distancia entre cualquier
par de términos (a partir de un cierto término dado) es lo suficientemente pequena.

A propdsito se introduce la siguiente definicién.

Definicién 2.3.4. Sea {z,} CV una sucesion en un espacio normado. Se dice que

{z,} es sucesion de Cauchy si cumple que
Ve > 0,3dN := N(¢) e N/m,n > N, ||z,, — x| < .

Observacion 2.3.3. En el espacio vectorial de los niumeros reales donde el valor
absoluto es definido como norma natural alli, se cumple que toda sucesion de Cauchy

es convergente y viceversa. Sin embargo, en un espacio vectorial normado general, si

11



2.4. Espacios de funciones continuas

bien toda sucesion convergente es de Cauchy (lo cual es fdcil de demostrar), no toda

sucesion de Cauchy es convergente.

La observacion anterior, da pié a la siguiente definicién que engloba a todos aque-
llos espacios vectoriales normados en donde los conceptos de sucesion convergente y

de Cauchy son equivalentes.

Definicién 2.3.5. Un espacio completo es aquel espacio normado en el cual toda

sucesion de Cauchy es convergente.

La relevancia de estos espacios radica en que generalmente es mas sencillo probar
que una sucesion es de Cauchy para demostrar su convergencia, puesto que no es
necesario conocer el valor exacto al que converge. En un espacio completo, si se logra

probar que una sucesion es de Cauchy, como consecuencia esa sucesiéon converge.

Observacion 2.3.4. A los espacios completos también se les conoce como Espacios
de Banach. Si, ademds, la norma es inducida por un producto interno, entonces

se le llama espacio de Hilbert.

2.4. Espacios de funciones continuas

En esta seccion recordaremos la definicién formal de funcién continua, de conti-
nuidad uniforme y de Lipschitz continuidad . Comenzamos con el primero de estos

conceptos en el espacio R.

Definicién 2.4.1. Sea I un intervalo. Decimos que f es continua en xq € 1 si para

cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal que ‘f(x) — f(f['())‘ < & siempre que ‘:v — $0| < 9.

Observacion 2.4.1. Se dice que f es continua en I C R si lo es para todo xq € 1.
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2.4. Espacios de funciones continuas

Observacion 2.4.2. En general, § := (g, x9). Cuando § no depende de xy, se dice

que la continuidad es uniforme. Ademds, continuidad uniforme implica continui-

dad.

Definicién 2.4.2. Sea f : Q C R — R una funcién definida sobre un conjunto

de RY. Diremos que f es continua en xo € ), si se cumple que
Ve>0,36 >0 tal que ||z — x| <6 = |f(x) — f(wo)| < €.

Observacion 2.4.3. Como en el caso real, el valor de 6 puede depender de € y xg.

Si 0 no depende de xq, se dice que f es continua uniformemente sobre ().

En el estudio de ecuaciones diferenciales, existe una condiciéon fundamental que
permite precisar existencia y unicidad de soluciones a problemas de valor inicial.

Esta condicién se conoce como Lipschitz continuidad y se define a continuacion.

Definicién 2.4.3. Una funcion f : Q C R? — R es Lipschitz-continua si para

alguna constante Lyp > 0 ocurre que

‘f(a:) - f(y)} < Lypllz =yl

Observacion 2.4.4. Toda funcion Lipschitz-continua es uniformemente continua y
por tanto continua. En efecto,

€ .
Dado € > 0 basta tomar 6 == —— pues de esta manera si ||v — zo|| < 0 entonces se

LIP
cumple por la Lipshitz-continuidad de f que

€
| f(x) = f(wo)| < Luellz — zol| = Lup 6 = Lyre - T =¢
LIP

y asi f es (uniformemente) continua.
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2.4. Espacios de funciones continuas

Denotaremos los siguientes espacios de funciones continuas, respecto a los cuales

haremos referencia mas adelante.

En R,
C(a,b) = {f : (a,b) — R : fes continua en (a,b)},
Cla,b] = {f : [a,b] — R : f es continua en [a,b]}.
Si Q es un conjunto de R? y T' es la frontera de € es decir, I' := 052, entonces

Q) = QUT. De este modo, denotamos

cQ) = {f:QQRd—HR/feS continua enQ},

ciQ) = {f:QQRd—HR/feS continua enQ}.

A continuacién establecemos un resultado importante.

Teorema 2.4.1. Sea Q CR?, f: Q CR? = R una funcién continua. Entonces,
(i) f es acotada en Q, es decir, f alcanza su supremo e infimo en (2,
(ii) f es uniformemente continua en <.

Observacién 2.4.5. En el espacio C(Q), no es dificil comprobar que la aplicacion

|- oo : C(Q) — R, definida por

lulloc.e = llullo@) = sup Ju(z)|, (2.2)

e

es una norma. Sin embargo, como veremos a continuacion, esta norma no proviene

de ningun producto interno. Efectivamente, en R, sea Q = (0,2). Consideramos el

conjunto de funciones continuas sobre §) denotado por C(§2) y equipado con la norma

14



2.5. Espacios de funciones diferenciables

[2.2)). Luego, sean u(z) = 2* y v(x) = x, entonces, tenemos que
[ullsco =supla?| =4, y |[lv]lw =suplz|=2,
€N €N
por lo que se cumple que

lulls + Ivll5 = 4+2=6.

Por otro lado,

[u+vllao = sup|u(z)+v(z)| =sup|2® + x| =6,
x€f) z€Q)

[t — vl = sup|u(z) —v(z)| =sup|2® — 2| =2,
x€l) €

por lo tanto

lu+v%0+ llu—vl3o=6+2=8

Ast, la ley del paralelogramo (ver Teorema no se cumple por lo que la norma
dada en (2.2) no proviene de ningin producto interno.

Observacion 2.4.6. En el espacio C(2) de funciones continuas sobre un dominio

Q se puede definir el producto interno (el cual a su vez define una norma) como

(1, v) = /Q w(@)o(x).

2.5. Espacios de funciones diferenciables

A continuacién, introduciremos los espacios C™(€2) y C*(2) de funciones conti-
nuamente diferenciables. Estos espacios tienen la propiedad de que todas las funcio-

nes que lo constituyen y sus derivadas, hasta cierto orden son continuas.
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2.5. Espacios de funciones diferenciables

Si Q:= (a,b) C R, entonces
C™(a,b) = {f - (a,b) = R/f® es continua en todo (a,b) Yk = 0, ...,m},

C*(a,b) = {f - (a,0) = R/f® es continua en todo (a,b) Yk € N}. (2.3)

Ahora bien,si 2 C R? entonces

cm(Q) = {f :Q CR? — R/f y todas sus derivadas parciales

hasta el orden m son continuas en Q},

olel f

= {f QcrRI R/ 0L _
{riacri P

eCQ)Vjaol=a1+a+...+a3<m

con a = (ay, @9, ...,aq) € NU O}.

v O®(Q) = {f QO CRY SR/ F € QO Va = (an, s, ..., g € Nduo)}.

||
Donde 8"‘]” = %
1 e d

multi-indices.

corresponde a la notacién de derivada parcial usando

Observacién 2.5.1. En C'([a,b]) se tiene el producto interno

b
(u, V)1 (a,b)) :/ [uv + u'v'].

A continuacién se define formalmente el soporte de una funcién.

Definicién 2.5.1. Sea una funcién f : Q C R — R, el soporte de f se denota y

define como

sop(f) = {w € Q/f(x) #0}.
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2.6. Espacios de Lebesgue

Observacion 2.5.2. (i) Se cumple por definicion que sop(f) es cerrado. Si ademds

sop(f) es acotado, se dice que f tiene soporte compacto.

(11) Si f tiene soporte compacto completamente contenido en Q, entonces es inme-

diato ver que f|89 = 0.

A continuacién, considerando el conjunto de funciones infinitamente diferencia-
bles definido en (2.3 y (2.4), extendemos la definicién para aquellos cuyo soporte es

acotado.

Definicién 2.5.2. Sea Q un dominio de RY. Se denota por C°(Q) y se le llama
espacio de funciones test o de prueba al conjunto de funciones infinitamente

diferenciables y con soporte compacto en Q0 (ver (2.3) y (2.4)). Es decir,

Ce(Q) ={f e C>®(Q) :bsop(f) CQ es compacto}.

2.6. Espacios de Lebesgue

En esta seccién se abordaran algunos conceptos elementales de espacios de Lebes-
gue. Particularmente, revisaremos algunas ideas de medida de Lebesgue, funciones
medibles y funciones Lebesgue integrables. Se concluye definiendo formalmente los

espacios de Lebesgue y desigualdades ttiles cuando se trabajan sobre estos.

2.6.1. Breve discusion de medida de Lebesgue

Consideremos una coleccién .# de subconjuntos medibles de Q@ C R?, tales que:

(i) Qe .,
(ii) M € ., entonces M© € .,

(iii) O es abierto, entonces O € .,
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2.6. Espacios de Lebesgue

(iv) Sea {Mj, My, ...} familia numerable disjunta de elementos en .#, entonces M; U

M U ... debe pertenecer a . .

Es importante identificar cuales son los conjuntos medibles pues sobre estos se define

la integral de Lebesgue, por ello precisamos la definicién de medida de Lebesgue.

Definicién 2.6.1. La medida de Lebesgue es una funcion
p:QCR—RYUO,

que cumple

(i) (@) =0,
(11) St C={(ay,b1) X (ag,bg) X ... X (ag, by) donde a;,b; € R, a; < b;,¥Vi=1,...,d} es
una d-celda en R, entonces u(C) = vol(C),

(113) {My, My, ...} es una coleccion disjunta de conjuntos medibles, entonces

(iv) p(M) = inf{p(0): M C O, O es abierto},
(v) (M) =sup{u(C): C C M, C es cerrado}.

Observacion 2.6.1. La medida de Lebesque extiende naturalmente el concepto de
longitud, drea y volimen con la propiedad adicional de que su definicion por (iv) y

(v) permite medir conjuntos mas generales. En efecto, para d =1 y d = 2 se tiene

(i) En R, la medida de un intervalo es la longitud de este, es decir pu(ay,by) =
bl —ai.

(it) En R?, la medida o volumen de una 2-celda es el drea. Esto es p((a1,br) x
2

(a2,02)) = [ J(b: - @)

i=1
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2.6. Espacios de Lebesgue

Observacion 2.6.2. Se dice que una propiedad se cumple en casi todas partes (ctp)

st los subconjuntos sobre los cuales la propiedad no se satisface tienen medida nula.

2.6.2. Funciones medibles

Definicién 2.6.2. Una funcion f : Q C R? — R definida sobre un conjunto medible
Q es medible si la imagen inversa f~Y(M) de cualquier conjunto medible M en R es

medible.

Ejemplos (i) La imagen inversa de cualquier conjunto abierto por medio de una

funcién continua, es abierta. Por lo tanto toda funcion continua es medible.
(ii) Funciones discontinuas en un nimero finito de puntos son medibles.

(iii) El valor absoluto, la parte positiva y la parte negativa de una funcién f

medible, tambien son medibles.

2.6.3. Funciones Lebesgue integrables

Sea © C R? medible. Se dice que la funcién f es integrable en el sentido de

/Qlf|<00-

El concepto de integral de Lebesgue puede definirse siguiendo:

Lebesgue si

(i) Integral de una funcién simple s en €2
/ S = &1/L<M1 N Q) + CLQ,M(MQ N Q) + ...+ &NH(MN N Q),
Q

donde M} son conjuntos medibles y disjuntos.
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2.6. Espacios de Lebesgue

(ii) Integral de funciones escalonadas no negativas

Chi en M;
u(zr) =

C, en M,
Q i

(iii) Integral de una funcién no negativa

Sea f(x) > 0 en c.t.p de €2, f medible sobre €2 medible si

frae = i [ fohor

donde {sk} sucesion de funciones simples que convergen a f.

(iv) Integral de una funcién mas general

Li=[r=[r,

donde f*y f~ son la parte positiva y la parte negativa de f, respectivamente.

Observacion 2.6.3. FEuxisten funciones que son Lebesgue integrables, pero no inte-
grables en el sentido de Riemann. A continuacion se presenta un ejemplo de esta

sttuacion.

Ejemplo Consideremos la funcion de Dirichlet

sobre el intervalo [0,1] donde Q e I, denotan los conjuntos de nimeros racio-
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2.6. Espacios de Lebesgue

nales e irracionales, respectivamente. Esta funcion no es Riemann integrable.

En efecto, recordar que

b
[ fade = tim s (5.7).

donde s,(f,P) es una sucesion de sumas de Riemann de f asociadas a una
particion P = {0 = xg, 21,29, ,x, = 1} del intervalo [0,1] de tamano

Azx. En particular, s,(f,P) = Zf(ci)Ax, donde ¢; € [x;_1,x;] es arbitrario.
i=1
1
Considerando ¢; € Q y una particion uniforme de [0, 1], para la cual Az = —,
n
se cumple que

n

sn(f,P) = Zf(c,)Ax = z”: 1Az = Zn:% = 1.
i=1 i=1

i=1
Ahora, tomando ¢; € 1,

sn(f,0) ) F(C)Az =) 0Az =0
i=1 i=1
Por lo anterior, lim s,(f,P) no existe, y en consecuencia f(x) no es integrable
n—oo
en el sentido de Riemann. Por otro lado, la integral de Lebesque de f existe

gracias a que el conjunto Q es numerable y tiene medida nula, por lo que

en el sentido de Lebesgue.

Toda funciéon que sea Riemann integrable, es integrable en el sentido de Lebesgue.
Mas aun, la integral de Lebesgue cumple las propiedades que se resumen en el resul-

tado siguiente.
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2.6. Espacios de Lebesgue

Teorema 2.6.1. Sean u,v funciones Lebesque integrables sobre Q) C R?

(i) /Qau—i-ﬂv:a/Qu—I—ﬁ/Qv, Va,B € R,

(11) u(z) < wv(x) ctp en Q, entonces / u< [ v,
Q Q

(111) m < u(zx) < M, entonces mu(€2) < / u< Mu(Q),
Q

/Qu)g/9|u|.

Teorema 2.6.2 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue). Sea {uy}ren

(iv) |u| es integrable. Adn mds,

sucesion de funciones medibles y up < v, Yk € N, donde v es Lebesque integrable.

Siu = lim uy, entonces | uw= lim [ wuy

2.6.4. Espacios de Lebesgue

Consideramos p > 1 real, Q C R? abierto y acotado. El espacio de Lebesgue

denotado LP(Q) estd dado por
LP(Q):{u:QQRdHR//|u|p<oo}.
Q

Este es un espacio vectorial dotado de la norma

1/p
[ull o) = llullopo = {/Q W’} :

Para el caso en el cual p = 2, se le conoce como conjunto de funciones cuadrado

integrables y se define

L2(Q):{u:Q§Rd—>R//Qu2<oo}.
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2.6. Espacios de Lebesgue

La respectiva norma del espacio es

||U||L2(Q) = ||U

0,0 = {/ﬂuQ}m. (2.4)

(-, o - L2() x L*(Q) — R,

(1, v) = /Q w,

define un producto interno en L?(Q). Se observa que este producto interno induce la

norma ([2.4). En efecto,

1/2 1/2
T R
Q Q

En el caso de p = oo, se tiene el espacio de funciones esencialmente acotadas

La funcién

Definida por

i

L>*(Q) = {u :Ju(z)| < K ctp sobre Q},
cuya norma se define como
lull L) = ||t]|os,0 = esssup |u(z)| = inf {k s u(z)| < k ctp Q} .

Ejemplos. Algunas funciones en espacios LP son los siguientes.

(i) Toda funcién continua y acotada sobre 2 pertenece a LP(Q2), Vp > 1
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2.6. Espacios de Lebesgue

(ii) Consideremos la funcién de Heaviside H(z) en R, definida como

Claramente H(z) € LP(a,b) para cualquier p < 1y a < 0 < b. En efecto,

RCEY (),

[
0
b
- [
0

= 1u(0,0),

= b< oo

(iii) Si consideramos u(z) = 713 en = (0, 1), entonces se tiene que

1
1 1 =£+1
_ x 3
/ up:/ €T p/3: e
0 0 3 +1

0 3

siempre que

%p+1>0:>p<3,

En consecuencia, u € LP(Q) para 1 < p < 3.

2.6.5. Algunas desigualdades importantes

En la presente subseccién se enuncian y demuestran dos teoremas fundamenta-

les en el estudio de los espacios LP: la desigualdad de Holder y la desigualdad de
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2.6. Espacios de Lebesgue

Minkowski. En especifico, esta tltima establece que los espacios LP son espacios vec-
toriales normados. La desigualdad de Holder permite demostrar la desigualdad de

Minkowski, por tanto es natural comenzar demostrandola tal como a continuacion.

Teorema 2.6.3 (Desigualdad de Holder). Sean u € LP(Q2), v € L9(S2), donde p y q

son conjugados de Holder, es decir,

Entonces; uwv € L*(Q), ademds

o < ([ ([ one
(u,v

[

IN

) )O,Q 0,p,Q ° ||U||o,q,Q

Demostracion. Demostraremos primeramente lo que se conoce como desigualdad de

Young, la cual establece que si a,b € RT, entonces

p q
<Y (2.5)
P oq

para p y ¢ cualesquiera. Para este proposito, hacemos uso del grafico adjunto en el
cual se representan las funciones z = y?~! e y = 27! y las regiones A y B acotadas

por estas curvas y los ejes coordenados.

X=
y=X

A 4
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2.6. Espacios de Lebesgue

Por lo anterior, es claro que

ab < drea(A)+ area(B),

a b
= /35”‘1+/ v
0 0

2P q

i
po qo
al b alP bl
p q p q

Definimos entonces de manera conveniente

po @), )

()

luego, usando ([2.5)) y operando se consigue que

< I I o
7 e A A
AR WA A
Q Q

por lo que

1
uv < —uP / |ul|?
p Q

1

[ [ 1ol

1 -1
q

/ u|pH / ]

1
+ -0
q
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Integrando a ambos lados se tiene

s 3] ]
(el ]

/ |u|p] {f |v|q] " s

Observacién 2.6.4. De manera generalizada, sea Q C R? abierto y acotado, u €

LP(Q),v e L) y % + % = 1. Entonces, u,v € L"(Q). Ademds

A

IN

Y por tanto, / uv <
Q

([ tuel") < lulopalivllog- (26)

Teorema 2.6.4 (Desigualdad de Minkowsky). Sean u,v€ L (Q). Entonces,

lu+vllope < llullope + [vllope;

[/Q]u—l—v]p < [/Q|u|p /Q!v|p] v

Observacion 2.6.5. La desigualdad anterior esencialmente muestra que || - |jop0

1/p 1/p

+

satisface la desiqualdad triangular en los espacios LP, por lo que efectivamente es

una norma.
Teorema 2.6.5. Sea Q) abierto acotado de RY;

(1) LP(QY) C L"(Q2), p > r. Ademds la inclusion

i LPQ) — L'(Q)

u = i(u) =u,
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2.6. Espacios de Lebesgue

es lineal y acotada.
(i) uw € LP(QY) entonces

/]u|<oo A /u<oo,u€L1(Q).
Q Q

(iii) Sean u,v € L*(Q) entonces

/uv < oo parauv € L'(Q).
Q

Demostracion. Es claro que (ii) es un caso particular de (i) con p > 1 generico y
r = 1. Por su parte, (iii) se obtiene al aplicar la desigualdad de Hélder con p = ¢ = 2,
por tanto solo se demostrara la parte (i). Sea ¢ el conjugado de Holder de p, es decir,

% + % = 1. Se sigue entonces por (2.6)), que para cualquier u € LP(Q) y v € L(Q)

1/q
[/Qluvlr < ulllopellvlloqe = ||U||o,p,Q[/Q|v|q] ;

en particular para v =1 € L(Q),

[Lmr

por lo que finalmente se obtiene que ||ulopa0 < 1(€2)

1/r

1/r
<

1/q
1_1
[}] Nullopa = w1 Hlullopes

1_
T

1
?[[ullop.0- O

Observacién 2.6.6. (i) Gracias a la desigualdad de Minkowsky

1/p 1/p
/w+wp < /ww /ww ,
[9] 9] Q

1/p
_|_
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2.7. Espacios de Sobolev

Se sabe que || - |opa es norma, pero ademds, si o, 3 € R
1/p 1/p 1/p
[lauvsop| < | [laur| 4| [1op|
Q Q Q
1/p 1/p
— fal| [1ap| +131] [ w] .
Q Q

De acd se sigue que au + Pv € LP(QY). Esto justifica el cardcter de espacio
vectorial de LP(Q).
(ii) Por las propiedades del infimo, se prueba que L*(£2) es un espacio vectorial.
(111) LP(Y) es un espacio de Banach con respecto a la norma ||-||o p.o parap € [1,00].

En el caso p = 2, dado que

1/2
- lloo = G ol

se tiene que el espacio L*(Q) es de Hilbert.

(iv) Notar que siu,v € L*(Q2), entonces al aplicar Holder se deduce que uv € L*(2),

(, 0)0.0] = / o] < Jullog - o]0
Q

Lo anterior indica que la desigualdad de Cauchy-Schwarz es un caso particular

de la desigualdad de Holder en L?(Q).

2.7. Espacios de Sobolev

Los espacios de Sobolev son espacios de funciones dotados de una norma que es
combinacién de normas tipo LP(2) de las funciones y sus derivadas (distribucionales)
hasta cierto orden. A continuacién, se definird una clase particular de estos espacios y

se revisaran algunas de sus propiedades, ya que estos cumplen un papel fundamental
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2.7. Espacios de Sobolev

en la formulacion y solubilidad de un problema variacional o débil en términos del

cual se escribe una ecuacién diferencial.

Definicién 2.7.1. Sea Q C R? un dominio y m > 0, se define el espacio de
Sobolev H™(Q2) de orden m como el conjunto de funciones cuadrado integrables

cuyas deriwadas distribucionales hasta el orden m son cuadrado-integrables, es decir
H™(Q) = {v L QC R — R/D" € LX(Q),Y]a| < m}
Este espacio esta dotado del producto interno

(u, V) pm(Q) = Z /Q(Dau)(Do‘v),

la|<m
el cual induce la norma
1/2
I @) = () ey
Observacion 2.7.1. Notar que

(i) Sim =0, entonces H*(Q) = L*(Q).
(ii) (u,v)pm@) = Z (D%, D*v).

laj<m

(i)l = | 3 /Q (D)D" v

laj=m

(iv) Para m >0 yp > 1, se define el espacio de Sobolev mds general
W () = {v . Q C R — R/D% € L(Q),V|a| < m}. (2.7)

2.7.1. Espacio H" y propiedades

Algunas de las propiedades béasicas que cumple el espacio de Sobolev H™(€) se

resumen en el siguiente resultado.
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2.7. Espacios de Sobolev

Teorema 2.7.1. Sea H™(Q2) el espacio de Sobolev definido en (2.7), Q un dominio

acotado de R? con frontera Lipschitz. Entonces

(i) H'(Q) C H™(Q), r>m.

(ii) H™(Q) es un espacio de Hilbert con respecto a la norma || - || gm ).

—lI-llzm @)

(iii) H™(S) = C=(%)

Demostracion. Para demostrar la propiedad (ii), se debe probar que H™(£)) es com-
pleto con respecto a la norma || - |0 inducida por el producto interno (-, -)gm(q)-

Consideremos una sucesién de Cauchy {v,} en H™(2), entonces, se cumple que

il
lve —willZe = D IID%% — D*ulllf g —

laf<m

0,

y, en consecuencia,

IDv, — D02 2=2% 0, o] < m.

De acé se sigue que para cada |a| < m la sucesién {D“v;,} es de Cauchy en L?(2)

(el cual es de Hilbert), por lo que existe v(® € L?(Q) tal que

k—o0

Dy =25 9™ ¥ |a| < m,

en particular, para o = 0, v, — v(© = 0.
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2.7. Espacios de Sobolev

Falta ver que D% = v(®,¥|a| < m. En efecto,

/u% . /( lm D%k)¢:< lim D%k,qﬁ) ,

lim (D%, ¢) = lim (=1)1 (v, D*¢)g g,
k—s 00 k—>o00
= (=1l Jim 0, D) = (=1))(v, D)o,
k—s o0 0,92
v* = D%.

]

En este punto vale la pena recordar que si Y es un espacio normado y X es un
subconjunto de Y tal que Y = YH'”Y, entonces podemos afirmar que X es denso en
Y y/o que Y es la completacién de X respecto a la norma || - ||y. En particular, esto

significa que:
(i) Para todo y € Y y para todo £ > 0, existe z. € X tal que ||y — x|y <e.

(ii) Para cualquier y € Y, existe una sucesién {x,} de elementos en X tal que

n—aoo . n—aoo
r, — y o bien ||z, —y|y —— 0.

De acuerdo a esto, conviene hacer algunas observaciones que se desprenden del

teorema anterior.

Observacion 2.7.2. (i) De acuerdo a la propiedad (iii) del Teorema cual-
quier funcion u € H™(Q2) puede aproximarse por una funcion infinitamente

diferenciable en §2, es decir

Ve >0, 3f. € C°(Q) tal que ||u— fe|lgm@) <e.

(ii) Como corolario de la propiedad (iii) del Teorema podemos decir que

L2(Q) es la completacion de C®(Q) respecto a la norma | - ||o.q-
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2.7. Espacios de Sobolev

Otra propiedad importante es establecida a continuacion.

Teorema 2.7.2 (Inclusiones de Sobolev). Sea Q un dominio acotado de R? con
d —
frontera Lipschitz. Si m — k > 2 entonces H™(Q2) C C*(Q) y dicha inclusién es

continua.

Observacion 2.7.3. De acuerdo al teorema anterior, cuando d = 1, es decir, 2 C R
y k = 0 entonces H™(Q)) C C(Q),Vm > 1. En el caso d = 2, al menos se debe cumplir

m =2 para que H™(Q2) C C(Q).
A continuacion se entrega una definicion alternativa para el espacio de Sobolev.

-l zm ()

Teorema 2.7.3. Para Q0 C RY un dominio acotado, H™(2) = C™(<2) ,
donde
C™(Q) == {u € C™(Q)/||ul|gm@) < oo}

En se introdujo el espacio de Sobolev més general W™P(Q)), respecto al cual

se tiene el siguiente resultado.
Teorema 2.7.4. Sea Q C R% un dominio con frontera tipo Lipschitz. Entonces,

(i) W™P(Q) es un espacio de Banach respecto a la norma

- llmpc = - llwmee)-

-llm.p.0

(ii) WmP(Q) = Cm(Q) donde

C™(Q) = {ue C™(Q)/ [[ullmpa < o}

(iii) Wmp(Q) = Ce () ™

(iv) Para m, k y p enteros no negativos, tales que 1 < p < oo, se tiene que Si
d
m — k > —, entonces
p

WP (Q) — CF(Q).
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2.7. Espacios de Sobolev

2.7.2. Operador traza

Dada v € C(£2), podemos considerar la restriccion de u a la frontera de 2, es

decir, u|, donde I' = 9f). En este sentido, podriamos entonces redefinir la restriccion

de u a la frontera a través del, asi llamado, operador traza como

7% :C0(Q) — C(I)

u vg(u):u|r.

Nos preguntamos, ;Tiene sentido extender esta idea a funciones en H™(Q2)? En pri-
mer lugar, llama la atencién que los espacios de Sobolev H™()) se definen sobre
dominios, es decir, conjuntos abiertos.Una alternativa para definir la traza de fun-

ciones en H™ es el hecho que

— ||H7n,Q

H™(Q) = C>(Q)

en virtud del Teorema|2.7.1] Asi, dada u € H™(Q), I{u,} € C>®(Q), tal que up, —> u

en H™(Q)) y podemos pensar en 7y(u) como

Yo(u) :’yo< lim uk> = lim 7o(ug),
k— o0 k— o0

pero esto es solo posible para m > 1. Al respecto se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.7.5 (Teorema de Trazas). Sea 2 C R un dominio acotado con frontera

Lipschitz. Entonces, existe un operador lineal

v : HY(Q) — L*(D)

u = ),

tal que ||vo(w)|lor < Cu|lull1.0-
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2.7. Espacios de Sobolev

Observacién 2.7.4. (i) Se cumple que siu € C1(Q) entonces Yo(u) = u| , en el
r
sentido convencional. En otras palabras, el operador traza extiende la idea de

restriccion a la frontera de funciones continuas en el sentido convencional.

(ii) Para w € HY(Q), suele escribirse la traza yo(u) como y(u) o, simplemente,

como U,|F.

Definicién 2.7.2 (Kernel e imagen del operador traza). Sea Q2 C R? un dominio
acotado con frontera Lipschitz T y sea el operador traza o : HY(Q) — L*(T)
introducido en el Teorema

(1) El kernel o nucleo del operador vy se denota y define como

ker(yo) = {v € H'(Q)/70(v) = 0}

(i) El conjunto imagen o rango del operador traza se conoce como espacto

de trazas y se denota como

HYX(I) = Im(vo) = {vo € L*(Q) / Jv € HY(Q), tal quey(v) = vo}.

Observacién 2.7.5. Notar que el rango de vy no es L*(T') pero ocurre que Im(~y,) =

HY2(T') es denso en L*(T).

Teorema 2.7.6. H'/?(T") es denso en L*(T') y es un espacio de Banach con respecto

a la norma

loollijzr = Wf{[[v]lie: ve HY(Q) /v = wo}.
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2.7. Espacios de Sobolev

2.7.3. Foérmulas de integracion por partes e identidades de

Green

Comenzamos recordando el Teorema de la divergencia de Gauss, el cual indica
que, para un campo vectorial G lo suficientemente regular, sobre un conjunto acotado

(), con frontera I' y vector unitario normal saliente n se cumple que

/div(G):/G-n .G = (G, Gy Ga).
Q T

Ahora bien, aplicandolo a G = (0,0, ...,uv,0, ...,0); donde la i-ésima componente de

G es wv, siendo u,v :  C R — R funciones escalares lo suficientemente suaves, se

O(uv)
/Q O, = /Fuv "Ny,
:>/<8uv+uc’)v> = /uvni
Q 8@ (‘9@ r ’

ou / v
v o= uon; — [ u .
Q Ox; r Q Ox;

Si hacemos u = %, donde w es un campo escalar lo suficientemente regular, entonces
K2

sigue que

se consigue que

N r 8ﬂfl ‘ Q 0361 (93:2

0x?
:>/va = /va—w—/Vw~Vv.
0 r on Q

La identidad anterior es la que se conoce como Formula de Green o de integracion por

Vi=1,..,d,

partes, véalida para funciones lo suficientemente suaves en el sentido convencional. A

continuacion, se establece y demuestra este resultado en espacios de Sobolev.
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2.7. Espacios de Sobolev

Teorema 2.7.7. Sean u,v en H'(Q), entonces

ou

Q Ox;

v—/uvn-—/uav
B r ' Q (%Cz"

———lIll,
Demostracion. Consideramos u,v € H'(Q) y recordamos que H'(Q) = C>(Q) 1 Q,
por lo que podemos garantizar que existen sucesiones uy, vy C C*°(Q) tales que
k— o0 k—ro0
lug —ullhg ——=0 y ||lvg —v|10 ——0.
Pero gracias a la formula de integracién por partes en C''(Q)
6uk (%k
= ;— 2.8
Q%ﬂk(AWWW L, (2.8)
observar que
ou y 8ukv B ou ; 8ukv
o 0z o Ox; " B o 0x; ox; "l
ou ouy, n ouy, ouy,
= v — v v — v
ou  Ouy ouy,
= — _|_ —
/Q(c?xz 8ZEZ )U (U Uk) 8[@ ’
< 3; - Z—Z’; [v]lo.0 + [lv = vkllog a%’: ;
0,2 0,9
< = wlhelvline + v = vkllielluelle,
k— o0

0-Jlvlle +0-[lull =0.
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2.7. Espacios de Sobolev

De manera analoga se prueba que

8vk / OV | k—oo
Uy, — [ u — 0,
q O o Oz
y, usando también desigualdad de traza, que
k—o0
/ukvkni —/uvni — 0.
r r

El resultado deseado se sigue al tomar limite en ([2.8§]).

2.7.4. Espacio de Sobolev Hj'

Los espacios H{'(€2) son un subespacio de H™(Q2). Estos se caracterizan por

poseer derivadas cuyas trazas son nulas en la frontera. Formalmente, se tiene el

siguiente resultado.

Teorema 2.7.8. Sea Q un dominio acotado de RY con frontera lo suficientemente

—lI"llm.2

suave I' y sea HJ* = C§°(§2) , entonces H"(2) € H™(Q) y si u € HMQ)

entonces se cumple que D*u = 0 sobre ' para |o < m — 1.

Observacidén 2.7.6. Siv € Hj(Q), D*v = 0 sobre T para |a| <1—1=0, o sea v=0
sobre T' = ~(v) = 0. Por lo tanto, H}(Q) = {v € HY(Q) /v (v) = 0} = ker (7).

Un resultado clave es el siguiente.

Teorema 2.7.9 (Desigualdad de Friedrich-Poincare). Q@ C R? dominio acotado.

dCrp > 0 tal que
lvllia < Crplvhia Yo € Hy(Q).
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2.8. El Teorema de Lax-Milgram

2.8. EIl Teorema de Lax-Milgram

El teorema de Lax-Milgram es un resultado muy poderoso usado, particular-
mente, para demostrar el buen planteamiento de un problema variacional del tipo
eliptico. En la presente seccién se estudiaran conceptos necesarios para comprender

este teorema y estableceremos dos versiones del mismo.

Definicién 2.8.1. Sea (H, (-, )) un espacio de Hilbert. Llamaremos funcional so-

bre H a la aplicacion que asocia a cada elemento de H un inico numero real

F:-H — R

r = Fx).

Observacion 2.8.1. Diremos que el funcional:

(1) Es lineal si cumple que

F(az + By) = aF(x) + BF(y) Vx,y € HAVa, € R.

(i) Es acotado, si existe C' > 0, tal que
|F(2)| < Clle]| Vo e H.

Donde || - || := (-,-)"? es la norma inducida por el respectivo producto interno.

Definicién 2.8.2. FEl espacio dual de H es el conjunto
H :={F:H —R/F es lineal y acotado},

dotado de la norma

|F ()]
| Fllg = sup :
ueH—{0} ||
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2.8. El Teorema de Lax-Milgram

Teorema 2.8.1 (Teorema de Representacién de Riesz). Sea H un espacio de Hilbert

con producto interno (-,-) y sea F € H'. Entonces, eziste un unico up € H tal que
F(z) = (up,x) YeeH y |[Fly = lupl.

Un tipo especial de operador que podemos encontrar frecuentemente en el estudio
de problemas con valor en la frontera envia un par de elementos en su respectivo
espacio, hacia un elemento dentro de los reales (o en ocasiones a los complejos). Este

operador se define a continuacion.

Definicién 2.8.3. Sea H un espacio normado, llamaremos forma a la aplicacion

a:HxH — R
(z,y) = a(z,y) R

Observaciéon 2.8.2. En cuanto a la definicion de forma, diremos que

(i) a(-,-) es bilineal siVr,y,z € H A Yo, 5 € R se cumple que

alax + By,z) = aa(z,2) + faly, 2),
a(z,ay + fz) = aa(z,y) + Ba(z, z).

(i1) a(-,-) es acotada si existe M > 0 tal que
a(z,y) < Mzl |lyll, Va,y e H.
(111) a(-,-) es simétrica, es decir,
a(x,y) =aly,x), Vz,y€ H.

() a(-,-) es positiva si a(z,y) > 0,Ve,y € H.
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2.8. El Teorema de Lax-Milgram

(v) a(-,-) es coerciva o H-eliptica si existe una constante o > 0 tal que

a(y,y) > allyl?, Vye H.
Enunciamos a continuacién, sin demostracién, un resultado clave para establecer
el buen planteamiento de un problema variacional del tipo eliptico.

Teorema 2.8.2 (Teorema de Lax-Milgram). Sea H un espacio con producto interno
ya(-,-): Hx H— R una forma bilineal acotada con constante M > 0 y coerciva

con constante o > 0. Entonces, para cada F € H', existe un tnico v € H tal que

a(u,v) = F(v), Vv € H. Ademds,
1
lullzr < 1.

Observacion 2.8.3. (i) Notar que si a(-,-) es simétrica, ademds de coerciva y

acotada, entonces a(-,-) define un producto interno, a través de la aplicacion

(we:HxH — R

(u,v) +—  (u,v), = a(u,v) € R,

el cual induce, a su vez, la norma

[v]la = (v,0)3* = a(v,v)">.
Pero, como a(-,-) es coerciva, se tiene que
allvlly < a(v,v) = |vllZ,

= Valvlla < v

También, como a(-,-) es acotada, se tiene que a(v,v) < M|v||%, es decir,
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2.8. El Teorema de Lax-Milgram

lvlla < VM||v||g. De acd se desprende que
valolla < lvlla < VM]Jv|l,

lo que establece efectivamente que || - ||o v || - ||z son equivalentes.

(i1) Elinciso anterior, nos permite afirmar que si H es un espacio de Hilbert respec-
to al producto interno (-, )y, entonces también lo serd con respecto al producto

interno (-, +)q-
(111) Del item (1), es fdcil ver que

/7

F e (H7<'?'))l = e (H?('v')‘l) ’

(iv) Como a(-,-) induce un producto interno en H, por el teorema de representacion

de Riez, para todo F € H' existe un tinico v € H tal que
F(v) = (u,v), = a(u,v) Yv € H,
Ademds,

Vallulg < a(u,u)"?

= ulla = 1F]l

Por lo tanto,
1
[ullg < ﬁHFHH"

Teorema 2.8.3 (Teorema de Lax-Milgram generalizado). Sean (Hy (-, ) m,) v (H2(+, ) m,)

espacios de Hilbert reales y sea a(-,-) : Hy X Hy — R wuna forma bilineal acotada.
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2.8. El Teorema de Lax-Milgram

Suponga que:

(a) Existe una constante positiva a, la cual cumple que

(b) Para todo v # 0

sup a(u,v) >0 Vv e Hs.
u€eH;

Entonces, para cada F € H, existe un tnico v € Hy, de modo que
1
a(u,v) = F(v) Ve Hy N ulla < —l1F g

Se omite la demostracion, debido a que esta se puede encontrar en [9].

Observacién 2.8.4. (i) En la version clasica del teorema de Lax-Milgram se pide

que a(-,-) sea coerciva, es decir,

a(v,v) > allv®
a(v,v)
o]

a(u,v)

> allo]| ve H—{0}

= sup >o|ul| Yue H

Lo cual representa la primera condicién del teorema[2.8.3. Ademds, es evidente

de la misma coercividad que
a(v,v) > aljv|?.

Entonces, para v # 0

a(v,v) >0,
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2.8. El Teorema de Lax-Milgram

lo cual da la sequnda condicion. Esto prueba que coercividad implica el cum-

plimiento las dos condiciones de|2.8.5
(it) La primera condicion en el Teorema[2.8.9 indica que

a(u,v)

Jo>0: sup > allullg, Yu e Hy,

veH,—{0} ||U||H2
lo cual es equivalente a

a(u,v a(u,v
sup #za Vue H —{0} & inf sup #za.
vet,—{o} [ullm ([0l we {0} ve oy |[lla [|0]]
Esto se conoce como condicion inf — sup asociada con la sobreyectividad de un
cierto operador inducido por la forma bilineal a(-,-). La condicion inf — sup

también se conoce como condicion LBB (Ladyzhenskaya-Babiska-Brezzi) o

simplemente condicion Babuska-Brezzi o Banach-Necas-Babiska.
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Capitulo 3

El problema modelo de flujo con

transporte

En este capitulo abordaremos el problema modelo de interés, el cual corresponde
al de un flujo de Brinkman acoplado con transporte no lineal. Partiremos con la
Seccién en donde introduciremos una serie de definiciones, notaciones y espa-
cios funcionales con los cuales trabajaremos, ademas de establecer las hipdtesis que
asumiremos sobre los datos del modelo. Luego, en la Seccién presentaremos las
ecuaciones diferenciales parciales que describen el problema modelo y llevaremos a
cabo su respectiva formulacién variacional o débil. En este punto, discutiremos las
propiedades de estabilidad de las formas involucradas. Finalmente, revisaremos en
la Seccion replantearemos este problema en términos de un operador de punto

fijo para garantizar la existencia y unicidad de la solucién al problema variacional.

3.1. Notaciones y definiciones preliminares

Dominio y espacio de funciones. El modelo se considerara en un dominio {2 de

R?(d = 2,3), que representa un medio poroso, con frontera poliédrica I' = I'p U Ty,
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con I'p, 'y C T tales que 'pNI'y = 0, [I'p| > 0, y con vector normal unitario saliente
n = (nq,...,ng)". Emplearemos la notacién estdndar para espacios de Lebesgue y
Sobolev. En particular, W*?(Q) (s > 0,p > 1) denotara el espacio de Sobolev de
todas las funciones en LP(Q2) (p > 1) cuya derivada distribucional hasta el orden s
estan en LP(€)) y su respectiva norma y seminorma estan denotadas por || - ||spa ¥y

|- |sp.0. Como es habitual, en el caso p = 2, simplemente denotaremos por H*(Q2) :=
W22(Q), |- lse =1 lsee v [ lse =1 lspe.
El espacio de funciones cuadrado integrables con media nula en €2 serd denotado

como L%(Q) y viene dado por
L2(Q) = {¢ e L2(Q) /Qz/; - o}. (3.1)

Recordamos que el operador traza usual vy : H'(€Q2) — L?*(T') es lineal y acotado.

En particular, existe C}, > 0 tal que
o()llor =: l¢llor < Culldlhie Vi € HY(Q). (3-2)
También, denotamos y definimos los subespacios cerrados del Hilbert H'(£2)
(@) = {v e HYQ) vl = %@, =0}, (3.3)

HY(Q) = {w e H'(Q) : v], =0(¥) =0}, (3.4)

en los cuales, de acuerdo a la desigualdad de Fridrichs-Poincaré, se cumple que existe

una constante Crp > 0, dependiente de €, tal que

[Wlle < Creldlie Vi € Hy(Q) o Vo€ Hp ). (3.5)

También, consideraremos los espacios de Hilbert constituido por funciones a valores
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3.1. Notaciones y definiciones preliminares

vectoriales siguientes

H(div,Q) := {w e [L*(Q)]" : divw € L*(Q) },
H(div,) := {WEH(diV,Q) : w-n =0 sobre F},
H(div®,Q) := {w € Hy(div, ) : divw=0 en Q}.

Por otro lado, la desigualdad de Holder generalizada establece que si u € LP(Q) y

v € L1(2), con p y ¢ conjugados de Holder, es decir, 113 + % = % entonces se cumple

que uv € L"(Q) y

[v]lo.g.0- (3.6)

[luvflora < llullopo

Finalmente, recordamos la inclusién de Sobolev H'(Q2) < L1(Q) la cual es valida
paral < g<oosid=2y1<q<6 cuando d = 3. Esto particularmente, significa
que existe una constante positiva Cg,, > 0, dependiendo tnicamente del dominio,

tal que
[¥lloge < Csanll¢lhe for g €[1,6]. (3.7)

Hipétesis sobre los datos. En cada punto genérico x = (x;)1<i<q € €2, denotaremos
2 7

por K = (k;;j(x))1<ij<a & un tensor continuo que representa la permeabilidad del

dominio, para el cual asumimos que existen constantes reales positivas kg, k1, g v

ak tales que

ko < HK(X) , K*l(x)H <k Wxe,
K1(x)v-v=vIKl(x)v>aglv]? VWweR! Vxe, (3.8)

K(x)v-v =vK(x)v>ax|v]? VveR? Vvxe.

Suponemos que la viscosidad del fluido es una constante g > 0 y la porosidad del
medio es denotada por una constante p > 0. Ademads, consideraremos funciones

no lineales ¥ := () y n := n(-) dependientes de la concentracién que se asumen
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3.2. El modelo de flujo acoplado con transporte y su forma débil

acotadas y Lipschitz-continuas sobre (2, es decir, existen constantes reales positivas

U1, V2, M1, M2, Ly y Ly tales que

h<P(s) <V y m<ns)<n VseR,

(3.9)
0(s) —0(0)] < Lols—t] v |n(s)—n(t)] S Lyls—t] Vs,teR,

Por su parte, g denota el vector constante en direccién a la gravedad y f una funcién
definida en €. La norma ||-||, sin subindices, se utilizara para denotar la norma natural
de un elemento en cualquier espacio producto o de un operador. Una constante
positiva genérica se denotara por C' que, a menos que se indique, es independiente

de cualquier pardmetro de malla y de datos.

3.2. El modelo de flujo acoplado con transporte y

su forma débil

El problema que nos interesamos en estudiar esta dado por encontrar la velocidad
u = (u)1<i<a 1 @ — RY, la presién p : @ — R y la concentracién ¢ : @ — R de

una cierta sustancia en un fluido confinado en un medio poroso €2 tal que

Klu—pAu+Vp=¢f en Q,

divu=0 en £,
(3.10)
p¢ — div(d(¢)Ve — pu —n(¢)g) =0  en Q,

9¢

u=2>0 sobre I'y ¢=0 sobre I'p, —
on

=0 sobre I'y.

Acé, los datos K, u, , p, 9 = 9(-), n = n(-) y g son los especificados en la subsec-

ci6én precedente y A(+), V(+) y div (-) son los operadores diferenciales lineales usuales
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3.2. El modelo de flujo acoplado con transporte y su forma débil

conocidos como el Laplaciano, el gradiente y la divergencia, respectivamente. Men-
cionamos que el sistema de ecuaciones diferenciales parciales es el resultado
de un acoplamiento entre las ecuaciones de Darcy (primera y segunda ecuacién de
(3-10))) y una ecuacion de transporte no lineal (tercera ecuacion de (3.10))) que involu-
cra términos de reaccion, difusion y advecciéon del campo ¢ con velocidad convectiva

dada por la propia velocidad del fluido.

Nos proponemos buscar la eventual solucién débil u para (3.10)) en el espacio [HJ (£2)]

(ver (3.4)), por la condicién impuesta sobre I', el campo escalar de presion p en el
espacio L3(Q2) (ver (3.1)) y el campo escalar de concentracién ¢ (ver (3.3)) en el es-
pacio H%D (). De acuerdo a lo anterior, para obtener una formulacién variacional de
(3.10) multiplicamos las ecuaciones apropiadamente por funciones test v € [H}(Q)],
q € L§(Q) y o € H}_(Q), integramos sobre el dominio €, y utilizando férmulas de
integracién por partes junto a las condiciones de frontera, obtenemos la siguiente

formulacién débil: Encontrar (u,p, ¢) € [Hg()]? x L§(Q) x H_(Q) tal que

" (a,v) + B(v.p) = F(v),
#u,q) = 0, (3.11)

A3 0,0) + C(wo,0) = Y(¢19),
para todo (v, ¢, 1) € [Hg()]? x L§(Q) x HE_(€2). Donde, dado ¢ € H'(Q) las formas
bilineales & : [H}(Q)]? x [H}(Q)]¢ = Ry &1 := T (p;-,-) : HY(Q) x H}(Q) - R

estan dadas por
g, v)= [ Klu- Vu: Vv, 3.12
(u,v) /Q u-v + ;L/Q u: Vv (3.12)
A (pi00) =p [ o0+ [ ooV Vo, (3.13)
Q Q

respectivamente. La forma % : [H}(Q)]? x L2(2) — R, asociada con el operador
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divergencia, se define por

B(v,q) = —/quiv v. (3.14)

A su vez, definimos kernel de & como
Ker(#) = {V € [H ()" / qdivv =0 Vq¢€ L?)(Q)} (3.15)
Q

Por su parte, dado w € [H3(Q)]? la forma € := €(w;-,-) : HY(Q) x H'(Q) - R
esta dada por:

G (w6, ) = / (w - Vo) (3.16)

0
Finalmente, dada una funcién ¢ € H'(2), los funcionales .Z := Z (; ) : [HL(Q)]¢ —
Ry 9 :9(p;-): H(Q) — R estan dados por:

f(w;V)z/Qsof-v y %(w;@b):/ﬂvtb-n(so)g— A Yn(p)g-n  (3.17)

Los siguientes lemas esteblecen las principales propiedades de las formas (3.12))-
(3.17)) involucradas en la formulacién variacional (3.11]). Comenzaremos con las for-
mas &/ (-, ) y (g5, ).

Lema 3.2.1. Las formas &% (-,-) : [HF(Q)]x [HF(Q)]? = R y T (p; -,-) : HY(Q) x
H'(Q) — R(con p € H'(Q) dado) definidas en (3.12) y (3.13)), son bilineales, aco-

tadas y coercivas. Mds precisamente, existen | Y| = max{k,u} > 0, |&T| =

max{p, s} >0, ap := min{ag, u} >0 y ar := min{p, 1 } > 0, tales que

(v < I N lhelvihe Vv e [HY@Q),
ST (ei0.0)] < 1 Iolhalvlhe Vo e HYQ),
ATVv) = arlvita Vv e [HYQ),

AT (g0, 0) > arldlia Vv e HY(Q).
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3.2. El modelo de flujo acoplado con transporte y su forma débil

Demostracion. Empezaremos por probar que la forma o7F es bilineal. Para la pri-
mera componente, sean u,w,v € [H(Q)]? y o, 8 € R entonces por linealidad del

operador gradiente y la integral se tiene que

&/F(au—l-ﬂw,v):/K_l(au+ﬁw)-v+u/V(&u—{—ﬁw):VV
Q 0

:a/K1u-v+ﬁ/K1W-V+oau/Vu:VV+ﬂu/Vw:Vv
0 Q Q 0

—a[/QK1u-v+,u/QVu:Vv}+B[/QK1w-v+u/QVw:Vv]

= ad"(u,v) + 8 (w,v).

En consecuencia, & (au + pw,v) = aa"(u,v) + ST (w,v). Para la segunda

componente el procedimiento es andlogo y entonces 2% es bilineal.

Considerando ahora que que p es una constante positiva, ||[K™!| < & por (3.8) y
haciendo uso de la desigualdad triangular y la desigualdad de Cauchy-Schwarz se

tiene para todo u,v € [H1(2)]¢

‘@/F(u,v)‘:)/K1u~v—|—,u/Vu:VV’
Q 0

/Qu-V’—i—u)/QVu:VV‘

= [IK~H[(w, v)oal + p|(Vu, Vv)ogl

< K|

< kif[ulfoel[vlloe + pl[Vulloel [Vl
< max{ky, p}([[allocllvlloge + [[Vulloel[VVllog)
1/2

. 1/2
< méx{ky, p} ([[ulloll + [[Vull§ o) “ (VI all + V)

< max{ky, p}[ul[ral V[l = [l [ullLallV]ha-

o | )| < e ulhallvihe  donde [e" || = max{ky, )

51



3.2. El modelo de flujo acoplado con transporte y su forma débil

La coercividad de &7 se obtiene utilizando la condicién presente en (3.8). En efecto,

MF(V,V):/K1vv—|—u/Vv:sz/aﬂdv\z—l—,u/VV:Vv
Q Q Q Q
— 2 . — 2 2
—a [ WP [ 9V VY = axlviBa + el DI
Q Q

> min{ox, p}[[[VI[50 + [VVIGa] = arllvilia.

donde ap := min{ag,p} > 0 entonces satisface @ (v,v) > ap||v[[; o para todo
v € [H'(Q)]%. Procedemos a continuacién a demostrar que la forma 77 es bilineal. Se
prueba la linealidad para la primera componente ya que para la segunda componente
el procedimiento es andlogo. Sean entonces ¢, 1, ¢ € H(Q) y o, 8 € R, se tiene por

linealidad del operador gradiente y de la integral que

Ao+ 56:0) = [ (a6 550+ [ 0(0)Va0 +53) - 70
—ap [ ov-+80 [(Gv+a [ deV6- i+ [ 00106 Vo
—alp [0 [ Vo vi] + 5o [ v+ [ 00106 vu].

s (g a0+ B, 0) = ad T (p;0,0) + BT (05 6,1)).

Para el acotamiento de &7 (i, -, -) se hace uso del hecho que 9(-) es una funcién aco-

tada, de acuerdo a lo proporcionado en (3.9). Ademas, usando desigualdad triangular
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3.2. El modelo de flujo acoplado con transporte y su forma débil

y desigualdad de Cauchy-Schwarz se consigue que

(0.0 = o [ ov+ [ a(eve-y

<|o [[ou]+] [ oeve-vu| <] [ ou]+ 0 [ To vyl

= pl(@, V)00l + 02|(Vo, Vi )oal < pllolloallt]loa + D2/ VElloal Voo
, 1/2
< mix{p, 92} (|6]2.0 + VIR ) 21612 + IV¥]20) "

== gl alléllie-

Por lo tanto, existe ||«7| := méx{p,¥2} > 0 tal que

[ (010.0)| < I I Iolhallvlha V.4 € H(9).

Finalmente, para la coercividad de &/ (¢p,-,) tomamos en cuenta la desigualdad

para ¥(¢) en (3.9), con lo cual

T . _
AT (90, 0) = p /Q b+ /Q Q) VIV > p /Q o+ /Q 9TV
= (6, 9) + 0u(Vp, V) = pl[I o + 9]V |2

> min{p, 1} [0l o + IV¥IBa)| = arllvlBg.

donde ap := min{p, ¥} > 0. O

Lema 3.2.2. La forma % : [H}(Q)]? x L3(Q)) — R definida en (3.14)) es bilineal,

acotada y satisface la condicion inf-sup

B(v,q
sp 20D 5 e Ve Q). (3.18)
ve[HL(Q)]¢ 1v1,0
v#0

para alguna constante 8 > 0.

93



3.2. El modelo de flujo acoplado con transporte y su forma débil

Demostracion. Se probara la bilinealidad de la forma 2 haciendo uso de la linealidad
del operador divergencia y de la integral. Para la primera componente, sean «, 8 € R,

u,ve[HY (D)) y qge L3() se tiene

@(au+ﬂv,q):—/qdiv(au—l—ﬁv):—/Qq(ozdivu+,6divv)

Q
:—[a/qdivu—i—ﬁ/qdivv] —a/qdivu—ﬂ/qdivv
Q Q Q Q

=a%B(u,q) + AV, q).

Ahora, respecto a la segunda componente, sean o, 3 € R, v € [HY(Q)]? y p,q €
L%(9)). Entonces,

B(v,ap+ pq) = —/(ap + fBq)divv = — /Q(ozp divv + Bgdivv)

Q
—a/pdivv—ﬁ/qdivv=a%(v,p)+6%(v,q).
Q Q

Para probar el acotamiento de la forma A, por desigualdad de Cauchy-Schwarz se
tiene que

‘%’(V,q)‘ - )(q, divv) 2| < llgllol[div V]l (3.19)

Pero notar que al desarrollar el cuadrado de la suma y aplicar desigualdad de Young
en los productos cruzados, combinar apropiadamente los términos semejantes y uti-

lizar la definicién de gradiente se consigue que

d 2
‘ . v ovy  Ovy Ovg 2
2 — 2 pu— — . e a..
Hle VHO,Q - /Q(leV) A <Zi:1 8gjz> /Q{afl,’l + 0xo * + 8xd}

0 0 0 0 dvs 0

U ACIRS s ey s R o i ol RS v
Dvg vy Dug O Dva\?
+m+{87287::1 07:872 ...+<67;’Z>}
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3.2. El modelo de flujo acoplado con transporte y su forma débil

=[G 3G 3G 3G 5 ()]

[<2z;z>2 () + (52) 45
B ) G

- 4{(2‘2) s )

) (22 35|

+"'+[<ZZ) Q(d 1)<§:;Z> 2(d 1)@2)2]

= [y waGR) )

<a [ {1G)"+ )+ -+ G+ (o) + (32)'+
e (G (G e G )

< d/ |Vu1]2 + |2 + ...+ | Vog|? = d/ IVv* =d|v[ig =d|v|iq
Q Q

/_\

En consecuencia, se sigue que

[div vlloo < Vd|Iv]lia,

por lo que al reemplazar (3.20) en (3.19)), se deduce que

(#(v.q)| < VilalloalvIe.

3) +3(5m)]

) e

i

)]

0
70s) |

(3.20)

La condicién inf-sup (3.18)), es una propiedad estdndar consecuencia de la sobre-

yectividad del operador divergencia. Efectivamente, de acuerdo con [10, Corolario

2.4], para cada ¢ € L3(Q) existe v, € [Ha(Q)]? satisfaciendo divv, = —¢ y una
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3.2. El modelo de flujo acoplado con transporte y su forma débil

constante C' > 0 tal que ||v,|l1.0 < C||¢lloq- Con lo cual,

— divv 2
Bv.q) _ B(Vea) _ Kﬁ " Lq lalze
sup > = = > = = llalloe
verrr@pd IVlne — [Ivpllie [VpllLe Vol — Cllalloe  ©
v;ﬁO
_ 1
y entonces = 5. O

Lema 3.2.3. ¢ : [H'(Q)]? x H}(Q) x HY(Q) = R (c¢f. (3.16)), es forma trilinear

acotada. Ademds € satisface la propiedad de antisimetria

C (w0, ¢) = —C(W; 1) (3.21)

para todo w € Hy(div®,Q), ¢,v € H' ().

Demostracion. Se prueba que € es acotada haciendo uso de desigualdad triangular,
desigualdad de Holder (3.6) e inclusiones de Sobolev ([3.7)) tal como se aprecia a

continuacion

{%(W;qﬁ,@/})\zuﬂ(w'wb ‘/Z ax, ‘Z/
ggymi MEJWZ

1/2
= Coop(|lwrlli o +||le| + o+ |wal 7 ) X

1/2
wwmmm+mmmg+ +mﬁm@ e
= Cual[Wll1.0l [Vl ol 6]l < Conl Wilalléll1.0ll¢ 110

Por lo tanto, € es acotada con constante Cyyp||W||1,0. En cuanto a la propiedad de

anti-simetria, se considera ahora w € Ho(divo, ), porloquedivw =0y w =0
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3.2. El modelo de flujo acoplado con transporte y su forma débil

Entonces, tras una integracion por partes se deduce que

%(w;aw)=/Q<ww>w:/9www=/F¢¢w-n—[2div<ww>¢

_ —/Q[wdiv W+ Vi - wlg = —/(w-w)¢ = € (Wi, 0),

Q

como se queria demostrar. O]

Lema 3.2.4. Dado ¢ en HY(Q), los funcionales F(p;-) : [HY(Q)]? — R y
G (p;-): H(Q) — R (c¢f. (3.17) ) son lineales y acotados.

Demostracion. Sean a, 3 € Ry u,v € [H*(Q)]¢. Haciendo uso de la linealidad de la

integral se sigue que

f(w;au—l—ﬁv):/Q@f-(au—i—ﬂv):/ﬂ(agzzfu—l—ﬁ(pfv)

= a/ sof-U+B/ of v =aF(p;u)+ BF(p;v).
Q Q
Al cumplirse que F (¢; au+Bv) = aF (p;u) + BF (p; V), se prueba que el funcional
Z es lineal. Andlogamente, se prueba la linealidad de ¥ (¢p;-).

Para probar que el funcional .Z#(p;-) es acotado se considerard la desigualdad de

Holder (3.6)) y las inclusiones de Sobolev (3.7]) tal como se detalla a continuacién

#(ei)| = | [ ot -] < lellsalflballviiban < Conliclhallballviie
(3.22)

Por lo tanto, .7 (¢; -) es acotada con constante Csop||||1.0/|f|0.0-

Respecto al acotamiento de ¢(¢p; ) se tiene por desigualdad triangular, desigual-
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3.3. Buen planteamiento de la formulacion débil

dad de Cauchy-Schwarz y de traza (3.2) que

‘g(wb)’ = ‘/ﬂn(@g-vw— Yn(e)g -n

I'n

/Qn(w)g -V /FN Yn(p)g -n

— |0()g, Viloo + 1, n(2)g - m)ory | (3.23)
< lIn(@)glloal T lloe + 1Ellorslin(e)g - nllor,

< gl 2610 + 1 lgIITx[V2Corl[9]]1.0

< [mlglIo 2 Cultn )| il

< +

Donde los términos ||n(¢)glloq v |[n(¢)g - n|lory se acotaron de la siguiente manera

\M@M%QZLM@QWWM=Kﬁw¥MVS%M%%

1/2

con lo que [[n(¢)glloq < n2lg]|2'/%, y por su parte,

WWM&%WZ/ngmwwgm=£mm%wf

'y

sﬁ/w«ﬁs@/mmw:@mwm,
I'x I'n

y asi ||[n(¢)g - nllory < n2lg|Tn]"2. O

3.3. Buen planteamiento de la formulacion débil

En esta seccion estableceremos resultados de existencia y unicidad para el pro-
blema variacional . Partimos por notar que en virtud de la segunda ecuacién
de es evidente que la eventual solucién u pertenece al kernel ker(%) de la
forma bilineal %. En este sentido, es decir, la formulacién debil podemos reducirla

en cuando a buscar u en ker(%) en lugar de buscar [HZ(2)]¢. Asi, nos enfocamos
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3.3. Buen planteamiento de la formulacion débil

ahora en el problema reducido siguiente: Encontrar (u,¢) € ker(%) x Hf () tal

que

dF(u,v) = F(;v) (3.24)
AT(0;0,0) +C(w;0,0) = G (d;0)

Vv € ker(#) y Vo € Hp_ (). Notar que una vez garantizada la existencia de la velo-

cidad u y la concentracién ¢, podemos garantizar existencia del campo de presiones

p gracias a la condicion inf-sup .

Para abordar el analisis de solubilidad de , debemos desacoplar y linealizar el
mismo, lo cual se puede hacer a través de un operador de punto fijo que permita
establecer resultados de existencia y unicidad. Esto es lo que se llevara a cabo en las

siguientes subsecciones.

3.3.1. Problema reducido al Kernel

Dado (w,p) € ker(#) x Hp_(€2), introducimos la versién linealizada y desacoplada
de (3.24): Encontrar u, ¢ € Ker(%) x Hp_(Q) tal que

A (u,v) = F(p;v),

(3.25)
AT (@;0,0) + C(W;0,0) =G (p;0).

para todo v, € Ker(%) x H} (). El siguiente resultado establece estimados a

priori para las soluciones eventuales del problema (3.25)).

Lema 3.3.1. Cualquier solucion (u,¢) € Ker(%) x Hp_ () de (3.25) satisface los

siquientes estimados a priori

lulle<r y lglhe <7 (3.26)
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3.3. Buen planteamiento de la formulacion débil

donde
r1 = mog oz Coonl[Ell00lgl (191 + Cu|Tx|'?) (3.27)

ra = ag' +elgl(1QV2 + Cu|Tx[?)

Demostracion. Suponemos que (u, ¢) € ker(%) x Hp_(Q) es solucién del problema

(3.25]). Esto quiere decir que (u, ¢) satisface dicho problema. En particular,
¥ (u,v) = F(p;v) Vv € ker(2B).
Asi, tomando v = u y la cota (3.22) para el funcional .7 (p;-) se tiene

arllulliq < &7 (u,u) = Z(p;v) < Calldlliell flloollulhe

y al simplificar se consigue que

lal[ie < ap' Cullll.allfllog-

Asi, de manera andloga, como ¢ satisface @1 (; ¢, V) +€ (w; ¢, ) = G(p;1) Vo €
H}_ (), en particular haciendo ¥ = ¢ y usando la antisimetria de ¢ (ver (3.21)))
se tiene que AT (p; ¢, 9) + C(w; b, 0) = T (p;0,0) = 9(p; ¢). Entonces, gracias
a la coercividad de la forma @7 (ver (3.2))) y el acotamiento de ¢ (ver (3.23)) se

consigue que

arl|6|fia < T (@i6,0) = F(0:0) < mlgl(|UY? + Ciel In|'?)][8] 1.0
arlléllia < mlgl(QUY? + Corlx[*) 6] 10

6l < ap'nelgl(QIY? + Ci|Tx['?)
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3.3. Buen planteamiento de la formulacion débil

Por lo anterior se tiene que

IN

lullie < mop'az! Calgl(IQ? + Co[Dnl2)[fllog =2 11

6o < ar'nelgl(Q"? + Culn[V?) =: 1,

con 1 y o dados en (3.27)), como se queria demostrar. O]

3.3.2. Operador de punto fijo

Para establecer el buen planteamiento del problema (3.11), debemos reescribir el
problema reducido al kernel ((3.24)) como uno de punto fijo en términos de operadores
y esto es lo que haremos en esta subseccién. Motivados por el Lema definimos

primeramente la bola
Bi={(v,0) cker(#) x HE, (D} : VI <m, W<}, (328)
donde 7y y 79 son las constantes dadas por (3.27). Se define entonces el operador

T:B Cker(#) x H () — ker(#) x Hf ()

(w, ) — T(w,p) = (u,0),

donde (u, ¢) € Ker(%) x H}_(Q) corresponde a la solucién del problema (3.25)). Es
decir, dado (w, @) € ker(#) x H}_(Q), el par (u, ¢) satisface

A((w, 0); (u,0), (v, 1)) = F((w,9); (v,¥))  ¥(v,¥) € ker(#) x Hy, (), (3.29)
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3.3. Buen planteamiento de la formulacion débil

donde A((w,®); (+,+),(-,+)) y F((w,¢);-) estan dadas por

A((w, 9): (0,9), (v,1) = @7 (0, v)+ T (p:0,0) + C(w; 6,1))
F((w,¢); (v,9) = F(o;v) +9 (g ¢).

El siguiente resultado establece que T es un operador que esta bien definido.

Lema 3.3.2. T estd bien definido.

Demostracion. Para probar que T esta bien definido debemos demostrar que el pro-
blema ([3.29) esta bien planteado, lo cual puede establecerse a través del Teorema de
Lax-Milgram (ver Teorema en el capitulo precedente). Necesitamos entonces

ver que, para cada (w, @) € B dado, A es bilineal, acotada y coercivay F es lineal y

acotado. En efecto, sean (u, ¢), (1, ¢) € ker(%) x H}_(Q2) usando la bilinealidad de
las formas /%, T (p, -, ) y €(w;-,")

A((w, p);a(u, 9) + (1, 9), (v,v)) = A((W, ¢); (au + Su, a¢ + B¢), (v, ¥)),
= " (au+ B, v) + 77 (p; a0 + B, §) + € (w; a + 5, ),
= ae/"(w,v) + BT (W, v) + T (0;6,0) + BAL (6,0) + a6 (w; 6, ) + BE(W; 6, ),
= ol (u,v) + 7T (p;0,0) + € (wi ¢, 9)] + Bl (@, v) + 7T (0 6,9) + € (w; 6, ¥)],
= aA((w, 9); (1, 9), (v, ¥)) + BA((T, 8), (v, 1))

Por lo tanto, la forma A es lineal en la primera componente. La linealidad en la

segunda componente se demuestra de manera analoga.

Para estudiar el acotamiento de A, empleamos el acotamiento de las formas &7,
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3.3. Buen planteamiento de la formulacion débil

AT (p;-,) y €(w;-,-) con lo que se deduce que

[A((W, 0); (w, 0), (v, ¥)] < |27 (w0, V)| + [T (050, 9) + € (W; 6, 0],

<[l l[ullellvIlLe + [[Z[6]lLll¥ll1e + Col WllLalll[Lall¥ 1,0,

< max{[| A", [[AT], Csop| W[l o} [ul[1ol[V]I1.a + [l alldlle + ol hall¥] el
< 2max{|[A"], [|AT]], Cool w1 o} ([ulff o + 16117 o) 2 (IVIF o + 10117 0) 2

= 2max{|[A"][, [[AT]], Coop| |10} (w, @) - [|(v, D)l

Se sigue que la forma bilineal A esta acotada en el espacio ker(%) x Hp | con constante

de acotamiento 2 max{||A”||, [|AT|], Csop||W|| 1 () }-

A continuacién, procedemos a demostrar que A es coerciva. En efecto, basta hacer
uso de la coercividad de las formas &%, &7 (p;-,-) y la antisimetria de €(w;-,-),

siguiéndose que

A((v,9), (v,9)) = T (v, v) + &, (, 1) + C(w; ¥, 1),
> ap|[VI[i o + arl[¥lliq = min{ap, ar}{|[VIE o + Y]] ],

= aal|(v,9)II?,

donde a4 := min{ap, ar}. Por su parte, veamos a continuaciéon que F' es un elemento
del dual de ker(#) x Hp (). Para tal fin, debemos chequear que F' debe es un

funcional lineal y acotada. A "Por un lado, notar que

F((av + 8%, ath + BY)) = F(p;av + BY) + 9 (p; anp + ),

aZ (p;v) + BF(0;%) + oG (0 0) + G (3 9),
alZ (g v) + G (e 0)] + BLF (0: ¥ + G (039))],

al((v,9)) + BF((v,¥)),

y asi F' es lineal. Finalmente, dado que F' es combinacién de los funcionales .# y ¢

que a su vez estan acotados, de acuerdo al Lema [3.2.4] entonces se deduce que F
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también esta acotado. Mas precisamente,

[F((v;)| = |F(g;v) + G (@i 0)| < [F (5 V) + 9 (g3 )],
< Cuallellall fllollVllie + Ialgl (1'% + Co [Ty [Y)[¢]]1.0,
< max{Coap| |0l .0l| Fllo.0: m2|g| (12 + Cor D)} V[0 + [[4] 1,0,
= V2max{Coopral| Fllo., mlgl(|Q[V* + Cor U [V} (v, )]

donde se usé el hecho que ||¢||1.0 < 72 dado que (w,p) € B.

Por el teorema de Lax-Milgram (cf. Teorema , concluimos que existe una
tinica solucién (u, ¢) € ker(%) x H}_ (2) del problema (3.29), para cada (w, ) dado
en la bola B C ker(#) x H[_ (). Esto permite, equivalentemente, asegurar el buen
planteamiento del pdel operador T, para el cual T'(w,¢) = (u,¢). Atn més, de la

dependencia continua que provee el Teorema de Lax-Milgram, se puede deducir que

(w9l = T (w, #)

W3
< 2% mis {||AF|] |7, Cunrr. Coanral| fllo g melg| (19212 + Cir T 2)

donde 71 y r9 estan dados por (3.27) en el Lema (3.3.1} O

El siguiente resultado establece que el operador T estd completamente incluido

en (|3.28)).

Lema 3.3.3. El operador T : B C Ker(#) x H} (Q)} — Ker(%) x H}_(Q)
satisface T(B) C B.

Demostracion. Dado (w, ), por Lema que establece la buena definicién del

operador T', se cumple que existe un tinico (u,¢) € Ker(%) x Hp_(Q) para el cual

(0, ¢) = T(w, ).
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lo cual a su vez, por la definicién de T, es equivalente a decir que (u, ¢) satisface

'Q{F(u“/) = 33(90;")

(3.30)
AT (;0,0) +C(W;,0) = G(p;0)).

Tomando v = u y ¥ = ¢ en (3.30) y haciendo uso de los resultados de los Lemas
N se sigue, por un lado que,

arp|lulliq < @"(u,u) = Z(piu) < [F(01u)] < Cuol|2llrallfollulle,

por lo que al despejar y usar que ||¢||1.o < 72 se deduce que |[u]|1.o < az'Copra = 71.

Por otro lado,

arl|pllia < T (01 6,0) + C(wid, 0) =G (0:0) < ||9| - |lo

1,9,
y al usar la cota para el funcional ¢ y simplificar se llega a que ||¢|| < 75. Finalmente,
podemos entonces concluir que (u, ¢) € B y de esta manera T'(B) C B. O

Sabiendo en este punto que 7" es un operador bien definido y que mapea la bola B,
definida en (3.28)), en si misma, nuestro objetivo ahora serd demostrar la existencia
de un punto fijo de este operador. Para tal propdsito emplearemos un caso particular

del Principio de Leray—Schauder, conocido como Teorema de Schaefer.

Teorema 3.3.4. Sea B un espacio de Banach and L : B — B un operador

continuo y compacto. Asuma que el conjunto
{xEB : x=AL(x) para algin \ € [0,1]},

es acotado. Entonces, L tiene al menos un punto fijo.

Comenzaremos demostrando que 7' satisface la condicion de Lipschitz y, por
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lo tanto, es continuo (cf. ver Observacién [2.4.4]). En este punto, con el objetivo
de estimar un término que aparece dentro de las estimaciones a causa de la no
linealidad del problema, necesitaremos asumir una hipotesis de regularidad adicional

que establecemos a continuacién.

(H) Dado (w,p) € Ker(#) x Hp (Q), la imagen (u,¢) = T(w,¢) cumple que
¢ € Hp () UH"™(Q) con e € (0,1) (resp. € € (1/2,1)) cuando d = 2 (resp.
cuando d = 3) y existe C. > 0, independiente de (w, ¢), tal que

[9ll11e0 < Cclgl- (3.31)

A propésito de lo anterior, si V. denota el operador gradiente usual de H!'™¢(£2) en
He(Q), se garantiza la continuidad de la inclusién (cf. [I1, Theorem 1.3.4] and [T
Theorem 4.12))

ie : H5(Q) — LT (Q),

donde

3 — 2¢

Estamos en posicion ahora de establecer la Lipshitz continuidad de T'.

Lema 3.3.5. T es Lipshitz-continuo en la bola B definida en (3.28). Mds precisa-
mente, existe una constante Crrp > 0 (ver ecuacion (3.40) debajo), tal que

T (w, ) = T(wo, po)ll < Cpl|(W, ) = (wo, v0)ll . ¥ (W, ), (Wo,0) € B. (3.32)

Demostracion. Sean (w, @), (Wo,po) € B C Ker(%) x Hy_ . Entonces, por el Le-
ma (3.3.2)) y el Lema [3.3.3] asi como la definicién del operador 7', existen unicos
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(u,9), (g, o) € B, tales que
T(w,¢) = (w,0) = A((w, )i (0,0),(v,v)) = F((w,9); (v,v)),  (3:33)

T (wo, o) = (110, 60) = A((Wo, 0)s (o, 60). (v, ) = Fl(wo, 0): (v. ), (3:39)
para todo (v, ¥) € Ker() x H}, (Q) Utilizando las igualdades presentes en (3.33)
y (8:34), junto a la coercividad y linealidad de las formas se tiene

7w, ) = T (o, 20)]* = 10 = o, & = )|

< ag"A((w, 9); (0 = 1o, & = 6o). (W = 1o, 6 — 60)),
< o3 {A((w.0): (1.0). (= 10,6 — 60)) — A((W. ): (a0, o). (1 — 0.6 — 60) }.

= 0 {F((w, 9): (0 = w0, 6 = 60) = A((W, ) (0, 60), (u — o, & — o)) }.

Ahora bién, sumando y restando convenientemente F'((wg,@o); (1 — ug, ¢ — ¢yo)),
usar en uno de ellos que este es equivalente a A((WO, ©o); (g, @), (0 —ug, ¢ — gzﬁo))

y agrupando, se infiere que

IT(w, ) = T(wo, 0)|[> = [|(u — 0, 6 — o) I,
< a3 { F((w,9); (0= 10,6 — 60)) = A((W, 9); (o, b0), (u — 1o, 6 — o))
+ F((wo, p0); (1 = 10, & = d0)) = F(Wo, 0): (1 = 0, & = d0)) .
= o { [F((w, 0)s (w = 0,6 — 60)) = F((wo, %0); (u — 10,6 — o))
+ A%, 9): (0, 60), (= 0,6 — 60)) — A((wo, 20): (w0, 60), (u — 0, 6 — 60)) | |

= a;ll{El + Eg} .
(3.35)

Procederemos a acotar las expresiones F; y FEs, separadamente, usando las defini-
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ciones y propiedades de las formas involucradas alli. Por un lado, En el caso de Ej,
por definicién de las formas, por la Lipshitz-continuidad de la funcién n (ver (3.9)))
y desigualdad de Holder (ver Teorema [2.6.3)), se consigue que

E1=/Q(<P—soo)f-(u—uo)+/QV(¢—¢o) - [n(e) = nlgo)]g,

(3.36)
< |l = @olloaell fllo.ella = aolloae + Lylgllle — vollo.e|é — ¢ol10-
En el caso de la expresién FEs, es facil ver que
E, = / [9(p) — ¥(0)] Vo - V(¢ — ¢o) +/ [(w—wo) - Vo] (¢ — o),
@ @ (3.37)

< {Lﬂllso = ollo2k.2llVoollozm.a + [lifl|lw — W0H0,4,9H¢0||1,9}||¢ — o1

donde k,m € (1, +00) son conjugados de Hélder. Por lo que al reemplazar (3.36) y

(3.37)) en (3.35) y simplificar, se consigue que

1T (w, @) = T(wo, po)l| = [[(u =g, ¢ — o)l

< a3 {lle = wolloaall flloe + Lolalle = wollog (3.38)

|1,Q}-

Para controlar el tercer término del lado derecho de la desigualdad anterior, proce-

+ Lyl — wollo.2k.all Véollo2m.a + [[ill[[w — wollo,4.0ll¢o

demos de manera andloga a [3], usamos la continuidad de i. o V. : H'*¢(Q) — L= y

se toma m de modo que 2m = €*. Asi,

IVoollozma = IVdolloero < [l Vollea < il Vellllgolliiec-

Con la escogencia anterior, se sigue necesariamente que 2k = g y en consecuencia
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(3.38) se reduce a

1T (w, @) = T(wo, o)l = [[(u — o, ¢ = ¢o)ll;

< a3l = volloaallflo.c + Lulgllle - volloo

1,Q}7

< a3 Il + Lolgl + Lolicl 19l doll+=0 + 9ol } 10w, &) — (wo, o)
(3.39)

+ Lolle = wollg,2 olliclllIVelllléollie0 + [1ill[lw = wollo,a.0ll¢o

donde se usaron las inclusiones continuas de H' en L! con t € {2,4, g} Desde aca,
usando ahora la hipétesis de regularidad adicional dada en (3.31]), la cual establece
que |[¢o|l1+e,0 < Cclgl, v €l hecho que ||¢o|l1.0 < 72, se deduce que el operador 7" es

Lipshitz continuo con constante Cpp > 0, dada por

Cup = [[flloq + Lylgl + CeLollic[[[[Velllg] + [Jiflr2 - (3.40)

Procedemos ahora con la compacidad del operador T.
Lema 3.3.6. T' es compacto.

Demostracion. De las estimacién (3.39)) obtenida en el lema anterior, se tiene parti-

cularmente que

HT(W,QO) - T(W07S00)||
B aZl{HSO = @olloaell fllog + Lnylgllle — ol (3.41)
+CeLolle = ollg,a olliclllIVelllgl + rliflllw - WOHOA,Q} '

Sea entonces (W,,, ¢, ) una sucesién en B que converge débilmente a (w, ). Entonces,
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podemos asegurar a partir de (3.3.2)) que

||T(Wna (Pn) - T(W7 90) H

< oz {llen - Pllosal Flog + Lolgllen — elloo

+ CeLylln = @llg 2 olliclllVelllgl + rullil[[wn — WHOA,Q} :

Ahora, dado que las inyecciones de H'(Q) en L'(Q) con t € {2,4, g} son compactas,
para d = 2 y 3, se concluye que {T'(w,, ¢,)} converge en norma a T(w, ), lo cual

entrega la compacidad de T O]

Estamos ahora en posicion de establecer formalmente el siguiente resultado de

existencia de solucién débil.
Teorema 3.3.7. Eziste al menos una solucion (u, ¢) para (3.24).

Demostracion. Primeramente, observamos que por la continuidad y la compacidad
de T, el Teorema de Shaefer (ver Teorema ((3.3.4])) asegura la existencia de al menos

un punto fijo (u, ¢) € Ker(%) x Hp_(Q) de T’ es decir,

(u,¢) = T(u,¢),
y, por la definicién de T, se satisface que

A" (u,v) = F($;v),
AT (d;0,) + C(w; 0,10) = G(d;0).

para todo v, v € Ker(#) x H}_(Q), y asi (u,¢) es una solucién de (3.24)). O

La existencia de la presién p solucién al problema sigue de la condicién inf-

sup (ver Lema|3.2.2)). Estableceremos ahora el resultado de unicidad para el problema
(3.24) bajo hipdtesis de datos pequenos.
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Teorema 3.3.8. Asuma que la constante de Lipschitz continuidad (ver ecuacion

satisface

Cup = ||f

0.0 + Lylgl + CeLollic|[[[Velllg] + [|ifr < 1.

Entonces, existe una tnica solucion (u, @) € [Hy(Q)]* x Hp_ (Q2) del problema ([3.24)).

Demostracion. Se deduce facilmente por contradiccion y usando la Lipschitz conti-
nuidad del operador T'. En efecto, si suponemos que (u, ¢) y (1, <;~5) son dos soluciones
del problema ([3.24)) o, dicho de otra manera, son puntos fijos del operador 7', enton-

ces, gracias a la propiedad de Lipschitz continuidad de T (3.32)) se tiene que

1w, ¢) = (@, 9)l| = IT(u, ¢) = T(0,9)|| < Curll(u,9) - (@,9)].

De acé se desprende que

(1= Cre) || (u, ) = (@, 9)[| <0. (3.42)

Pero como (u, ¢) y (11, $) son diferentes, entonces se tiene que ||(u, ¢) — (@0, ¢)| > 0
y, por hipétesis, dado que Cpp < 1 entonces 1 — Cpp > 0. Por lo tanto, lo obtenido
en (3.42) es una contradiccién que surge al suponer que (u, ¢) v (i1, ) son diferentes.

Se concluye entonces que la solucién es tnica. O
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Capitulo 4

Conclusiones y Trabajos Futuros

4.1. Conclusiones

En la presente tesis hemos brindado un estudio preliminar de conceptos matemati-
cos fundamentales para realizar la formulacion débil de un problema de valor en la
frontera. Junto a esto, se desarrollé y analizé una formulacién variacional para el
modelo de flujo de Brinkman con transporte no lineal, respecto al cual se establecie-
ron resultados de existencia y unicidad de las respectivas soluciones. A continuacién

complementamos lo realizado.

1. Se otorgaron orientaciones conceptuales que sirven como base para la realiza-

cion del analisis continuo de un problema de valor en la frontera.
2. Se formul6 variacionalmente el problema de flujo con transporte no lineal.

3. Se obtuvieron estimados a priori para soluciones débiles asociadas con el pro-

blema continuo.

4. Se establecieron resultados de existencia y unicidad para el problema varia-
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cional asociado con el modelo, reescribiendo la forma débil en términos de un

operador de punto fijo.

4.2. 'Trabajos a futuro

Existen distintas actividades que pueden extender lo realizado en esta tesis. Dentro

de ellas,

1. En cuanto al analisis discreto del problema, desarrollar una discretizacién de

elementos finitos y analizar la solubilidad del mismo.

2. Llevar a cabo estimados de andlisis de error a priori e implementar compu-

tacionalmente para confirmar tasas de convergencia demostradas.
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