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RESUMEN

En esta tesis estudiamos las propiedades cualitativas de una viga formada por tres
componentes, una de ellas es del tipo eldstico sin propiedad disipativa, la segunda com-
ponente posee un mecanismo disipativo del tipo friccional y la tercera es formada por
un material viscoso del tipo de Kelvin-Voight; por ser materiales diferentes con distintos
coeficientes elasticos el modelo resultante es una ecuacién con coeficientes discontinuos
de primera especie en las conexiones de los materiales, este modelo es también conocido
como problema de transmision. Estos problemas han sido estudiados principalmente por
su comportamiento asintotico, existen muchos trabajos donde se muestra que la solucion
decae exponencialmente a cero.

El principal resultado de esta tesis es probar que el semigrupo asociado al modelo de
vigas es diferenciable, lo que en particular significa que el modelo presenta un efecto re-
gularizante sobre los datos iniciales, es decir, independiente de la regularidad de los datos
iniciales la solucién es infinitamente diferenciable en un tiempo positivo (instantaneamen-
te diferenciable), esto a pesar de que el modelo posee coeficientes discontinuos. Este es un
resultado nuevo para el modelo que estudiamos e implica en otras dos propiedades impor-
tantes: La primera es el decaimiento exponencial de las soluciones, la segunda es que el

tipo del semigrupo es igual a la cota superior del espectro de su generador infinitesimal.

Palabras Claves: Modelo de vigas de Euler Bernoulli, Ecuacion de Vigas, Problema de

transmision, semigrupos, semigrupos diferenciables, efecto regularizante, decaimiento.



ABSTRACT

In this thesis it is studied the qualitative properties of a beam formed by three compo-
nents. One of them is of an elastic type, without any dissipative mechanism. The second
component has a frictional mechanism and the third component is formed by a viscous
material of the Kelvin-Voight type. Because of the different materials with different elastic
coefficients, the resulting model is an equation with discontinuous coefficients of the first
kind. This model is also known as a transmission problem.

These problems have been studied mainly for their asymptotic behaviour. There are many
studies in which it is shown that the solution declines exponentially to zero.

The main result of this thesis is to prove that the semigroup associated with the beam
model is differentiable, it means that the model has a regularizing effect on the initial
data, furthermore, regardless of the regularity of the initial data, the solution is infinitely
differentiable in a positive time (instantaneously differentiable), this, despite the fact that
the model has discontinuous coefficients.

This is a new result for the model being studied and it implies two other important pro-
perties, the first one is the exponential decay of solutions, and the second property is that
the type of the semigroup is equal to the upper bound of the spectrum of its infinitesimal

generator.

Key Words: Euler Bernoulli beam model, Beams equation, transmission problem, semi-

groups, differentiable semigroups, regularizing effect, decay.
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Capitulo 1
Introducciéon

En esta tesis estudiaremos el modelo de oscilaciones de una viga compuesta de tres
componentes. La primera es un material eldstico sin disipacién, la segunda posee un
mecanismo del tipo friccional y la tercera componente es un material viscoso del tipo de

Kelvin Voight. Como se muestra en la figura 1.1

, IE IF IV
I\ Parte Elastica  Friccional Visco Elastica
-]
g() El ¢

Figura 1.1: Modelo I

Es una viga empotrada en sus dos extremos, las condiciones de contorno que conside-
raremos en este trabajo son las de Dirichlet.

Actualmente el estudio de los mecanismos disipativos son de mucha importancia, pues
eliminan la posibilidad de fenémenos resonantes.

El estudio de estos mecanismos comenzé con la tragedia del puente Tacoma Narrows,
construido en 1940. El puente colgante ubicado en el estado de Washington, EE. UU., se
inauguré el 1 de julio de 1940 y se derrumbd repentinamente el 7 de noviembre del mismo
ano. El colapso impulso la investigacién sobre aerodinamica y aeroelasticidad estructural,

que afecté el diseno de todos los puentes posteriores.
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Puente de Tacoma (1940) El puente se derrumba, en un
fotograma de una pelicula cinematografica

(1940)

Desde este acontecimiento el estudio de los problemas oscilatorios y mecanismos con
amortiguacion aumento considerablemente, siendo actualmente materia obligatoria practi-
camente en todos los cursos de ingenieria civil.

Uno de los primeros resultados sobre problemas con viscosidad localizada fue desarro-
llado en [13] por G. Chen, S. A. Fulling, F. J. Narcowich, and S. Sun. Los autores probaron
que el modelo con amortiguamiento viscoso localizado produce decaimiento exponencial.

Posteriormente F. Huang en [9] y F. Huang and K. Liu [10] mostraron que el tipo
de amortiguacion Kelvin-Voigt cuando es efectivo en todo el dominio no sélo produce
estabilidad exponencial sino también analiticidad.

Sin embargo cuando la disipacién viscosa esta localizada a una parte del material
se pierde la analiticidad como fue probado por Z. Liu y K. Liu en [6], los autores solo
mostraron la falta de analiticidad y nada afirmaron sobre la diferenciabilidad.

Es este trabajo estudiaremos el modelo de oscilaciones de una viga del tipo Euler-
Bernoulli compuesta de tres componentes, siendo una de ellas, una componente viscosa del
tipo Kelvin-Voigt, queremos saber si la posicion de estas componentes afecta el desempeno
de la viga.

La metodologia que utilizaremos es basada principalmente en la teoria de semigrupos.
Por la cual caracterizamos estas propiedades a través del operador resolvente; otros re-
sultados importantes que usaremos son los teoremas de inmersiones y las desigualdades
de Sobolev, esto para complementar las desigualdades de observabilidad que usaremos.

Estos resultados seran desarrollados en el capitulo 2
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En el capitulo 3 mostramos la deduccién fisica del modelo que describe las oscilaciones
de una viga, objeto de nuestro estudio. En el capitulo 4 probaremos la buena colocacion
del modelo y terminaremos probando la estabilidad exponencial del semigrupo, usando el
método de la energia, en el caso que los mecanismos disipativos sean efectivos sobre todo
el dominio. En el capitulo 5 estudiamos el resultado principal de este trabajo, probaremos
que el semigrupo asociado al modelos propuesto es diferenciable. Esto en particular implica
que la solucién posee un efecto regularizante entre otras propiedades importantes. Veremos

en particular como este resultado implica el decaimiento exponencial de las soluciones.

1.1. Objetivos

El principal objetivo de este trabajo es estudiar el problema de transmision con disipa-
cion viscosa localizada como se muestra en la figura 1.1. Este modelo posee una ecuacion
compleja pues tiene coeficientes discontinuos y el modelo debe ser desarrollado sobre con-
juntos abiertos disconexos. Por lo tanto el problema de la buena colocacién no es simple,

es necesario usar muchas técnicas del Analisis funcional que no son frecuentes.

A seguir enumeramos los objetivos especificos de este trabajo.

1. La buena colocacion de la ecuacion de vigas.- Existencia, unicidad y dependencia

continua de la solucién con relacion a los datos del problema.

2. El decaimiento de la solucién del problema. Verificaremos el decaimiento es expo-

nencial.
3. La diferenciabilidad del sistema

4. Estudiaremos las principales consecuencias de que el modelo tenga un semigrupo

diferenciable.

5. El orden los los componentes de la viga y su influencia sobre los resultados anteriores.
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1.2. Hipodtesis

1. El semigrupo asociado al modelo es exponencialmente estable.
2. El semigrupo asociado al modelo es Diferenciable

3. El orden de las componentes de la viga no incide en la estabilidad y diferenciabilidad

del modelo.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo estudiamos resultados importantes del Analisis Funcional que seran
usados en este trabajo, estos resultados estan probados y generalizados en los siguientes

libros [1, 2, 12, 8].

2.1. Notaciones

Espacios de Funciones Continuas Usaremos las siguientes notaciones para m =

0,1,2...
Cm(Q) = {f € C°(Q); D f € C°(Q), V|a| < m},
Ce(Q) = {f € C°(Q); Df € C°(Q), Y|a| <m, D*f(z) =0, z € 09Q,]a| <m —1},
Ce(Q) ={f € C*(Q); IK C Q compacto, f(x) =0, Vx € Q\ K}.

Sucesion de Cauchy

Sea (X, d) un espacio métrico, diremos que una sucesiéon (x,)2°, C X es de Cauchy si

dado € > 0 existe ng € N tal que

n,m>nyg = dT,,r,) <e.

13
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Espacios completos

Un espacio métrico (X, d) es completo, si toda sucesién de Cauchy en X es convergente.

Espacios de Banach

Se dice que X es un espacio de Banach, si es un espacio vectorial normado y completo.

2.2. Espacios L?

Sea ) C R™ un conjunto abierto, para p > 1 definimos
LP(Q) ={f:Q— R, f mensurable y /Q |f(z)|P dz < oo}.
El conjunto
L>®(Q)={f: Q2 — R, fmensurable y |f(z)| < C, casisiempre en Q},

observe que para p = 2 los espacios L? son espacios de Hilbert.

Que f sea mensurable quiere decir que f es limite de una secuencia de funciones simples
sobre €.

Su producto interno (f, g) = / f(z)g(z)dz induce la norma || f|* = / |f(z)|*dz, y la
Q Q

convergencia débil f, — f & / fugdx — / fgdz.
Q Q
Teorema 2.1 Los espacios LP()) son reflexivos para 1 < p < 00.

Este teorema nos dice que secuencias limitadas en LP(§2) poseen subsecuencias conver-
gentes en la topologia débil, esto es cualquier secuencia limitada f, € LP({2) posee una
subsecuencia que converge débil en LP(€).
El Teorema de la Representacién de Riesz nos dice que el espacio dual de LP(QQ) es
L9(Q)), esto es
[LP(Q))" = L),
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donde ;1) + % = 1. Asi tenemos que
L>(Q) = [LY(Q)]"

Teorema 2.2 (Desigualdad de Holder) Sean 1 < p,q < oo, con }D + % = 1. Entonces
siu e LP(Q) yv e LIQ), se tiene la desigualdad de Holder

/Q|uv| de < |[ull o 9]l Loy

2.3. Espacios de Sobolev W7

Estos son espacios de derivadas débiles. La derivada débil es definida a seguir

Definicién 2.1 Diremos que una funcion f € LP(Q2) posee derivada débil si existe una

funcion v € LP(§2) tal que

0
/Qf(x)axiga(x)dx = —/Qvgo(x)dx, Yo e C3(Q) i=1,...n.

Note que si f € C*(Q) tenemos que v = f(x) en el sentido clésico.

al’i

Anélogamente definimos derivadas débiles de orden superior, usando la notacion de multi-

indices.

a\ocl
aeN' a=(a, - ,0n), |a= ZO‘“ Def = f

xan

Diremos que g es la derivada débil de orden « si

/ f(2)Dp(a) dx = (~1) / g(2)p(x) dz, Yy € C(Q).

Con estas notaciones, introducimos los espacios de Sobolev.

Whr(Q) = {f € L"(Q); D*f € L(Q), la < 1}.
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La derivada en el sentido débil. Para m > 1 definimos
Wmr(Q) = {f € LP(Q); D*f € L*(Q), |a] <mj],
es un espacio vectorial normado y completo con la norma

1/p

||f”m7p = Z \/QlDOéf(ZL'”p dx

laj<m

Teorema 2.3 Los espacios W™P(Q) son reflexivos para 1 < p < oo.

Esta propiedad es muy importante porque nos permite caracterizar la convergencia

débil.

Cuando p = 2 los espacios son de Hilbert y denotados como
Wr(Q) = H™(9),

su producto interno:

(f. 9 = / SO DefDegdr = |f|2 = / S Do R,

alm alm

la convergencia débil es dada por

fu= 1 e (s 9m = (f,9)m,

para todo w € H{"(2) tenemos D*w(x) = 0, |a] < m — 1 sobre 012,
definimos

. S
W™ () = C°(Q) .

La clausura de C§°(2) con la topologia fuerte de WP,

Teorema 2.4 (Desigualdad de Gagliardo Niremberg) . Sea u € W'P(a,b) enton-

ces tenemos
4

w If)] < C (/ b ek " (/ P i) "
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Teorema 2.5 (Derivadas intermediarias) Sea u € L(a,b) tal que u™ € LP(a,b)

entonces tenemos que

u? e LP(a,b), j=1,---,m—1,

y ademds tenemos

() L= @)=
[u o < ellulle + cllull ™ ||| .

Teorema 2.6 (Desigualdad de Poincaré) Sea Q C R”, tal que u € Wy*(Q) entonces

/|u]p dx < c/]Vu|p dx.
Q Q

tenemos

2.4. Espacios de Hilbert

Es esta seccion enunciaremos las principales propiedades de los espacios de Hilbert que
usaremos en este trabajo, un resultado importante en el estudio de las ecuaciones diferen-
ciales, es el teorema de la representacion de Riesz que caracteriza los espacios duales de
los espacios de Hilbert, este teorema es un punto de partida para las formulaciones varia-
cionales que son usadas para la definicién de soluciones débiles de ecuaciones diferenciales
parciales.

Recordemos que dado un espacio normado FE, su espacio dual denotado como E*
definido como

E*={T:FE — R, T eslineal continua} .

Teorema 2.7 (Representacién de Riesz (TRR.)) Sea H un espacio de Hilbert, con
producto interno (-,-)g y sea H* su espacio dual, entonces para todo T € H* existe un

unico elemento uw € H tal que

T(w) = (u,w)q.

Este resultado nos caracteriza todo elemento del espacio dual, es decir, todo elemento
del dual puede ser representado a través de su producto interno, esto es w, converge débil

en H espacio de Hilbert, esto es
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w, = w e (wy,v) = (w,v).

En particular este resultado es muy importante para caracterizar la convergencia débil.
Gracias al Teorema de la representacién podemos probar que todo espacio de Hilbert es

reflexivo.
Teorema 2.8 (Reflexividad) Todo espacio de Hilbert es reflexivo.

Este teorema nos dice que secuencias limitadas en un espacio de Hilbert, poseen sub-

secuencias que convergen en la topologia débil.

A través del TRR. podemos identificar el dual [L?(£2)]", con el espacio L?(2) estos dos

espacios se identifican, a través de la aplicacion

f—=1T, Tr(w) :/wad:v.

Una generalizacion del Teorema de Representacion, es el Teorema de Lax-Milgran, que
establece todo elemento del dual de un espacio de Hilbert puede ser representado a través
de una bilineal a(-,-) que verifica las condiciones de un producto interno excepto por la

simetria. Justamente en este punto radica la generalizacién.

Teorema 2.9 (Lax-Milgram) Sea H un espacio de Hilbert, sia : H x H — C es una
forma bilineal, continua y coercitiva, entonces para cada F € H', existe un unico u € H

tal que

a(u,v) = F(v), para todo v € H.

A continuacién un resultado a utilizar muy importante en la Teoria de distribuciones, el
Lema de DuBois Raymond. Denotemos por LI () al siguiente espacio

LP

loc

Q) ={f: Q>R /|f|pdx<oo, vV K C Q compacto }.
K
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Lema 2.1 (DuBois Raymond) Sea f € L} () verificando

/Q f@)d@)de=0 Vo e CF(Q),

entonces f(x) =0 casi siempre en €.
El Lema de DuBois Raymond implica la densidad.

Teorema 2.10 (Densidad) FEl espacio de las funciones C§°(2) es denso en LP(2) para
todo p > 1.

2.5. Operadores Compactos

Definicién 2.2 Sea E, F dos espacios normados completos y sea T : E — F. Diremos

que T es compacto si T llevaconjuntos limitados de E a conjuntos compactos de F.
El teorema siguiente es esencial a la hora de mostrar la compacidad de un operador.

Teorema 2.11 (Operadores Compactos) Sea T : E — E un operador compacto con

E un espacio normado de dimension infinita entonces tenemos

1. 0eo(T),

2. o(T)\ {0} = AV(T) \ {0},

3. Uno de los siguientes casos sucede.
a) o(T) = {0}
b) o(T)\ {0} es un conjunto finito

c) o(T)\ {0} es una secuencia convergiendo para cero.
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2.6. Desigualdades importantes

Desigualdad de Holder:

. 1 1 aP b
Sia,b>0y1<pqg<ootalque —+-=1, entonces ab < — 4+ —.
p q p q

Esta desigualdad es muy usada en el caso p = 2, donde tenemos

2 b2
+_7

ab a
2 2

IA

y también cuando queremos que un factor sea mucho menor que otro

1 q
ab = (9) (eb) < —aP + b1,
e ep g
q

. 1 € 1
tomando € — 0 sigue que — — 00. Denotando por 6 = — y por tanto ¢; = — podemos
ePp q ePp

reescribir esta propiedad de la siguiente forma

ab < csaP + ob.

2.7. Teoria de Semigrupos

Diremos que la familia de operadores S(t), t > 0, es un semigrupo de operadores

definidas sobre X, tal que S(t) € L(X) si para todo t > 0 se verifica
S(0) =1, S(t+s)=S(t)S(s).
Entre los principales teoremas esta el Teorema de Hille- Yosida y Lummer Phillips.

Definicién 2.3 Diremos que un semigrupo S(t) sobre el espacio de fase X es de contrac-

ciones st

[SEeex) < 1.

Definicién 2.4 Diremos que un semigrupo S(t) sobre el espacio de fase X es exponen-

cialmente estable si existe v > 0, tal que

1S cx) < ce™.
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Definicién 2.5 Diremos que un semigrupo S(t) definido sobre el espacio de fase X es
instantdneamente diferenciable si la funcién t — S(t)x € C*(]0,T); X), para todo = en el

espacio de fase X.

Teorema 2.12 (Teorema de Hille-Yosida) Un operador A es generador infinitesimal
de un semigrupo de contracciones definido en el espacio de fase H (espacio de Hilbert) si

y solo si
» A es un operador cerrado y D(A) es denso en el espacio H

= Ry Cp(A) y (A —A)7Y| < 5, para todo X > 0.

Teorema 2.13 (Teorema de Lummer Phillips) Sea X un espacio de Banach y A :
D(A) C X - X

» Si A es disipativo e Im(Aol —A) = X para algin Ay > 0, entonces A es el generador

infinitesimal de un Cy-semigrupo de contracciones en X

s Si A es el Generador infinitesimal de un Cy-semigrupo de contracciones en X, enton-
ces Im(A — A) = X para todo A > 0 y A es disipativo. Mds ain, Vo € D(A),Vz* €
F(x), se tiene que Re (Ax,z*) <O0.

Una propiedad muy 1til para usar junto al Teorema de Pruess, es que el operador

resolvente, es una funcién Holomorfa.

Teorema 2.14 (Holomorfia del Operador Resolvente) FEl operador resolvente (A —

A)~1 es holomorfo sobre el conjunto p(A).

En efecto
A=A —(ul—A) = M —A)7 [I— A —A) (u] —A)7]

= M —=A) " (ul — A [l — A=\ + A
= (A=A (= A (A—p).
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Dividiendo por A — p tenemos

(M- A>_1 — (ud - A)_l -2
1 =—(ul—A)".
,\IEL A—p (n )

Por tanto

T = A = = (T = )

O

En particular el operador resolvente es continuo. Luego (1Al — A)~! lleva limitados en
limitados. Por lo tanto para probar que el resolvente sea un operador limitado sobre todo

el eje imaginario bastard limitar este operador para valores grandes de \.

Estabilidad

Los resultados de estabilizacion de sistemas dindmicos son importantes para determi-
nar su variaciéon en tiempos grandes. La mayor dificultad en caracterizar el decaimiento
es por la dimensién, en dimension finita la estabilizacion depende exclusivamente del

espectro del operador A.

Teorema 2.15 (Estabilidad en dimensién Finita) Sea A una matriz, denotemos por
o(A) su espectro, entonces la solucion de la ecuacion Y — AY =0, Y (0) =Y, decae
exponencialmente, si y solo st

Re méxo(A) < 0.

En dimensién infinita la caracterizacién es mas compleja, observe el siguiente resultado

debido a Jurgen Pruess.

Teorema 2.16 (Teorema de Estabilidad de Pruess) Un semigrupo de contracciones

S(t) = et sobre H espacio de Hilbert es exponencialmente estable:

HS(t)”E(H) <Ce " Vt>0 siysdlosi iR C p(A) y||GA[—A)7 < C, VA eR.
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Teorema 2.17 Sea A generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones en H.
Si sup{s > 0,[—is,is] C p(A)} < oo, entonces existe una secuencia (Uy, F,,) € D(A)xH

verificando |Uy,|| = 1, F,, — 0 y ademds
iU, — AU, = F,, — 0.

Prueba: Denotemos por N' = sup {s > 0, [—is,is] C p(A)}, por hipétesis sup N =
A < 0o, entonces existe \, € N que se aproxima al supremo \, note que A no pertenece
al resolvente de A.
En efecto, supongamos por el contrario que A € p(A), al ser p(A) un conjunto abierto
tendriamos que

A+e € p(A), e>0

lo que contradice la maximalidad de .
Asi tenemos:

| @iAnd —A) " g =00 pues A ¢ p(A).

Por la definicién de una norma, existe una secuencia F, € H, tal que ||F,|| =1y

| (iXg] — A E|| = o0 U, € D(A),

14
1

U, E, .
Haciendo U,, = — F,=— verificamos ||U,|| = 1, F,, — 0.
Ul Ul
Y ademas: i\, U, — AU,, = F,, — 0 lo que prueba el resultado. O

Teorema 2.18 Teorema del Funcional de Liapunov.

Sean Cy, Cy,~y niumeros positivos. Sean L(t) y E(t) funcionales tales que

CoB(1) < L() S OLEW) y S L(t) +70E(H) <0,
entonces
&1

B(t) < - E(0)e .

— Co



24 CAPITULO 2. APORTES DEL ANALISIS FUNCIONAL
2.8. Diferenciabilidad del semigrupo.

Definicién 2.6 Diremos que un semigrupo es diferenciable si para todo x € H, la funcion

t — S(t)x es diferenciable para t > 0.

Algunos autores llaman a esta propiedad de diferenciabilidad instanténea.
A continuacién enunciaremos algunas propiedades de semigrupos diferenciables.

At es diferenciable, entonces es infinitamente

Teorema 2.19 Si un semigrupo S(t) = e
diferenciable, ademds tenemos que AS(t) € L(H) y S(t) es un semigrupo continuo en la

norma uniforme L(H), para t > 0.

At

Teorema 2.20 Si un semigrupo S(t) = e es diferenciable, entonces es infinitamente

diferenciable, en la norma uniforme L(H), para t > 0

Teorema 2.21 Sea un semigrupo S(t) = e es diferenciable para t > 0, si A € d(A)

entonces e € o(Aelt).

Aunque estas propiedades son importantes no nos dicen nada acerca de algtn criterio
para que el semigrupo sea diferenciable, los resultados siguientes nos daran una caracte-
rizacién al respecto.

El siguiente teorema presenta una condicién necesaria y suficiente, para la diferenciabili-

dad.

Teorema 2.22 Sea el semigrupo S(t) = e, tal que ||e™|| < Me™ es diferenciable para

t >0 sty solo si existen a,b, c tales que

Y={AeC; ReA>a—0bin(|ImA]) C p(A)};

| (A — A7 < e[ Im), AeX, Rex<w, ceR
Una consecuencia muy importante:

Teorema 2.23 Sea S(t) = et es diferenciable para t > 0, tal que ||e™| < Me™ verifi-

cando para algun 1 € R
(It ((p+inI = A7 <C p>w,

entonces S(t) es diferenciable para t > 0.
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Lo cual es una condicién suficiente para la diferenciabilidad, este resultado es importante,

pues si el semigrupo es de contracciones tenemos
e <1, w=0, M=1.
Asi para probar que S(t) sea diferenciable, basta probar

Teorema 2.24 (Diferenciabilidad del Semigrupo) Sea S(t) = e un semigrupo de

contracciones sobre ‘H espacio de Hilbert, si
iR Cp(A) y Wm(ADIGEAM —A) [ <C, YAeR
Entonces S(t) es diferenciable para t > 0.

Condicién suficiente para la diferenciabilidad.

Observe que para valores de |7| > 1 vale

In(|7[*)

IN

Il

1
lo que implica que In(|7]) < —=|7]*, Vr > 1.
a

Asi procedemos a probar un resultado mas simple y suficiente para la diferenciabilidad.

Corolario 2.1 Sea S(t) = e un semigrupo de contracciones sobre H espacio de Hilbert,
St

RCp(A) y |7]*GrI—A)7|<C, VreR, a>0,

entonces S(t) es diferenciable para t > 0.

2.9. Soluciones de una Ecuacién de Vigas

A continuacion la soluciones débiles y fuertes de la ecuacién de vigas de Eurler Ber-

noulli

() Ugy)zz + B(x)u = f. (2.1)
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Satisfaciendo las condiciones de contorno
u(0) = u(l) = u,(0) = u,(¢) = 0. (2.2)
Tenemos el siguiente Teorema

Teorema 2.25 Sean o, € L*(0,(), verificando 0 < ap < a(z) y 0 < By < B(x) casi
siempre en |0,¢[. Entonces para todo elemento f € H~2(0,() existe una tnica solucién

débil de (2.1) verificando

¢ ¢
| @t do+ [ Baupde =< fop> o€ HO.0)
0 0
verificando la ecuacién de contorno (2.2).

PRUEBA.- Para mostrar este teorema usaremos el Lema de Lax Milgran, o el teorema

de la Representacion de Riesz, para esto consideraremos el espacio
¢
V= 0.0, ol = [l + el + ol do.
0

y la bilineal o producto interno

a(u,v) = /eoz(x)umvm dx + /Zﬁ(zv)uv dx.
0 0
Note que a(-,-) es una bilineal continua, simétrica y coercitiva, pues
|a(w, v)| < ellwllv([ullv,
a(w,v) = a(v,w),
a(v,v) = cl|vfy.

Respectivamente, el Lema de Lax Milgran garantiza que existe un tnico elemento u €
H3(0, ) verificando
a(u,v) =< f,v> Yo eV = H0,/),

de donde sigue el resultado.

Definicién 2.7 Diremos que una solucion débil es fuerte cuando esta pertenece al domi-

nio del operador diferencial.
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En este caso para probar la existencia de la solucion fuerte, debemos exigir que las fun-

ciones a y 3 sean de clase C? y que f € L*(0,/).

Teorema 2.26 (Soluciones fuertes) Sean «, € L>(0,¢) N C?(0,¢), verificando 0 <
ap < a(z) y0 < By < B(x) casi siempre en ]0, £]. Entonces para todo elemento f € L*(0, ()
eziste una tinica solucion fuerte u € H*(0, () verificando (2.1) y la condicién de contorno

(2.2).

PRUEBA.- Claramente tenemos que se verifican las condiciones del Teorema 2.25 luego

existe una solucién verificando

/Oea(l’)ugcz@mz dx + /Oeﬁ(x)ugo dr = /OZ f(2)p dx,

considerando u como distribucién y ¢ € C§°(0,¢) tenemos que

¢ ¢ ¢
xx|TT d d - d,
[ el dot [ saugdo = [ e do
de donde

¥/
/0 (02 tigalas + B(x)u— f)o dz =0 Y € C2(0,0).

Por lo tanto distribucionalmente tenemos
() Upe)watB(@)u—f =0 = [(2)Upr)ee = —B(x)ut+f € L*(0,£) es un auotovalor de A.

Asi concluimos que

a2)uy, = G € H*(0,4)

De donde sigue que u € H*(0, /) O
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Capitulo 3
El modelo matematico

En este capitulo estudiamos la ecuacién de viga de Euler-Bernoulli, formada por tres
componentes. Una de ellas es del tipo elastico, sin ningtin mecanismo disipativo, la segunda
componente posee un mecanismo friccional y la tercera componente es formada por un
material viscoso del tipo de Kelvin-Voight. Por ser materiales distintos con diferentes
coeficientes elasticos el modelo resultante es una ecuacién con coeficientes discontinuos de
primera especie, este modelo es también conocido como problema de transmision. Estos
problemas han sido estudiados principalmente por su comportamiento asintético, existen
muchos trabajos donde se muestra que la soluciéon decae exponencialmente para cero.

Comenzaremos nuestro estudio considerando la ecuacién general de la viga, usando la

Teoria de Euler Bernoulli.

3.1. Deducciéon Fisica

Los materiales visco elasticos son muy utilizados en la construccion civil, sobre todo
en la elaboracion de aisladores sismicos, estos materiales poseen leyes constitutivas donde

la relacion de tension o deformacién € es dada de la siguiente forma
0 = g€ + 1&¢

Quiere decir que la tensién depende por un lado de la ley Hooke: (tensién proporcional a

la deformacién) pero también de la velocidad con que se deforma el cuerpo, donde «y, oy

29
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son los médulos de Young respectivos.

En este proyecto estamos interesados en estudiar los modelos de vibraciones de estos

materiales, los cuales son todos tridimensionales por tanto sus deformaciones son vectores
de tres dimensiones, pero los podemos subdividir en dos tipos especiales de acuerdo a sus
proporciones.
Cuando existen dos dimensiones mucho mayores que la tercera, entonces llamamos al
cuerpo de placa, ejemplos de placas es la lamina de un tambor, la superficie de un barco,
o el ala de un avion; el otro tipo es cuando una de las dimensiones es mucho mayor que
las otras dos, como los puentes, en este caso llamados al cuerpo de viga.

En este trabajo nos centraremos en el estudio de vigas visco elasticas de Euler Ber-

noulli.

En la figura previa tenemos una viga afectada por una fuerza distribuida, haciendo que
se deforme, tal deformacién es la que queremos calcular, si realizamos un corte transversal
a la viga observaremos el eje neutro, el que proporcionard la posicion de toda la viga, tal

como se muestra en la siguiente imagen.

I | q‘"'nunn"‘

e

En la Figura de la izquierda, se muestra el eje neutro y la viga en su posicion inicial
de reposo, mientras que la figura de la derecha, muestra la posicién de equilibrio.
Nuestro interés es encontrar una funcién cuyo gréafico defina la posicion de equilibrio de
la viga.

Observe las fuerzas cortantes (esfuerzo interno resultante de las tensiones paralelas a

la seccién transversal de una viga produciendo oscilaciones).
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Analizando los momentos en el diagrama de cuerpo libre tenemos

dx

(M+dM)— M — (V +dV)dz — qu(?) = 0.

En donde V' representa la fuerza cortante, ¢ la fuerza distribuida que actia sobre la viga
y dx es la longitud, observe que estamos calculando los momentos en el extremo izquierdo
de la viga y por tanto sélo aparecen las fuerzas cortantes hacia abajo. Despreciando los

productos entre diferenciales obtenemos

M

dM —Vdx =0 — =1V, 3.1
. =, (31)

cuando toda la viga es homogéneamente viscosa, el momento flector es dado por
M = alug, + agtgy.

Donde « es el modulo de Young, y aq es la constante viscosa, I es el momento de inercia
de la seccién transversal, u(z,t) la deformacién transversal del punto x del eje neutro de

la viga en el instante ¢. Recordemos la fuerza cortante dada por V', segun (3.1) asi

d
V=—M,
dx
usando la segunda ley de Newton para las oscilaciones encontramos que

d
putt = ——V + F
dx

Asi tendremos que la ecuacién de Vigas para F' = 0 es dada por

Pl + QUgpre + QAoUgraat = 0. (32)

Cuando existen fuerzas externas distribuidas F' actuando sobre la viga, la ecuacion resulta

PUt + QUpree + QoUzrpat = F. (33)
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Otro punto interesante en el estudio de las oscilaciones de vigas es cuando el material es
parcialmente viscoso, esto es cuando el material posee una componente que es simplemente
elastica, sin ningun tipo de mecanismo disipativo; en este sentido tenemos los trabajos de
[3, 6], donde los autores prueban que el sistema es exponencialmente estable.

En la literatura que trata sobre los problemas localizados son considerados apenas dos
tipos de materiales: uno viscoso y otro simplemente eldstico; en este trabajo considera-
remos una componente adicional que es aquella producida por fuerzas externas como la
fuerza de friccién, el propdsito es mostrar como esta tercera componente modifica (o no)
el comportamiento de la viga, esto es, saber si el orden de las componentes es importante
o no en las propiedades asintoticas, o si existe un orden donde la estabilizacién sea mas

rapida.

3.2. El problema de transmision

Consideraremos una viga configurada sobre el intervalo ]0, [, cuyas componentes se

encuentran distribuidas sobre los subintervalos
T =)0, 6o[Ullo, 4]U]¢4, €]

Observe que I =0, ¢[\{{o, £1}. Inicialmente consideramos la parte eldstica que denota-
remos por Ix concentrada sobre el intervalo |0, /o[, la componente con disipacion friccional
se localiza sobre el intervalo |y, ¢1[ denotado como I y finalmente la componente viscosa

concentrada en ]¢q, ¢ que la denotaremos como Iy .

) IE IF IV
I Parte Elastica  Friccional Visco Eléstica
“h - ~ 7~ - I - N7
-~ : : -
fo gl 4

Figura 3.1: Modelo 1



3.2. EL PROBLEMA DE TRANSMISION 33

Aqui los tamanos de cada subintervalo pueden ser arbitrarios, sélo nos preocupamos
por sus posiciones, los llamamos modelo I, IT y IIT cuando la componente Friccional, com-

ponente elastica y componente visco elastica estan en el medio de la viga, respectivamente.

Note que en estos casos las leyes constitutivas poseen discontinuidades, o y g en
x=4Vyy x=1"{yquel noesun conjunto conexo. Asi en este caso el momento flector es
dado por

M = qug, + g Upat

Y el mecanismo friccional lo vamos a considerar como una fuerza externa F = —oquy.

Substituyendo en (3.3) tenemos
P+ (@ Uzz)pr + (0 Ugat)ew + 01ug =0,  en I x RY. (3.4)

Los mecanismos localizados producen leyes constitutivas discontinuas para los coeficientes

en x =l y x = {1, los que se comportan de la siguiente forma

p1, = € (0,1p) ar, = € (0,lp)
p() =94 p2, x € (lo,ly) alx)=1 as, z€ (lo,h)
p3, x € (I,1) as, = € (Iy,1)
0, z € (0,1lp) 0, z € (0,1lp)
ag() =4 0, z € (lo,l1) ai(x)=14 b z€(loh)
Ko, T € (I1,1) 0, z € (I3,1)

donde p;, a;,b y kg son constantes positivas.

Consideraremos las siguientes condiciones de contorno
u(0,t) = u(l,t) = uz (0,t) = u, (¢,t) =0, (3.5)
y las condiciones iniciales

w(z,0) = ug(x), u(z,0) = ug(x). (3.6)
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El modelo debe satisfacer las siguientes condiciones de transmision

u(l;) = u(ly) ua(l;) = ua(€7) (3.7)

)

Para i = 0,1, donde M = aug, + Qovpy.



Capitulo 4
Buena colocacion del Problema

A continuacion estudiaremos la buena colocacion de nuestro modelo
P Ut + (O Upg) g + (0 Ugat)ze + s = 0, en I X Ry (4.1)

Esto es probaremos existencia, unicidad de u(x,t) y dependencia continua en relacién a
los datos del modelo, para esto usaremos técnicas de la teoria de semigrupo que pueden
ser encontradas en los libros [6, 8] asi como también en el capitulo 7 del libro de Brezis [2].
Para un estudio mas avanzado sobre las propiedades de la Teoria de semigrupos sugerimos
el libro de K.Engel y R. Nagel [14].

Los mecanismos localizados producen leyes constitutivas discontinuas para los coefi-

cientes en los puntos x = {5 y « = ¢1. Los que se comportan de la siguiente forma

p1, x € (0,1p) ar, x € (0,lp)
p(x) =9 p2, x € (lo,lh) @) =9 ag, v € (lop,lh)
p3, T € (Iy,1) as, = € (Iy,1)
0, z € (0,lp) b, x € (0,lp)
ap(w) =19 0, z € (lo,ly) (@)=1 b, z€ (lh)
Ko, x € (I1,1) 0, x € (I1,1)

donde , p;,a;,b y Ko son constantes positivas.

35
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Consideraremos las siguientes condiciones de contorno
uw(0,t) = u(l,t) = u. (0,t) = u, (¢,t) =0, (4.2)
y las condiciones iniciales
w(x,0) = ui(x), u(z,0) = up(z). (4.3)
El modelo debe satisfacer las siguientes condiciones de transmision

u(t;) = u(tf) wa(67) = e (67) (4.4)

M(L7) = M(67) M, (£77) = M (£F). (4.5)

Para ¢ = 0,1, donde M = o, + agvz,.

4.1. Método de Semigrupos

El primer punto para usar el método de semigrupos es determinar el espacio de fase al
cual pertenecerd la solucion del modelo, el criterio que usaremos para escoger el espacio,
estd dado por el mayor espacio donde esté bien definida la energia del sistema.

Para esto multiplicamos la ecuacién (4.1) por ug, asi tenemos
PUttU_t + a(uxx)xxu_t + (QOUxxt)xxu_t + alutu_t - 0,
S 1. |Ut|2 + (au$z)zxu_t + (aouxzvt)x.tu_t + o |ut|2 = 07

integrando por partes tenemos

1d [ 1d [* ¢ ,
5%\/0 p|ut|2dw+§£ ] a|ux$|2dI+A Oé()|uxxt|2dﬂ?+/0 051|Ut|2dl':0,

De donde sigue

1d 4 Y4
—— | plug® + afug|*dr = —/ Q0| Uget|* + o |ug)?’dr < 0. (4.6)
2dt J, 0
Tomamos la energia
1 [
B(0) =5 [ phuf + alus,ds, (47)
0
y la derivada de la energia
d ‘ 2 2
EE(t) =— | apluge|” + ar|u°dz <O0. (4.8)
0

Lo que implica la disipacién de la energia en el modelo.
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Espacio de Fase H:

Para reducir a primer orden la ecuacién hacemos u; = v, asi U = (u,v)".

Para que la energia esté bien definida el espacio de fase debe verificar
u € H(0,0), ve L*0,0).
De donde definimos el espacio de fase
H = HZ(0,0) x L*(0, ).
Definimos como la norma de este espacio

Y/
W2, = / plusf? + afuge Pde.
0

El Generador Infinitesimal

Usando el vector U = (u,v)" la ecuacién puede escribirse como

d u . Ut . v
dt v Ut _(Oéu:m:)zx - (@Ovmx)xx — v ’
de donde
0 I
A=
_(O‘aa%)m - (Oéoag)m —o
Note que
u v
A =
v _(a/uxw)zx - (a()vzx)xx — v

Una vez fijado el espacio de fase, calculamos el dominio del operador A,

v

DA)=qUeH: AU = eH

_(auwx)x:v - (avaac)a:J: — v

lo que implica

D(A) = b €M :ve H0,0), QUp + agva, € H*(0,0)
v

37
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Teorema 4.1 El operador A es un Generador Infinitesimal de un Semigrupo de Con-

tracciones.

Demostracién.- Probaremos que A es disipativo y 0 € p(A). De hecho

v u
(AU, U),, = : :
_(auxx)aca: - (aovxm)xaz — v v ”

usando la definiciéon de producto interno tenemos
¢
Re (AU,U), = —/ o |Vee|® + a1 |v|?dz.
0

Por tanto el operador es disipativo.
Finalmente probaremos que 0 € p(A), esto es que para todo F' € H existe un tnico

U e D(A) tal que
AU = F. (4.11)
En términos de sus componentes tenemos

vo= [
9

(Oéu:):x)mc - (Oé(]vxx)zx +av =
Resulta que el sistema es equivalente a la ecuacion:

(au$$)$$ = (asza:)x$ - alf + 9,

verificando las condiciones de transmision y de contorno
uw(0,t) = u(l,t) = ug (0,t) = u, (¢,t) =0, (4.12)

ur(z,0) = uy(x), u(x,0) = ug(x). (4.13)
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Y las condiciones de transmision

u(l;) = u(t])

Definimos la bilineal

¢
a(u,w) —/ QUgpWepdr  Yw € HG(0,0),
0

que verifica ser continua, simétrica y coercitiva. Tomando

T(w) = / (—(00fur)es — arf — g)w do,

por el Lema de Lax-Milgran tenemos que existe un tnico u € H3(0, £) tal que

a(u,w)

Esto es u verifica

¢ ¢
/ Uy Wy AT = / (—(ofoz)ee — 1 f — g)w dz Yw € Hg((),ﬁ).
0 0

Distribucionalmente tenemos

¢ ¢
/ (U ) grwdx = / (—(0fre)ex — arf — g)w dz  Yw € HZ(0,)
0 0

Como distribuciones tenemos

(auxx ) Tx

- _<050f:cat)a:x

T(w) Yw e HF(0,7).

_alf_ga

tomando v = f, verificamos que v € H3(0,¢). Ademés

Qg + QU = —ar f — g € L*(0,7).

39

Por tanto el vector U = (u,v)" € D(A), lo que completa la prueba, por tanto A es

generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones.

En estas condiciones tenemos
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Teorema 4.2 Sobre las notaciones anteriores, para (ug,uy) € H existe una unica solu-

cion débil del problema (4.1)—~(4.5) verificando
(u,u) € C([0,T); H).

En cambio para (ug,u1) € D(A) existe una tunica solucion fuerte del problema (4.1)—(4.5)
verificando

(u,us) € CH[0,T); H) N C([0,T); D(A)).

Prueba.- Recordando la definiciéon 2.7 la prueba es inmediata por los Teoremas 2.25 y

2.26.

Terminamos este capitulo mostrando el decaimiento exponencial del sistema cuando el

mecanismo disipativo es efectivo sobre todo el dominio.

4.2. Estabilidad Exponencial

4.2.1. Meétodo de la Energia

En esta seccion consideraremos que los mecanismos disipativos son efectivos sobre todo

el dominio, esto es
ap(x) > a9 >0, ai(z)>a >0, Vzel0,/].

El siguiente Teorema es mostrado usando el método de la energia, muy usado en los anos
90, lo haremos de manera didactica, y posteriormente utilizaremos la teoria de semigrupos,
cuando la disipacion es localizada. Este método puede ser estudiado mas a fondo en los

articulos de Mitzuhiro Nakao [7] y de Enrique Zuazua [11].

Teorema 4.3 (Decaimiento exponencial) Supongamos que ay(z) > 0 para todo x €

[0, ¢]. Entonces existen constantes positivas ¢y, Co,y tales que

E(t) < alE(o)e—W.

— (o
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Demostracion.- Utilizaremos técnicas multiplicativas para conseguir este resultado. Asi

multiplicando la ecuacién (4.1) por u; tenemos

d 4
CB() = —/ (Qo|ttas 2 + |2 dz < 0.
14 0

Para mostrar el decaimiento exponencial probaremos que existe £(t) verificando

CoB(t) < L(t) < CLE(t) %E(t) FyoL(t) <0,

lo que probara el decaimiento exponencial de E(t).

Multiplicamos por @ la ecuacién (4.1)
Puttﬂ + (Oé uxx)a::z;ﬂ + (040 uxxt):r}a: + ajuu = 0.

Integrando de |0, £[
¢

d L l
— (putﬂ - %|um|2 + ﬂ|u|2> dx — / plug|*dx + / e |*dr = 0,

de donde aparece nuestro término buscado pero con otro extra

14

d l Y4
G | (i G+ i) do = [ phufae [ ol Pa.

Definimos a seguir

l
L(t) = NE(t) + / (et + e + L) dir
; 2 2

De manera que con N grande y sabiendo que %E (t) < 0, al multiplicar por N la derivada

aumentara negativamente y absorbera los términos positivos que aparecen

d ¢ ¢ ¢
—L(t) =N <—/ (v Ut |® + a1|ut|2)d:v> +/ plug|*da —/ Uty | d,
dt 0 0 0

d

‘ ¢ ‘
—L(t) = —/ (Nay — p) ]ut|2dx —/ Na0|umt\2da: - / a]um|2dx.
dt 0 0 0
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Para N grande tenemos —(Naj; —p) <0y — foe Nag |t |2 dr < 0,

d
Eﬁ(t)

IN

¢
—C’E(t)—/ Noz0|umt|2dx,
0
< —CE(t).

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y Poincaré tenemos

¢ 1/2 ¢ 1/2 ¢y o
(/ |u]2dac) (/ |ut|2dx> +/ |t | + —=H|uldz,
0 0 0 2 2
¢ 1/2 ¢ 1/2
C (/ |ux|2d:v) (/ |ut|2d1’)
0 0

Como u,(0) = 0 por la desigualdad de Poincaré y de Holder tenemos

IN

0
— 7)) 2 aq 2
a Yz o d
/Outu+2|u |+2|u| x

IN

‘o
+/ —|tge|? + Clug|*d.
0 2

¢

< c/ |ut|2—|—|um|2dx,
0

< CE().

¢
_ ., O 2  Q1, o
5 Yz 5 d
/Outu—i—2|u | + 2|u| x

De donde
¢ (7)) (03]
—CE(t) < / w i + 7|um|2 + 7|u|2d:v < CE(t).
0
Sumando NE(t) a la desigualdad

l
(N — Co)E(t) < NE(t) +/ usT + %|um|2 v %|u|2d:v < (N + Cy)E(®),
0

(N —Co)E(t) < L(t) < (N + Co)E(t).

Multiplicando por N:LOCO
—CE(t) < N_+ Ooc(t).
De lo obtenido anteriormente y como %E (t) <0
d —C

— < - <
dtc(t) < -CE®) < N + Cy

L(1),
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asi L decae exponencialmente, es decir
L(t) < L(0)e ™,

de donde
C

N +Cy’

By < V0o

E —ot —
=N _ OO (0)6 ’ Yo

lo que prueba el decaimiento exponencial de la energia.

Observe que asumimos la existencia de disipacion sobre toda la viga, el caso de la
disipacion localizada es mas complejo, para este caso es mejor abordar el problema usando

el Teorema de Pruess.
Estabilidad Exponencial

Teorema 4.4 Teorema de Estabilidad de Pruess.
Un semigrupo de contracciones S(t) = e sobre H espacio de Hilbert es exponencialmente

estable, es decir ”S(t)Hﬁ(H) <Ce " Vt>0 siysdlo si

iR C p(A) y |G\ — A <C, VYreR.

Este resultado lo abordaremos al final, observaremos de tal manera que bajo ciertas cir-

cunstancias la estabilidad exponencial se volvera una consecuencia de la diferenciabilidad.
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Capitulo 5

Diferenciabilidad

Nuestra viga es compuesta por tres tipos de materiales diferentes, asumiremos que la

viga presenta la siguiente distribucion

, IE I,F IV
R Parte Elastica Friccional Visco Elastica
- ol ™~ e R ot ™
ey : \ ‘L
. 3 >
g() él e

Figura 5.1: Modelo I

La diferenciabilidad de un semigrupo es una propiedad importante, tanto como la
analiticidad, la principal diferencia es que las funciones analiticas pueden desarrollarse en
series de potencias, en cambio la diferenciabilidad del semigrupo no implica que exista una
serie de potencias convergentes que pueda representar el semigrupo en algin intervalo.
La analogia es que tanto los semigrupos analiticos como los semigrupos diferenciales son
infinitamente diferenciables para todo ¢ > 0, esto significa que las soluciones del corres-
pondiente modelo son infinitamente diferenciales para ¢ > 0 independientemente de que

los datos iniciales sean regulares.

Recordemos que todo semigrupo analitico es diferenciable, el reciproco de esta pro-
piedad es falso, més aun semigrupos diferenciales no son analiticos en general, no existen

muchos ejemplos de semigrupos diferenciales en la literatura matematica. Mostraremos

45
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que el modelo de vigas con disipacién visco elastica localizada tipo Kelvin-Voight, define

un semigrupo diferenciable, lo cual sera un resultado inédito.

El modelo

Como los coeficientes elasticos son discontinuos en los puntos ¢, ¢; sobre el intervalo

10, ¢[, debemos desarrollar el modelo sobre el conjunto
I =10, 6o[U)bo, £1[U) 1, 1.
La ecuacién del movimiento es dada por
p g+ (Uzz)pe + (0 Ugat)ww + @1uy = 0, en I x RS (5.1)
Con condiciones de contorno
w(0,t) = u(l,t) = u,(0,t) = u,(¢,t) =0, (5.2)
y las condiciones iniciales
u(z,0) = up(x), u(z,0) = ug(x), (5.3)
El modelo debe satisfacer las siguientes condiciones de transmision

u(ly) = u(tf), ua () = ua(67), (5.4)

(2

M(E7) = M), M (67) = M, (£). (5.5)

K3 2

Para + = 0,1, donde M = oz, + agUzs.

Asumiremos que

alz) >a>0, Veel0,l,a0>0a1>0, xe€l[l,l], ao(z)=0, Vz¢&ll,],
ar>as >0, xe€ [fl,g], O[l(ZL‘) =0, YV ¢ [60,61].

La energia asociada al modelo es dada por

1 14
E(t) = 5/ ol + o] da. (5.6)
0
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Resultado Principal

En este capitulo probaremos que el semigrupo asociado al modelo 5.1 es diferenciable

en el sentido de la definicién 2.6, para esto usaremos un corolario del siguiente teorema

Teorema 5.1 (Diferenciabilidad del Semigrupo) Sea S(t) = et un semigrupo de

contracciones sobre H espacio de Hilbert, si
R Cp(A) y WmADGM —A)T<C, YA >e.
Entonces S(t) es diferenciable para t > 0.

Usando la propiedad
In(|7]) < C|7|", V|| > 1,

tenemos el siguiente corolario

Corolario 5.1 Sea S(t) = e un semigrupo de contracciones sobre H espacio de Hilbert,
si iR C p(A) y
APIIGAL = A)TH < C, VA > e,

Entonces S(t) es diferenciable para t > 0.

Recordemos el espacio de fase

H = H0,¢) x L*(0,0). (5.7)
El Generador Infinitesimal
0 I
A= ,
_(aag)m - (aoag)m — o
su dominio
D(A) = “ EH:UEH&(O,E}, Oy —l—onvaHQ(O,E) ,
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la norma del espacio de fase

YA
U2, = / plusf? + afugs Pde, (5.8)
0

recordemos que
Re (AU, U),, = — /é o |Vee|* + a1 |v]? dz <0, (5.9)
0
Esta condicion es muy importante para obtener las hipotesis del corolario 5.1.
La Ecuacion resolvente en términos de sus componentes es dada por
iNu—v = f en 0,4, (5.10)
IA + QUgprr + QoUsper + 1V = ¢ en |0, /. (5.11)

Debido a la discontinuidad de los coeficientes en £y, 1 recordamos las condiciones de

transmisiéon

u(ly) = u(ty) ua(07) = ua(6F), (5.12)
) = M (6}). (5.13)

Para i = 0,1, donde M = oy, + agUzy.

Un primer punto importante es que la familia de resolventes del operador A no son

compactos
Teorema 5.2 El operador resolvente de A definido por (5.1)-(5.13) no es compacto.

Prueba.- Si el operador resolvente fuera compacto, entonces el espectro de A estaria
formado solo por los autovalores de A. Probaremos que el espectro de A posee términos
que no son autovalores, por tanto por el Teorema 2.11, concluimos que el resolvente de A
no puede ser compacto.

De hecho, consideremos la ecuacién resolvente sobre la parte viscosa, recordemos que en

esta parte de la viga a; = 0 por tanto la ecuacion es dada por

AM—v = f en |01,(], (5.14)

A+ QUgprr + QoUpzze = § en |01, /]. (5.15)
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Para A € C, sustituyendo (5.14) en (5.15), tenemos
A+ Uggr + 00N Ugzze = G+ Q0foaee €m0, ],
o equivalentemente
A+ (@ + o\ Ugpee = G+ Q0 fozae en |01,1].
Escogiendo A = _o% de tal forma que a + agA = 0, tenemos
A = g+ a froan en |01, 1].
Observe que (f,g) € H en particular tenemos f € H?(0,(), as{

AV = g+ a(]fxzxa: S H_2 (€07€)

Por lo tanto para este valor A = _o% la segunda componente de U = (u, v), no pertenece
a L*(0, /). Por lo tanto este valor no puede estar en el resolvente de A (p(A)), luego debe
estar en el espectro de A.

Claramente A\ = —C% no es autovalor, por tanto A no es compacto.

Estabilidad fuerte

Nuestro primer paso para obtener las hipotesis de la proposicién 5.1 y probar la dife-
renciabilidad del semigrupo, es mostrar que el eje imaginario esta contenido en el operador

resolvente.
Lema 5.1 iR C p(A).

Prueba: Denotemos por N = sup {s > 0, [—is,is] C p(A4)}.
Por hipétesis sup N = X\ < oo, entonces existe \, € N que se aproxima al supremo N\,
note que A no pertenece al resolvente de A; en efecto supongamos por el contrario que

A € p(A), al ser p(A) un conjunto abierto tendriamos que

A+e€ € p(A), e>0
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lo que contradice la maximalidad de .
Asi tenemos

I (iAnd — A" leay — 00 pues A ¢ p(A).

Por la definicién de una norma, existe una secuencia F, € H, tal que ||F,|| =1y
| (M — A) ' Eol £20) — 0.

Definimos U,, € D(A) tal que U, = (A ] — A)_l F,, mds atin i\,U, — AU, = F,.

Haciendo U,, = — F, = verificamos ||U,|| = 1, F,, — 0, asi tenemos que

la secuencia verifica

iU, — AU, = F,, — 0.

Tomando producto interno

M| Unl?> = (AU, Uy = (Fo,Un)a — 0,
—Re(AU,,Up)y = Re(Fy,Uy)yu — 0.

Usando (5.9)
¢
/ a0|vn,m|2 + oz1|vn|2dx = Re(F,,Uy)% — 0,
0
de donde

v, — 0 fuerte en HZ(0,¢),

iApty = v + F, — 0 fuerte en Hy(0, 7).

Como ||u,||% = 1 tenemos la contradiccién deseada, y por tanto iR C p(A).

Procedimientos

Para probar la diferenciabilidad usando el Corolario 5.1 debemos mostrar que existe
un vy > 0 tal que
IANGA = A) ey < C, VA > & (5.16)
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recordando la ecuacién resolvente,
iNU—-AU =F, = U=(\M-A)"'F,
y su norma

AP = 4) lagn = [T sup AT = 4)7Fl) = A sup [V

Fll<1

Por lo tanto bastara probar que existe una constante C' tal que
AUl < CllFl,  VE €.

En términos de las componentes de U y de la norma del espacio de fase, la desigualdad

anterior se escribe como
¢
|/\|27/ |v|2+a|um|2dx < c||F||3{ (5.17)
0

La desigualdad (5.17) implica la desigualdad (5.16), que por el Corolario 5.1 implica la
diferenciabilidad del semigrupo, observe que la potencia v debe ser apenas positiva.

Por lo tanto en lo restante de este capitulo probaremos la desigualdad (5.17), dividi-
remos esto en dos partes: La primera, estimacién sobre la componente viscosa

0
Al ) [0 + [taa|* dz < l|U I3[ Fll3¢ + cll F'l13. (5.18)
1

La segunda estimacion sobre las componentes elasticas y friccionales
151
Y[ 1o+ uaa o < Ul Pl + el (519)
0

Para esta segunda parte usaremos las desigualdades de observabilidad, las desigualdades
puntuales de Sobolev y un Lema relativo a las ecuaciones diferenciales ordinarias. Ob-
serve que las desigualdades (5.18) y (5.19) implican la desigualdad (5.17) que muestra la
diferenciabilidad.

Estimacion sobre la parte Viscosa

La primera parte de la demostracién consiste en la estimacion sobre la componente
viscosa, la segunda parte la obtenemos por la desigualdad de observabilidad que estudia-

remos posteriormente.
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Teorema 5.3 La solucion de la ecuacion resolvente sobre la parte viscosa verifica

A / 02 4 usel? dz < U lall Fllse + el I (5.20)

Iy

Prueba.- Recordemos que
¢
Re (AU, U)y = —/ 0|V |® + i |v]? da
0

Haciendo producto interno con U en la ecuacion resolvente i\U — AU = F tenemos

iNU,U)y — (AU, U )y = (F,U ).
Tomando la parte real
¢
/ 0 |Vee|® + a1 |v|* dz = Re (U, F)y, (5.21)
0
usando la ecuacion resolvente

¢
/ Qi AUy — fm|2dx < Re(U, F)y,
0y

de donde

l
22 / coltas2dz < Ul Flln + cllFI,
1

Por otro lado de la ecuacién resolvente obtenemos iAv 4+ (QUzs) e + (VVzz)2e = G 5

aplicamos la norma || - ||3-2 y obtenemos
IMllollzz < elluasll + cllvae | + I1FIL < el Ul Fll2 + el F 5

Usando desigualdades de interpolacién tenemos

1/2
1/2 1/2
([1okas) " =l < ol el
C 1/2
< el + ol + 1F1) 2ol 12
C 1/2
< U LEI D e

|)\‘1/2
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De donde

Au/9|v|2dx < c(IUIMIUEIM + 1FN) Nzl 22,

IN

c(JUIMAIEIM + [IF DI,
c(IUNFI -+l FI7)-

IN

Y sigue el resultado

C
/, o+ el d < 355 (10 -+ L)
1%

Dado que A — oo, entonces ||U]| < C o equivalentemente || (iA] —A)""|| < C en la

componente viscosa.

5.0.1. Observabilidad

La llamada propiedad de observabilidad es una desigualdad que relaciona la energia
puntual con la energia integrada, esta propiedad fue muy usada en la Controlabilidad
exacta y en los problemas de estabilizacién cuando la disipacion de encuentra localizada

apenas en una parte del dominio. Por ejemplo considere

.
£y
[ Jx)dx<C L FJx)dx<C
0 1

—y
< 35— -~

0 /t’o a’l\ ¢

F) <C F(&)<C

Denotemos por J la energia del sistema, la observabilidad consiste en estimar la energia
puntual por la energia integrada, esto es

£y

J(h) <c J(s) ds+ C,

0
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y viceversa, asi estimamos la energia integrada por la energia puntual también

£y

(s)ds < J(ly) + C.

De esta forma se pueden traspasar las estimaciones de las componentes disipativas a las
componentes donde no existe disipacion.

Esta propiedad es obtenida a través de técnicas multiplicativas, existen dos versiones de
la observabilidad, una de ellas la méds comun es la asociada al problema de evolucién (5.1);
la segunda asociada al sistema resolvente (5.10)-(5.11). Nosotros trataremos la desigualdad
de observabilidad asociada al sistema resolvente.

Recordemos que la energia total del sistema es dada por

1 l
E(t):§/ ol + afugs|?de,
0

ademas se verifica que

d l
—E(t) = —/ o |tget|* + a1 |ug)*dr < 0.
dt 0

Denotemos la energia puntual

(lo@)* + alugs ()[*) -

N | —

J(x)) =
La Observabilidad es basada en la identidad establecida en el siguiente lema

Lema 5.2 La solucion de la ecuacion resolvente (5.10)-(5.11) sobre la parte eldstica o

friccional [a,b] C Ig U Ip verifica
b b
1 d
/a ¢ fuge|* d — i/a q%j(l’) dx
b b
= - Q(x)(aouacac)mu_x|z + (aouacx)u_:v|l; +/ alvqu_wdx +/ UQfLE + gqu_acdl‘ .

Prueba.- Multiplicando la ecuacién (5.11) por qu, con g(z) = x — r e integrando

sobre el intervalo [a, b] tenemos

b b b b
—/ vq(i)\u)xdx+/(aum)mqu_xdx—l—/ oauqly dr = /gqu_mdx,
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integrando por partes tenemos

b 1 [ d
/a q gy |* do — 5/{1 q% (a|um|2 + |U|2) dz

b b
= - Q(x)(&ou;rx):pu_x‘l; + (Oéoua:x)u_zm + / O‘lvqu_acdaj + / Uqfa: + gqu—xdx7
de donde sigue el resultado. O
Observacion 5.1 Sobre la parte visco-eldstica no tenemos la observabilidad.

Observacion 5.2 Del Lema 5.2 concluimos que

b 1 [ d
/a ¢ |ty | do — 5/(1 q@ (a\um]2+ \U|2) dz

b b
/ Q1VqUzdx +/ vqfr + gquzdx

>

+

< |- a(@) (@otar )T, + (aotas )T,

—
=P =P
Para obtener la estimacion de la observabilidad debemos estimar los términos puntuales

en Py y los términos integrales en Ps.

Estimacion de los términos puntuales P,

Para usar la Observabilidad y estimar el operador resolvente sobre las partes elastica
y friccional necesitamos estimar los términos puntuales, especialmente en ¢; que es uno
de los extremos del intervalo viscoso y de esta forma estimar el operador resolvente en
las componentes friccional y elastica. Haremos esto usando las desigualdades de Sobolev,
especificamente la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg y el teorema de las derivadas in-
termediarias. Para las demostraciones y generalizaciones de estas desigualdades sugerimos
los textos [1, 2, 12].
A continuaciéon todas las estimaciones previas para estimar los términos puntuales en

nuestro problema.

Lema 5.3 (Derivadas intermediarias) Sea a,b € R. Asumimos u, u'™ € L?*(a,b)

luego, u9) € L?(a,b), para j = 1,...,m, donde ul) = %}u. Para algin 0 < ¢ < g

tenemos

[0z < Cellu™| 2 + Ce™F |lul| 2, (5.22)
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que tmplica

) L2 (m) ||
]|z < Cllul[ze + Cllul| o™ [|u'™]] 1. (5.23)

PRUEBA.- Por el Teorema 4.14 de [1] sigue (5.22). Denotamos ||ul|,, := |Ju|z2 + [|u™|| 12

y tomando en (5.22) que

obtenemos

. _J ;
a2 < Clull ™ ul|m,

lo que conduce a (5.23) por la definicién de || - ||, O

Lema 5.4 Sea u € H?*(a,b), entonces tenemos

(/= sup lu(s)] < Cllullze + Cllull 3! Juae |15 (5.24)
sela,
1/4 3/4
[te]loo = sup |ug(s)] < Cllullze + Cllull o ltwae|55" (5.25)

s€la,b]

Prueba.- Por la desigualdad de Gagliardo-Niremberg tenemos

un(s)] < Cllull 2!t | 35"

ua(®)* < Clluall(lull + luaell) < Cllull ([l + lluse)*2.

1/2

Donde usamos el Lema 5.3 obtenemos ||u,|| < C|lul*?(||ull + ||uss||)/?, entonces sigue

(5.25), usando los mismos argumentos obtenemos (5.24). UJ

Nuestro punto de partida para las estimaciones de la solucion en los puntos £y y ¢ es

el siguiente Lema.

Lema 5.5 La solucion de la ecuacion resolvente sobre la parte viscosa verifica

Cc
C
[vzl[zee < Ul Fllae + el F117,).

|)\|1/8



Prueba.- De la desigualdad de Gagliardo Niremberg sigue que

lollze < elloll 2 lloa 72,
usando el teorema de las derivadas intermediarias
oz < elloll78'lfoss 15"
de donde sigue que
lollze < ellolZ2"oesll 22,

usando el Teorema 5.3 y la desigualdad (5.21) concluimos

HUHL‘X’ < |/\|3/8

138 Ul Fllae + €l FI3) 2,

57

de donde sigue la primera parte del Lema, para la segunda parte procedemos de forma

analoga.

De la desigualdad de Gagliardo Niremberg

vl < cllvall i lvaell 1

usando las desigualdades de las derivadas intermediarias

1/2

1/2
15 0zl

[0 22 < cflv

sustituyendo esta desigualdad tenemos

[vallzee < cllvll}a lvaall 25"

Usando el Teorema 5.3 y la desigualdad (5.21) concluimos

[oz[ze <

|)\|1/8

obteniéndose las estimaciones del Lema.

s Ul Fllae + €l FI3) 2,
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Estimacion puntual de la segunda y tercera derivada

Para estimar la segunda y tercera derivada en el punto ¢; usamos la ecuacion resolvente

u—v = f & u—v=Ff,

1AV + (au:m: + aOUxx)xa: = g, 1AV + Wezge = g.
Donde w = au + agv, definimos Y como

1 x S
Y = Ty (U}m; - / / g(s) dsdx) = Ymc =v = Yx:mz = VUzz
A 0 Jeo

asl tenemos

Lema 5.6 La funcion w., = g, + agug, verifica

lwsellzee < AUl Fllac+ el FlI5)Y2

A

lwssollzm < e APEUU Nl Fllac + el FlI5)2

Prueba.- De la desigualdad de Gagliardo Niremberg

1/2 1/2
1Vl < Y51Vl

de las desigualdad de las derivadas intermediarias

1Yallze < eV I36H 1 Yanaa |15

de las dos ultimas desigualdades obtenemos

Yl < ellY 72 Yanaally -

L2 L2
Como Yiprr = Uzs

Yl < el Y55 0aallis

recordando la definicién de Y tenemos

meHLw < C|>‘|1/8||wm + -F0||2/28||UMHE/28 )
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donde

]:0:/ / g(s) dsdx .
to Jeg

ool < MBIVl Fllac + l FI5)M2

Por tanto

de forma analoga usando la desigualdad

Yallz=e < CIYII+ CIY M Yzel P

dado Yy, = v, con F; = / g(s) ds, obtenemos del Teorema 5.3 que
Lo

mexHL"o < C“wmn + C“wm + }—IH + O|/\|3/4||wzz + F1||1/4||U||3/4 + CHFHH )
< Cllwgell + Cllwgs + Fill + CIAYwae + FoH I 20]** 4+ C|| F 5
< CIAPE(UIMPIFIM? + C||Fl3) -

N

Mediante estas estimaciones tenemos lo necesario para estimar P;.

Estimacion de los términos integrales P,

Recordemos la viga tiene la siguiente composicion

A IE I{-‘ IV
H Parte Elastica  Friccional Visco Elastica
v ot ™~ ol ™ e By’
- é : : =
7 7
EO El f

Lema 5.7 La solucion del sistema resolvente en la parte eldstica y friccional verifica

41 01 o £y
/ 9quy dx / quf, dx / Q1qUly dz
0 0 0

C

+ + < W—W(IIUIIHIIFIIH+CIIFII3¢)~
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Prueba.- Observe que en la parte elastica el procedimiento es el mismo que en la parte

friccional salvo que o = 0; utilizando la ecuacion resolvente sobre la parte elastica y

friccional ]0, £o[U]4o, ¢4
/1 1 12 1 15

/0 9quy dx| = ‘—5/0 9qilu, dx —5/0 99(ve + fr) dx

< |)\|(HU””HHU1HH+CHFHH)

Por las derivadas intermedias, y recordando v,, = i gy — fru

A

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
lvalle = ||vm|| Pllowall s < Y20l w15+ MU NELS
< (Ul Flla + €l FIIZ) -

41

Lo que prueba la estimacion para el primer término.

De manera analoga y usando la ecuacion (5.11) tenemos iAv = ¢ — Ugppe — Q10

b 1 4 15} o
/ quf,dr = —>\ gizvf, dor = — / — Ugggr — 01 0) [z dx |
O /l/

Zl 21 2

Integrando por partes, recordando que f,(0) ) =0

b 1 b o 151 o
0 ZA 0 0

1 01 o 01 o
+— </ G Ugga fo dv — / qon v fy dx) .
IA 0 0

De donde tenemos

6o
/ qufz dz
0

w
Usando (5.11) tUgzee = —iAv — aqv 4+ ¢ y las desigualdades de derivadas intermedias,
tenemos
ttawallzz < bl 35 | tawaal 1
< eI — i3 — arw + gl
< a0 + et |2 0115 + et 2 9115
< AU+ U e+ U1 1 F Il
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Sustituyendo esta desigualdad en (5.26) tenemos para A grande que

12 o

Usando el Lema 5.6 tenemos por las condiciones de transmision que

(HUHHHFHH+0HF||H) | }E(zl)uxmwlﬂ : (5‘27)

|tttz (01)] = [Wawa ()] < APPUU el Fllae + €l FII5)2

Sustituyendo en (5.27) tenemos para A grande que

6o
/ qufz dz
0

Lo que prueba la desigualdad deseada.

< |>\‘5/8 (”UHHHFHH+6HF|’H) . (5.28)

Finalmente, por el teorema de las derivadas intermediarias tenemos

1/2 1/2
luallze < ellull 2 el
1/2 1/2
< g A|1/2Hv+fu sl (5.29)

Para el dltimo término usando la desigualdad de Cauchy Schwarz tenemos

41
/ quizdr < cllvlzelluelze |
0

usando (5.29) tenemos

41
/ crquiy dr < (WUl Fle + el FIZ,)
0

| )\|1/2
asi tomando la cota superior de la desigualdad anterior y de (5.29) obtenemos el resultado.
O
Estimacion sobre la parte Elastica y Friccional

A continuacién un resultado importante para establecer la observabilidad.
Teorema 5.4 La solucion del sistema resolvente en la parte eldstica y friccional verifica

01 d 01 )
‘—/0 q%j(x) dm+/0 ¢ |tge|” dx M’UQ

Donde  2J(z) = |v(z)]* + |tz (7)|?. Caso que qg=1 tenemos

1Tl Fllze + el FlI3,)-

|7 (6) = T(0)] < |)\‘1/2(||U||H||FHH+C||F||§-[)'
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Prueba.- Del Teorema 5.2 paraa =0y b= {;

31 d z1
—/0 q%j(x)dx—i-/o ¢ a|ug,|* dx

0 4 o
0 0

Usando el Lema 5.7 tenemos

51 d 51
’—/ q%J(a:)d:c—l—/ ¢ alug|*dr] < (ﬁl)umm(ﬁl)uz(fl)+um(£1) (81)
0 0

-~

=H; :=H2

TNl Fllse + llFl15).  (5.30)

’)\|1/2

A seguir, estimaremos los términos puntuales H, y Hs,

Hy = |—q(01)Ugee (€1)uz (01)] = q(01) U (01 )idu, (1)

Pl ql

= |/\| |— (gl)uxmz(fl)(vw(gl) +fx(€1))| )

Por el Lema 5.6 tenemos que

’uxxr(‘gl)u_m(glﬂ - 61 Umxm<€1)l>\ux<£1)| )

P il

W |_q(gl>um(£1)(m(el) + fe(C)]

c _
W [ Weae (1) 0 (£1)] +

IN

,/\‘5/8 T3l Flle + el F15) -

Usando el Lema 5.5 y el Lema 5.6 tenemos

[tz (1)0 (1)] - < Ul Fllae + el F15,) + U5l Flle + €l F115,)-

’)\|6/8 ’)\|5/8

Escogemos la cota superior para A grande, obtenemos

[tawa (1) (£1)] TNl Flle + €l F3,)

’)\|5/8
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de forma analoga

C

Hy = |=q(l)ue ()0 ()] < BEE

U el Ell3e + el F115,) -

Usando los mismos procedimientos, obtenemos la segunda desigualdad del Lema para

Nuestro siguiente paso serd estimar la energia en el punto x = 0; aqui seguiremos ideas

parecidas a las usadas por los profesores S. Liu e K. Liu en el articulo [6].

Lema 5.8 Sobre el intervalo eldstico y friccional |0, €1 con las condiciones de contorno

u(0) = u,(0) = 0 tenemos

Y
|umx(0)\ C ”FH n Ce IA[/24
|)\‘1/2 ‘)\’3/4 H ’)\|1/2

1/2 1/2
[t (0)] < ¢ U 21F 15

Prueba.- El modelo de vigas sobre el intervalo ]0, ¢1[ es escrito como

iAu—v=Ff € H*(0, (), (5.31)
AU+ QUgpee = g — QU € L*(0,4y). (5.32)

Sustituyendo v dado por la ecuacion (5.31) en (5.32) produce

1 AZ 1/4
Upgze — 0 u =G, con G==(i\f+g), a:(p—) )
o e
d . . .
Denotando por D = T el sistema anterior puede ser escrito
x
(D*—~oYYu=G, = (D*+0*)(D+0)(D—o)u=3G. (5.33)

Vv
=p

Por lo tanto tenemos (D? 4+ 0%)p = G. La solucién de este sistema es dado por

iox —tox

s0(33) — Cleiaaz + CQe—iUJ? + / e_iasG(S)dS € B / eiUsG(S)dS :

= Jl + Jg + J3 + J4 y (534)

donde

Cr = o [i09(07) + 6a0M)] . Co = oo [i0p(0*) — u(0°)]
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Como ¢ = Uy, — 0?u y u(0) = u,(0) = 0 tenemos ¢(0) = u,,(0), ¥z(0) = Uzz(0). Por

tanto
1 1

C) = %0 [i0Uz2(0) 4+ Uzer(0)],  Co = —— [10Uz2(0) — Uga(0)] . (5.35)
Denotando por z = (D + o)u tenemos
e —oz=1@, = z2(x)=e" ")+ / e?@=p(s) ds,

41

donde z(¢7) = u,(¢;) — ou(fy). Como z(0) = 0, tenemos

0 = e=to () — /0 e (i) + als) + Ja(s) + Ja(s)) ds. (5.36)

Usando las condiciones de contorno y el Lema 5.5,

C

2(0o)| = | (07) — ou(fy)] = |ua () — ou(ld)] < YD

C
1IN E N + g7 1l
(5.37)

por lo tanto

Y B 06—0'31
™ 2(67)] <

= 2 (UINFNIM +11FI)

note que

Ch

@1 ‘61
e 95 J(s) ds = C ea(flJri)s ds = ——1 effoaJr'Moa' -1 :
| ernwa=a | i )

similarmente tenemos

“ —0s 02 —Lboo—ilpo
/0 e P Jy(s)ds = —m(e 07=ilos _ 1) |
De donde sigue que
C Cs
(=114 o(+i)

/o 1 e (J1(s) + Jo(s)) ds = Ky —

Donde
Cle—f1a+igoa' C2e—f10—ifoo' Ce—flo'

Ky = — = |Ky <
27 o(-1+49) o(l+i) ' K| <

(U|um(0+)| + |umm(0+)|> .
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Esta ultima desigualdad la tenemos por la condicién (5.35), ademés

10Uz (0) 4 Uppr(0) 10U (0) — Ugys (0)

Lo
/ 670‘9({]1 + JQ) ds = K2 —
0

2i02(—1+1) 2i02(1 +1) ’
U (0F) Uy (07)
= K — . 5.38
2+ 210 202 ( )

Por otro lado,

Lo 1 ‘o ) s
/ e P J3(s)ds = — _”(1_1)5/ e "TG(T)dT ds,
0

2i0

t e
- —22021—2/ / G(r)dr d (e )’

—ZOU—HZOU

Lo
N m/ﬂ ¢7TG(r )dTme/o "G (s) d$.39)

Como f1(0) = f{(0) = 0, integrando por partes tenemos

fo EO
/ e 7°G(s) ds = l/ e [iNfi + fo] ds
0 @ Jo

Z)\ —oly Z)\ fo —0s 1 0 —0os
= o3¢ oAb+ ) + 25 | e () ds 2 | e als) ds.
=J1 D

=Js

Es simple verificar que

-0 ¢ —Loo
11| < col|[Flle™, || < %[1 — e T2 (Al + 12D

Sustituyendo en (5.39) obtenemos

Lo C
| e nas < g ak+ 1D, (5.40)
para A grande. Similarmente, tenemos
Lo C
| e < U+ D, (5.41)

Sustituyendo las desigualdades (5.38), (5.40) y (5.41) en (5.36) obtenemos

a0 < =00 + 110,

g
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rTrx 0
esto porque |0 Ks| < €|y, (0)] +e| ( )|, para A grande (o = {/p/a/|\|).

La prueba esta completa. O

El siguiente Lema nos relaciona términos puntuales en = 0 con los términos puntuales

en = /.

Lema 5.9 La solucion de la ecuacion resolvente (5.10)-(5.11) verifica
c

/él L (0af? + tgeal?) do

Prueba.- Multiplicamos la ecuacién (5.11) por Gz,

o Ul [ Fllae+ el FI15,) -

INQUzz + @(OUsy ) 2 Tgzr + WV QUzre =  (GUzzz »

integrando en la componente elédstica - friccional

0 4 d “
i\ / qUUzzy AT + / —|tgga|® dx = / JQUpze AT
0 0 d 2 0

Integrando por partes y usando la ecuacion resolvente iA\u—v = f = —i Uz, = Uyt [

“1d “1d f — f
/ q——|vx]2 dx + / —\um,3|2 de = / 9Uzzr — QUs [re dT + 2’)\/ G Vg, dx |
0 0 2d 0 0

—i)\qvu_m|€1 ,
b 1 d 2 2 b [ T
/ 95 5= (|'Uz| + |uxwx| ) dv = / qUgrs — qva}fxaz )
0 2dx 0
. _ . )
+ I VU dr —iNqUUL, |,
Para ¢ = 1 tenemos

2dx

estimando el término puntual

01 1 d 01 o '
/ 4= — (|va]* + |tgea]?) dz = / QGUrrz — Qs frw AT —iANqQUULL )
0 0

oAl

1/2

—i/\qvu_m|f;1 = —iAqu(l1) gz (4) <
Por las derivadas intermedias y usando la ecuacion resolvente

e e R 0 [ [ 1 o v

1/2 1/2
ool < el foaall* < A0l lluge V2 + U F I3
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Asi

“ 1d 2 2 “ —_— T ; —
qﬁd_ (|Uoc| + |uxx:c| ) de = q9Uzzz — qvxfxoc dr _Z)‘qvul‘l‘|0 )
0 0
< AUl Fllae + el A2 Fll

c|A
e (Ul Pl +lFIR)

Dividiendo todo por |A| obtenemos

41
0 Gl + haasal) o

A

U5l F e+ el FII7,) -

|)\|1/4
U

Finalmente tenemos lo necesario para probar el resultado principal del capitulo, la dife-

renciabilidad.
Teorema 5.5 El semigrupo asociado al modelo de vigas visco eldstica es diferenciable

Prueba.- Del Teorema 5.9 tenemos

c

L
' d
/ — (lval* + [tazal”) da+| < 1/4 Ul Ellae + el FI13,) -
Ao — Al

dx

Esto es para g(z) = 1 y por el teorema fundamental del calculo

C

C

R
recordando la condicién de transmision atty, (7)) = Weee (¢) v ademds de los Lemas 5.5

y 5.6

[Va]zee < ’/\P/g T3l Flle + €l Fl17,) -

[wazallLe < cAPBUNU Il Fllae + el FI[3,)">
Obtenemos
c
Xlum(o)l2 < |A| (!vm(ﬁl)lzﬂum(&)l) |A|1/4 (10Nl Fll3¢ + cll FI1,)

IN

7 (Il F e+ IR + 5z (0 F e+ el IR
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Asi tenemos para A grande que

C

Usando el Lema 5.8
Uy (0) Ugza (O) ol B 2 2
O] < |t oo a0+ ] + I+ P,

donde o = +/|A|. Multiplicando por 24/|A| y elevando al cuadrado

Usando el Teorema 5.4 para ¢ = z — ¢; tenemos

fl d el
‘—/O q%j(x)dqu/o q|um|2dx

esto es

|)\|1/2(||U||H||F||H +ellFII3)

A 121 g
J () d$+/0 |t |* - < §1|Um(0)|2 TN Flle + el FI5,)

|)\|1/2

0
de donde sigue que
01

J(x) dx

0

< ‘)\|1/4 (IU N Elle + €l FII5,) -

Usando el Teorema 5.3, la solucién de la ecuacion resolvente verifica

l
Al /Z [0 + s | do < cl|Ullgel[Fllae + el FI3,-
1

Uniendo las dos estimaciones anteriores tenemos

¢
| 7@ s < S (W P+ el F1R)

Como |A| va al infinito la expresién anterior es equivalente a
IMYAHGAT — A)7Y < e, YAER. (5.42)
Mediante el Corolario 5.1 hemos demostrado la diferenciabilidad del Semigrupo. [

Como consecuencia de la diferenciabilidad tenemos la estabilidad exponencial del mo-

delo, en efecto.
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Teorema 5.6 FEl semigrupo asociado al modelo de vigas visco eldstica decae exponencial-

mente para cero.

Prueba.- Primero recordemos que en el Teorema 4.1 probamos que 0 € p(A). Més atn,

por ser el resolvente un conjunto abierto tenemos que
| —e,elC p(4)

Siendo el resolvente una funcién holomorfa [ver Teorema 2.14], tenemos que

|G — A7 <C, VA€l —ee.

Usando la desigualdad (5.42) tenemos que

. . C
||(Z)\]—A) 1||§|)\|—1/47 V)\GR\]—E‘:,g[,

de donde sigue que

|GA — A" <C, VYAER.

Por el Teorema 5.6 concluimos que el sistema es exponencialmente estable.
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5.1. Orden de las componentes

De la forma que se probd la diferenciabilidad es simple verificar que el orden de las
componentes de la viga no incide en la diferenciabilidad del modelo, observe los siguientes

modelos.

o 2 14

Ig Ir Iy
P. Eldstica Friccional Visco Elastica
% % N ~ % ~ ~ % ~ %
<3 & % g—|>
Q@ @ %
L 12 1
Figura 5.2: Model I
Ir Ir Iy
P. Friccional FElastica P. Visco Eldstica
7 A\ y A\ ~ , N\ 7
< 3 % g—|>
) [) %
lo 2 4
Figura 5.3: Model II
Ig Iy Ir
P. Eldstica  Visco eldstica Parte Friccional
% % N ~ % N 7~ 7\ D/
<3 & % g—|>
[©) @ %

Figura 5.4: Model III

Es simple verificar que todas las otras opciones de clasificacion de la configuraciéon son
equivalentes a las tres anteriores (Figuras 5.2,5.3,5.4) mediante el cambio de la variable
x +— ¢ — x. De las cuales se pueden separar en 2 casos que dependen de la ubicacién de la
componente Visco Eléstica, la cual puede ubicarse en un extremo o al centro de la viga.
Es decir, para el Modelo I y el Modelo II tenemos las desigualdades de observabilidad en
el intervalo Ip U Ir. Mientras que para el Modelo III no hay observabilidad en el intervalo
Iz U Iy . Por lo tanto, se utilizan diferentes procedimientos para mostrar diferenciabilidad

del semigrupo correspondiente.



Capitulo 6

Conclusiones y Discusion de

resultados

6.1. Buena colocacion del modelo

En el capitulo 4 hemos probado la buena colocaciéon de la ecuacién de vigas visco
elastica Euler-Bernoulli con disipacién localizada, hemos probado que el operador del
semigrupo asociado al modelo visco elastico es disipativo y aunque el dominio posea dis-
continuidades puntuales, mostramos mediante el Teorema 5.6 que es exponencialmente
estable, la estabilidad mas fuerte conocida. Probamos también por medio del Teorema de

representacion de Riesz que las soluciones son fuertes.

6.2. Diferenciabilidad y regularidad

Probamos que el semigrupo asociado a la ecuacién de vigas de tipo Euler-Bernoulli con
amortiguaciéon localizada de tipo Kelvin-Voigt y componentes visco-elastica, eldstica sin
amortiguamiento, y una componente friccional externa, posee propiedad de diferenciabi-
lidad, mas atin por el Teorema 2.19, el semigrupo asociado es infinitamente diferenciable.

Sin embargo, no pudimos conseguir la analiticidad.

71
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El resultado complementa las diversas investigaciones tales como la encontradas en los
articulos [6], [4] y [11]. Ademads abre opciones de investigacién debido a la introduccién de
la fuerza externa friccional, queda pendiente estudiar si la componente agregada mejora
o empeora la taza de decaimiento exponencial. En [6] se prueba la falta de analiticidad
de un modelo similar, pero con sélo dos componentes, una elastica y otra visco-elastica
de tipo Kelvin-Voigt, lo que nos lleva a inferir que nuestra funcién es de clase Gevrey

(Diferenciable pero no analitica).

Observe que al ser un modelo con soluciones C§° existe una serie de potencias que lo
representa, mas dicha serie no converge, es decir con radio de convergencia cero, por lo

cual su serie de potencia no presenta mayor funcionalidad.

Notemos ademés que la diferenciabilidad mds la condicién de que 0 € p(A) para un

semigrupo holomorfo, implica estabilidad exponencial.

6.3. Orden de las componentes

De la forma que se probaron las propiedades cualitativas no es muy dificil ver que el
orden de las componentes en la viga no incide en la estabilidad y diferenciabilidad.
Solamente queda verificar el Modelo III, en donde las primeras dos componentes (Ig, Iy)

probar la diferenciabilidad es un resultado andlogo al Modelo I y ag =0

Producto de la falta de observabilidad en la componente visco elastica, debemos es-
timar la Diferenciabilidad para la componente friccional por separado. Asi sustituyendo
x — { — x en el Lema 5.8, la demostracion se vuelve completamente andloga a la prue-
ba del Teorema 5.5 . Por tanto el orden de las componentes no influyen al momento de

encontrar las propiedades cualitativas.
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6.4. Trabajos Futuros

1. Probar la tasa de optimalidad ya sea para el decaimiento exponencial (calcular la

cota superior del espectro), tanto como para la diferenciabilidad.

2. Probar que no hay analiticidad para el sistema de componentes elastico-friccional-

VviSCOSO0.

3. Probar en placas bidimensionales.
El problema principal seria abordar los términos de la frontera, ya que la derivada

normal, pasaria a ser tangencial.

4. Discretizar el sistema y aplicar resultados de métodos numéricos. Recuerde que los

coeficientes son constantes en su respectivas componentes pero no en todo el sistema.

5. Estudiar si la incorporacion de la componente friccional acelera la estabilidad expo-

nencial o la ralentiza.
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