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RESUMEN

En los ultimos anos ha habido un interés creciente en proponer métodos con es-
timaciones escalables para datos geoestadisticos, muchas veces considerando un
campo aleatorio gaussiano que no se ajusta de mejor forma a las caracteristicas
del proceso. En esta investigacion nos enfrentamos a este tipo de problema para
los datos espaciales con distribucién no gaussianas.

La estimacion de méxima verosimilitud para un campo aleatorio no gaussiano
es, en general, mas exigente computacionalmente que el caso gaussiano. La log-
verosimilitud compuesta es un interesante método de estimacién alternativo que
equilibra la eficiencia estadistica y la complejidad computacional.

En primer lugar, proponemos un esquema de ponderacién novedoso basado en
vecinos mas cercanos para la estimacion de verosimilitud basada en pares. El nuevo
tipo de pesos ponderados permite manejar conjuntos de datos masivos gaussianos
0 no gaussianos con respecto a las ponderaciones propuestas anteriormente basa-
das en distancias.

Luego aplicamos la funcién de ponderacion propuesta a la estimacion de una
nueva clase de campos aleatorios no gaussianos denominados campos aleatorios
Tukey-hh. Nuestra propuesta de campos aleatorios de Tukey-hh tienen distribu-
ciones marginales flexibles, posiblemente sesgadas y/o con cola pesada y, como
consecuencia, tienen una amplia gama de aplicaciones. Proporcionamos expresio-
nes analiticas asociadas para la funcion de covarianza y para la distribucion biva-
riada y multivariante.

En un extenso estudio de simulacion, estudiamos la eficiencia estadistica de la
funcién de ponderacion propuesta al estimar los parametros del campo aleatorio
de Tukey-hh con verosimilitud por parejas marginal y condicional.

Palabras Claves: Campos aleatorios no gaussianos, Pesos ponderados, Verosi-
militud compuesta, Campos aleatorios tukey-hh, Equilibrio eficiente, Modelacion,
Prediccion.



ABSTRACT

In recent years there has been a growing interest in proposing methods with
scalable estimates for geostatistical data, often considering a Gaussian random
field that does not better fit the characteristics of the process. In this research we
face this type of problem for spatial data with non-Gaussian distribution.

The maximum likelihood estimate for a non-Gaussian random field is gene-
rally more computationally demanding than the Gaussian case. Compound log-
likelihood is an interesting alternative estimation method that balances statistical
efficiency and computational complexity.

First, we propose a novel nearest neighbor-based weighting scheme for pair-
based likelihood estimation. The new type of weighted weights allows handling
massive Gaussian or non-Gaussian data sets with respect to previously proposed
distance-based weights.

We then apply the proposed weighting function to the estimation of a new
class of non-Gaussian random fields called Tukey-hh random fields. Our proposed
Tukey-hh random fields have flexible, possibly skewed and/or heavy-tailed mar-
ginal distributions and as a consequence have a wide range of applications. We
provide associated analytical expressions for the covariance function and for the
bivariate and multivariate distribution.

In an extensive simulation study, we studied the statistical efficiency of the
proposed weighting function by estimating the Tukey-hh random field parameters
with marginal and conditional pairwise likelihood.

Key Words:Non-Gaussian Random Fields, Weighted Weights, Compound Like-
lihood, Tukey- hh Random Fields, Efficient Equilibrium, Modeling, Prediction.
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Capitulo 1

Introduccion

Durante los ultimos anos, la estadistica espacial viene tomando fuerza en di-
ferentes areas del conocimiento. El modelado de variables medidas en diferentes
sitios de una region con continuidad espacial y que presentan alguna estructura
de correlacion espacial ha sido desarrollada desde los anos sesenta (Cressie 1993),
con el desarrollo de los analisis geoestadisticos (Matheron 1962), incrementéandose
su uso en diferentes disciplinas cientificas tales como la mineria, geologia, ecologia,
ciencias ambientales, salud ptublica y climatologia.

En los estudios geoestadisticos el modelado y prediccién de un determinado fe-
noémeno, se obtiene importantes beneficios si se considera la evolucién conjunta del
proceso en el espacio-tiempo. Dado que se necesita manipular grandes conjuntos
de datos obtenidos con una elevada resolucion espacial y periodicidad temporal,
se hard indispensable la utilizacion de métodos computacionales intensivos para
su manejo.

Los procesos estocasticos gaussianos (GRF') se encuentran entre las herramien-
tas mas populares para analizar datos espaciales porque se pueden caracterizar
simplemente por una estructura media y una funcioén de covarianza vélida. Se han
estudiado varias funciones de covarianza paramétricas y no paramétricas en la lite-
ratura y han demostrado ser ttiles en la practica, lo que mejora atin més el poder
de modelado de los GRF. Desafortunadamente, la Gaussianidad es una suposiciéon
fuerte que rara vez se cumple en la realidad. Los datos recopilados de una amplia
gama de aplicaciones a menudo muestran una fuerte asimetria y/o colas pesadas
en sus distribuciones, por ejemplo, datos de velocidad del viento (Zhu y Genton
2012), datos de temperatura (North et al. 2011) y datos de precipitacion (Marchen-
ko y Genton 2010 ), por mencionar sblo algunos. Por lo tanto, el marco gaussiano
no es realista porque los datos observados tienen caracteristicas especificas como
asimetria y/o colas pesadas.
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Desafortunadamente, otro problema de uso préctico de los campos aleatorios
gaussianos es el punto de vista computacional. La estimacion de los campos alea-
torios gaussianos con el método de maxima verosimilitud implica operaciones que
implican un gran almacenamiento de memoria, relacionadas potencialmente con
el namero de sitios de ubicacién, lo que puede ser computacionalmente impractico
cuando se trabaja con datos moderadamente grandes. Este hecho motiva la bis-
queda de métodos de estimacion con un buen equilibrio entre complejidad compu-
tacional y eficiencia estadistica. El problema computacional para la estimacion del
caso gaussiano puede ser atin mas dificil para los campos aleatorios no gaussianos
dependiendo del tipo de proceso.

En los ultimos anos, se han propuesto diferentes enfoques para analizar este
tipo de datos. La transformacion de procesos gaussianos (trans-gaussianos) es un
método general para modelar datos espaciales no gaussianos obtenidos mediante la
aplicacion de algunas transformaciones no lineales a los datos originales (Allcroft
y Glasbey, 2003; De Oliveira et al., 1997; De Oliveira, 2006). Sin embargo, en mu-
chos casos, puede ser dificil encontrar una transformacién no lineal adecuada con
inversa explicita. Se ha propuesto un proceso trans-gaussiano flexible basado en
la distribucion Tukey g-h en Xua y Genton (2017) para modelar datos espaciales
con asimetria y/o colas pesadas. En este caso, la transformacion no admite una
inversa explicita y, como consecuencia, los métodos basados en la verosimilitud no
son facilmente aplicables.

Wallin y Bolin (2015) propusieron campos aleatorios no gaussianas derivadas
de ecuaciones diferenciales parciales estocasticas para modelar datos espaciales no
gaussianos. Sin embargo, este enfoque esta restringido al modelo de covarianza de
Matérn (Stein, 1999). El marco de copula se ha adaptado en el contexto espa-
cial para tener en cuenta las posibles desviaciones de la distribucién gaussiana, en
particular utilizando la copula gaussiana (Bardossy, 2006; Kazianka y Pilz, 2010;
Masarotto y Varin, 2012).

La mezcla y convolucién de procesos gaussianos y no gaussianos es una estra-
tegia atractiva para modelar datos espaciales con asimetria. Por ejemplo, Zhang y
El-Shaarawi (2010) propusieron una convolucion mitad-gaussiana (Gaussian-Half)
para construir un proceso con distribuciones marginales del tipo sesgo-gaussiano
(Azzalini y Capitanio, 2014). Zareifard y col. (2018) desarrollaron la inferencia
bayesiana para la estimaciéon de un proceso con distribuciones marginales asimé-
tricas obtenidas a través de la convoluciéon de procesos gaussianos y log-gaussianos.
Recientemente, Bevilacqua et al. (2020) propuso un enfoque de mezcla de esca-
la gaussiana-inversa y Gamma para obtener un campo aleatorio con distribucion
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marginal ¢ y se centrd en la estimacion de verosimilitud por parejas (PL).

Entre los diferentes métodos de estimaciéon propuestos en la literatura para
afrontar el problema computacional asociado a la verosimilitud gaussiana, se en-
cuentra el método de verosimilitud compuesta (CL) (Lindsay, 1988, Varin et al.
2011). es un enfoque general que se ha aplicado con éxito para la estimacion de
RF gaussiana. El método de estimacion de CL se basa en la probabilidad de even-
tos marginales o condicionales (ver Varin et al. 2011 para una revision completa)
y puede ser 1util cuando es dificil evaluar o especificar la probabilidad total. Por
ejemplo, Stein et al. (2004) propusieron un CL basado en eventos condicionales
mejorando una propuesta previa de Vecchia (1988). Mas recientemente, Bevilac-
qua et al. (2015) consideraron un CL ponderado basado en pares y Eidsvik et al.
(2013) desarrollaron una probabilidad compuesta de bloques gaussianos por pares
en la linea similar de Caragea y Smith (2006).

Un beneficio de usar CL basado en pares con respecto a otros tipos de CL es
que en algunos campos aleatorios no gaussianos la distribucion multivariante es
desconocida o dificil de calcular, pero la densidad bivariada es conocida y relativa-
mente simple de evaluar. Por ejemplo, el campo aleatorio Bernoulli por Heagerty
v Lele (1998) o la clase general de modelos mixtos espaciales generalizados (Va-
rin et al. 2011) del campo t aleatorio propuesto en (Bevilacqua et al. 2020) tiene
distribuciones bivariadas conocidas pero la trivariada o més en general la distri-
bucién multivariante son desconocidos o computacionalmente impracticos incluso
para n pequenos. En este caso, el uso de CL basado en bloques independientes
podria resultar problematico. Como consecuencia, la CL basada en pares tiene
potencialmente una aplicabilidad mas amplia con respecto a otros tipos de CL y
puede aplicarse siempre que esté disponible el bivariado de la RF no gaussiana.
Por esta razon, nos enfocamos en CL basados en pares, en particular consideramos
la probabilidad marginal y condicional por pares (Bevilacqua y Gaetan 2015).

Nuestra propuesta, en primer lugar, propone un nuevo esquema de pondera-
cion basado en el vecino méas cercano para la estimacion de CL basada en pares.
Este tipo de ponderaciones permite realizar estimaciones para conjuntos de da-
tos masivos y mejorar la complejidad computacional asociada a ponderaciones de
propuestas anteriores basadas en distancias (Bevilacqua, Gaetan, Mateu, y Porcu
(2012)). En particular, proponemos ponderaciones simétricas basadas en vecinos
mas cercanos de un orden fijo que se pueden calcular utilizando algoritmos de arbol
k-dimensionales con una complejidad de orden nlog(n) y un almacenamiento de
orden n.
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La segunda propuesta se incluye en la clase de transformaciéon de un cam-
po aleatorio gaussiano y es similar al enfoque de Xua y Genton (2017), basado
en la distribucion de Tukey g — h, pero con algunos beneficios adicionales. Es-
pecificamente, proponemos un campo aleatorio tukey-hh que se define como una
generalizacion del campo aleatorio tukey-h (Xua y Genton (2017)) y que tiene en
cuenta tanto las colas pesadas como la asimetria. Realizando un estudio de simu-
lacién observamos la eficiencia estadistica de la funcién de ponderacién propuesta
por vecindades con respecto a la funciéon de ponderacién basada en distancias al
estimar los parametros del campo aleatorio de Tukey-hh con verosimilitud par
marginal y condicional. Resulta que la funcién de ponderaciéon propuesta también
mejora la eficiencia estadistica de la verosimilitud par marginal y condicional. mé-
todos con respecto a la funcién de peso se basa en distancias.

La metodologia considerada en este articulo se implementa en el paquete R
GeoModels (Bevilacqua y Morales-Onate, 2018). El resto de la investigacion esta
organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 2, presentamos los principales
objetivos de investigacion.

En el Capitulo 3, abordaremos los fundamentos previos que sostiene nuestra
investigacion, revisando la estimacion de CL basada en pares e introduciendo un
nuevo esquema de ponderacion basado en vecinos mas cercanos.

En el Capitulo 4, presentamos los campos aleatorios Tukey-hh, estudiamos
las propiedades geométricas y de segundo orden y proporcionamos una expresion
analitica para la distribucion bivariada y la distribucién multivariante. Ademaés de
presentar un estudio de modelacion, simulacion y prediccion de campos aletarios
tukey-hh. Finalmente, el Capitulo de conclusiones seguido del Apéndice A que
contiene las demostraciones a los teoremas planteados en la investigacién, y luego
el Apéndice B con los codigos utilizados en el desarrollo del Capitulo 4.



Capitulo 2

Objetivos

En este capitulo se presentan los principales objetivos que se abordaran en la
investigacion. En primer lugar el objetivo general que expone la idea y finalidad
de nuestro trabajo, junto con los objetivos especificos que detallan los procesos
necesarios para la completa realizacion de nuestra investigacion, para finalmente
exponer nuestra hipétesis que formula proposiciones tentativas al modelo estudia-
do.

13



14 Objetivo General

2.1. Objetivo General

» Modelar datos espaciales o espacio-temporales con asimetria y/o colas pesa-
das utilizando campos aleatorios tukey-h y tukey-hh.

2.2. Objetivos Especificos

Construir los campos aleatorios tukey-hh para el anélisis de un conjunto de
datos espacial o espacio temporales con asimetria y/o colas pesadas.

Estudiar la distribucion bivariada, la funcién de covarianza y las propiedades
geométricas y de segundo orden de los campos aleatorios tukey-hh.

Realizar amplios estudios de simulaciéon para investigar el desempeno de la
estimacion de verosimilitud por parejas para los campos aleatorios tukey-h
y tukey-hh.

Aplicar estimacion de verosimilitud por pares utilizando un nuevo criterio de
pesos ponderados.

2.3. Hipotesis

= Creemos que la clase de campos aleatorios tukey-h y tukey-hh son una herra-
mienta 1til para modelar datos espaciales o espacio-temporales con asimetria
y/o colas pesadas.



Capitulo 3

Metodologia

En este capitulo, se abordan fundamentos previos que sostienen nuestra in-
vestigacion. Veremos conceptos tedricos del modelado espacial, considerando la
dependencia de las observaciones, junto con la teoria y caracteristicas de los cam-
pos aleatorios Gaussianos y algunos procesos no gaussianos.

15



16 Modelado Espacial

3.1. Modelado Espacial

3.1.1. Procesos Espaciales

Revisamos algunos conceptos bésicos que son importantes para la compren-

sion de los procesos espaciales. Denotamos como Z(s) un conjunto de variables
aleatorias indexadas en s, donde s € D C R? representa un conjunto de indices o
localizaciones pertenecientes al subconjunto D dentro de un espacio de dimensiéon
d.
De manera practica, las observaciones o datos corresponden a una realizacién o
muestra del proceso Z, por lo que se puede expresar como un vector de obser-
vaciones de la forma Z(s1), Z(s2),...,Z(sn), para sy, Sa,...,8, € D. A modo de
ejemplo, el conjunto de localizaciones en una dimension (d = 1) puede correspon-
der a instantes concretos de tiempo; por otro lado si es en dos dimensiones (d = 2)
pude corresponder a la longitud y latitud en un sistema de coordenadas de un
mapa.

Definition 3.1. Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad y sea D C R un conjunto
arbitrario. Para cada s € D la funcion Z(s, ) : @ — Rjw — (s,w) es una
variable aleatoria, y cualquier coleccion de variables aleatorias Z = {Z(s,-),s €
D C R4} definida en (0, F,P) corresponde a un proceso estocdstico con conjunto
de indices D.

Z(s) es simplemente una variable aleatoria para cada s y sus propiedades (por
ejemplo, media y varianza) se puede describir por su funcion de distribucion. De
manera mas general, estamos interesados en estudiar toda la coleccion de variables
aleatorias {Z(s),s € D} y su funcion de distribucion conjunta (Abrahamsen,
1997).

Definition 3.2. Para un campo aleatorio dado,Z(s), la funcion de distribucion
conjunta Fyis,) z(sa),...2(s0) (215 - -1 Zn) R — [0, 1] se define como

172(51)7Z(s2)7m7z(3n)(2’17 ey Zn) = P’I“(Z(Sl) S ATERER Z(Sn) S Zn)

A partir de esta seccion se denominara por campo aleatorio (RF) a cualquier
proceso espacial Z = {Z(s),s € D} cuya dimension de indices s € D sea mayor o
igual a dos, es decir, s € D C R* y d > 2.

3.1.2. Estacionalidad

Al hacer inferencias sobre la estructura de probabilidad del proceso espacial en
base a las observaciones (a menudo, una sola realizacion del proceso), una supo-
sicion simplificadora es la estacionalidad. La estacionalidad, en términos simples,
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significa que el campo aleatorio parece similar en diferentes partes del dominio.
Hay diferentes tipos de estacionalidad.

Definition 3.3. Un proceso Z(s) se dice estrictamente estacionario si para todo
81,...,8n y cualquier h € R%, la distribucion conjunta de Z(81),...,7Z(8y) es
idéntica a la distribucion conjunta de Z(s1 4+ h), ..., Z(sn + h), es decir,

Pr(Z(s1) <z,...,2(8p) <zp) =Pr(Z(s1+h) < z,....,Z2(sn + h) < z,)
donde z1,...,z, € R.

Corresponde a la ley de probabilidad de un proceso estrictamente estacionario,
que es invariante bajo un cambio en el espacio. Otro tipo de estacionalidad es la
estacionalidad débil:

Definition 3.4. Un proceso Z(s) es débilmente estacionario (WS) si:

B(Z(s) =

Cov(Z(s1),Z(s2)) = C(s2 — s1) = C(h)
donde h = s; — s; corresponde a la separacion de dos localizaciones.
Por tanto, un proceso espacial cuya media no depende de la ubicacion espacial

y cuya covarianza es funcion del rezago de separacion h, es un proceso WS. C'(h)
se llama funcion de covarianza de Z(s).

Para un proceso WS Z(s), la correlacion entre Z(s1) y Z(s2) se define como:

C(h)

Y — o(h

() p(h)

Otro supuesto de la estacionalidad débil es cuando el proceso debe tener varianza

constante, por lo que cualquier funciéon de covarianza se puede expresar de la
siguiente manera:

Corr(Z(s1),Z(s2)) =

C(h) = o®p(h)

esto implica que el estudio sobre caracteristicas de funciones de covarianza puede
ser equivalente al estudio sobre funciones de correlaciéon bajo estacionalidad débil,
sin pérdida de generalidad (Abrahamsen, 1997).

La estacionariedad estricta (si existen momentos de segundo orden) implica WS
mientras que de lo contrario no se cumple. Una hipotesis comin con respecto a la
distribucion de dimension finita de los campos aleatorios Z(s) es la gaussianidad.
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3.1.3. Campos aleatorios Gaussianos

El Campo aleatorio Gaussiano (GRF) es la herramienta de modelizacion mas
utilizada en Geoestadistica (Gelfand y Schliep, 2016). El motivo de su popularidad
es debido a una gran cantidad de propiedades de modelizaciéon para observaciones
espacialmente dependientes que se pueden derivar a partir de la funcion de correla-
cion asociada al proceso. Ademaés, para la inferencia de parametros, las expresiones
algebraicas tienden a ser no tan complejas por lo que utilizar campos aleatorios
Gaussianos se vuelve muy conveniente.

Definition 3.5. Z(s) es llamado proceso gaussiano si para todo n y Si,...,Sp
admisibles, la distribucion conjunta de Z(81),...,7Z(Sn) es normal multivariante.

Dado que la funcion de distribucion conjunta (Gaussiana multivariada se ca-
racteriza por la estructura de media y covarianza, ficimente se pueden atribuir
propiedades al campo aleatorio Gaussiano. Por lo que los dos primeros momentos
de un proceso gaussiano especifican completamente su estructura de probabilidad.
Por tanto, para los procesos gaussianos, WS implica una estacionalidad estricta.

Definition 3.6. Un proceso Z(s) es intrinsecamente estacionario (1S) si:

E(Z(s)) =

Var(Z(s1) — Z(s2)) = 2v(s2 — s1) = 2v(h)

La funcion 2y(h) se llama variograma. IS es una propiedad méas débil que WS.
Si el proceso es WS, es facil verificar que:

Var(Z(s1) — Z(sz2)) = 2C(0) — 2C(h)

y entonces llamamos semivariagrama a y(h) = C(0) — C(h). Por el contrario, en
general IS no implica una estacionariedad débil.

Una manera més general de caracterizar un campo aleatorio Gaussiano es consi-
derando la siguiente representacion:

G(s) = p(s) + oG*(s) + Te(s). (3.1)

entonces, asi definimos GG como un campo aleatorio Gaussiano no estacionario cu-
yas componentes son: u(s) € R como una funcion espacialmente dependiente que
puede ser definida tradicionalmente como un arreglo de covariables M (s)” 3 para
un andlisis de regresion espacial con vector de pardmetros § € RP.
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Ademas, a la ecuacion (3.1) se le incorpora un parametro de escala al mode-
lo, 0 € R" y otro campo aleatorio estrictamente estacionario ¢ = {e(s),s € D}
de media 0, varianza 1 y con correlacion espacial nula, ademéas de ser indepen-
diente de G* un campo aleatorio Gaussiano estacionario débil con E[G*(s)] = 0,

Var|G*(s)] =1y Corr|G*(s;), G*(s;)] = p(h).

La ventaja de considerar una representacion del tipo (3.1) para un campo
aleatorio Gaussiano es que permite realizar el andlisis de regresion y de dependencia
espacial dado que los momentos del campo aleatorio (3.1) quedan establecidos por:

E[G(s)] = p(s),
Var|G(s)] o? 4+ 12,
Cov[G*(s:),G*(s3)] = o’p(h)+ 1 1(h =0),
Corrlc(s1), 0" (o) = TAMETIRZ0)

024 72

I
w ‘w Tw
B Lo b

(3:2)
(3:3)
(3.4)
(3:5)

3.5

para 7 € R} es llamado efecto nugget el cual representa una variacion a pequena
escala (que no se puede diferenciar de un posible error de medicion) cuyos efectos
en la funciéon de correlacion se estudiaran en la siguiente subseccion.

Bajo la representacion (3.1) de un campo aleatorio Gaussiano, la funcion de
distribucién conjunta es dada por:

Aa— 1\TO-1/2(q —
fG(Q;MaQ):WGW{ (g “)2 g “)} (3.6)

para g un vector n-dimensional de observaciones (conocido también como la rea-
lizacion del campo aleatorio G), pu = [(s;)]’.; un vector n-dimensional corres-
pondiente al arreglo de covariables, {2 € R” x R™ la matriz de covarianzas cuyos
elementos se definen por (3.4) y p(h) la funcion de correlacion asociada al campo

aleatorio G*.

Los procesos gaussianos juegan un papel central en el modelado de datos es-
paciales. Las ventajas del supuesto del proceso gaussiano son obvias: permite una
teorfa de distribucion conveniente (por ejemplo, las distribuciones condicionales
se obtienen facilmente de las distribuciones conjuntas). Los procesos gaussianos
tienen una teoria general rica, detallada y muy bien entendida. Ademas, en la
mayoria de las aplicaciones, observamos una realizacion tnica del proceso en un
conjunto finito de ubicaciones. No es facil criticar una suposiciéon gaussiana ya que
solo tenemos un tamano de muestra de uno de una distribucién dimensional finita.
Sin embargo, hay situaciones en las que es més apropiado utilizar otros procesos
para modelar datos espaciales.
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3.1.4. Funciones de covarianza y propiedades de variogra-
mas

La funcion de covarianza o variograma valido (o permisible) significa que deben
respetar algunas restricciones matemaéticas. De hecho, no se puede definir una
funcion de covarianza espacial o variograma de una manera totalmente arbitraria.
La propiedad clave que debe satisfacer es la definicién semi-positiva(Abrahamsen,
1997), es decir, debe cumplir para s;,8; € Dy a; € Rconi = (1,...,n):

Definition 3.7. Para un proceso espacial Z(8) con sequndos momentos finitos, su

matriz de covarianza asociada C = {C(s;, 85)}7,, es semi-definida positiva si:

> ) aa;C(siy85) > 0. (3.7)

i=1 j=1

La condicion semi-definida positiva es necesaria para la existencia de un campo
aleatorio con segundos momentos finitos. Esta condicion garantiza que la varianza
de las predicciones espaciales no sea negativa. Esto simplemente sigue notando que

n
(3.7) es Var(>_! a; Z(s;)).

Por otro lado, si C' es positivo semi-definido, existe un campo aleatorio gaus-
siano con matriz de covarianza C' y media E(Z(s)) = m < oo. Por tanto, la
definicion positiva es una condicién necesaria y suficiente para una funcion de co-
varianza.

Si Z es un proceso estacionario, C(s;, s;) depende solo de s; —s; (ver definicion
3.4). Entonces podemos usar la funcion de covarianza C(s; — s;) para describir la
estructura de covarianza de Z.

El teorema de Bochner (1933) proporciona las condiciones necesarias y suficien-
tes para que una funcién de covarianza C(h) de un proceso WS sea semidefinida
positiva.

Theorem 3.8. (Teorema de Bochner). Para un proceso WS con valor real en R?,
C(h) es semidefinido positivo si y solo si se puede representar como:

C(h) = / e M AF (w) (3.8)

donde F es una medida positiva, simétrica y finita llamada medida espectral de
C(h). Si F' es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue, es
decir, dF(w) = f(w)d(w), entonces f(w) se llama densidad espectral.
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De manera analoga a la funcion de covarianza, el variograma debe respetar
algunas condiciones para ser permisible. Especificamente, para cualquier conjunto

de s1,...,8, y cualquier conjunto de ay,...,a, tal que Y " a; =0,
Z Z a;a;v(s; — s;) <O0. (3.9)
i=1 j=1

Ademés,

Z Zaiaﬂ(si —s;)=—-F (Z(aiZ(si))2> <0. (3.10)

i=1 j=1 i=1

Las funciones de variograma y covarianza son parametros del proceso espacial
y juegan un papel critico en el método geoestadistico de andlisis de datos espacia-
les. Ambos son ingredientes importantes de los métodos kriging para la prediccion
espacial. Los estadisticos estan més familiarizados con las funciones de covarianza,
mientras que los geoestadisticos prefieren el variograma. En WS, el uso de C'(h) y
v(h) para fines estadisticos o de prediccion es equivalente.

Bajo la hipotesis de estacionalidad de segundo orden, la funcién de covarianza
verifica las siguientes propiedades tedricas:

i) C(0) = 0;
) C(h) = C(—h) es decir, C es una funciéon par;
iii) C(0) = |C(h)];
)

SiC;(h) son validas la funcién de covarianza j = 1,. .., k entonces Z?Zl b;C;(h)
es una funcion de covarianza valida , si b; > 0, V7;

v) SiCj(h) son validas la funcion de covarianza j = 1, ..., k entonces [ [;_, C;(h)
es una funcion de covarianza vélida;

vi) Si C(0) es una funciéon de covarianza valida en R%, entonces también es una
funcién de covarianza valida en RP, p < d.

Las propiedades analogas del variograma son:

i) 7(0) =0
ii) v(h) = v(—h) es decir, v es una funcion par;
iii) y(h) =0
iv) Si v;(h) son variogramas validos j = 1,...,k entonces Z?Zl bjvj(h) es un

variograma valido, si b; > 0, V.
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3.1.5. Isotropia y algunos modelos paramétricos

Un campo aleatorio WS se dice isotrépico si su funcion de covarianza C'(h) solo
depende de [|h||, donde || - || indica la distancia euclidiana, es decir, C(s;, s;) =
C(h), donde s;,s; € D dos localizaciones. La propiedad de isotropia puede pen-
sarse como una propiedad de invariancia bajo rotaciones.

La caracterizacién de funciones de covarianza o de correlacién, si bien no es
una tarea sencilla, se presenta de manera unificada en Abrahamsen (1997). El au-
tor senala que cualquier funciéon de correlacidon isotropica para campos aleatorios
débilmente estacionarios se pueden representar a través del siguiente teorema:

Theorem 3.9. Para d > 2, una funcion C(h) es una funcién de covarianza iso-
trépica continua de un campo aleatorio WS en R? si y solo si se puede representar
como:

e =271 (5) [ @il P Il o) (3.11)

Donde Jj, es una funcion de Bessel de primera especie de orden ky G(-) una
medida no decreciente acotada en R y cumple que G(0) = 0.

Una forma general de una funcion de covarianza isotrépica es:

2o(||h h
. { oAl > 0 3.12)

donde 7 es el pardmetro llamado nugget. Este parametro describe el comporta-
miento de la covarianza cerca del origen. Un fenémeno bastante comin en las
aplicaciones es que el variograma en el origen no alcanza el cero. Esto se debe a la
variabilidad a microescala (variabilidad de un proceso espacial que opera a distan-
cias de retardo méas cortas que el retardo mas pequeno observado en los datos) y/o
al error de medicion. En la literatura geoestadistica, 7 es el efecto pepita, o2 + 72
es el umbral y 02 es el umbral o varianza parcial.

La familia de funciones de covarianza de Matérn soportada globalmente (Stein,
1999) ha jugado un papel central en las estadisticas espaciales durante décadas,
siendo una clase paramétrica flexible con un parametro que determina la suavidad
de las trayectorias del campo espacial subyacente. Se define de la siguiente manera:

M, 5(r) = % (%)/c (%) . r>0, (3.13)
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parav > 0, 8> 0, y es positivo definido en cualquier dimensién d = 1,2, .. .. Aqui,
es la funcion gamma y I, es la funcion de Bessel modificada del segundo tipo
(Abramowitz y Stegun, 1970) de orden v. La correlacion esta soportada global-
mente porque M, 5(r) > 0, para r > 0. El parametro v indexa la diferenciabilidad
en media cuadréatica de un campo aleatorio gaussiano que tiene una funcion de
correlacion de Matérn y sus rutas muestrales asociadas. En particular, para un
entero positivo k, las rutas de la muestra son k veces diferenciables, en cualquier
direccion, si y solo si v > k (Stein, 1999; Banerjee et al., 2004).

Introducimos ahora una generalizacion del modelo de Matérn propuesto en
Bevilacqua et al. (2020). Sea:

T(p+ 20 +1)\ 7%
M) 7 (3.14)

[(p)

donde v > 0,8 >0y pu > (d+1)/2+ vy sea oF] la funciéon hipergeométrica
gaussiana planteada por (Gradshteyn y Ryzhik, 2007), definida como

51/,;L,B - B (

oo o
o F1(a,b,c;x) Z Z R (3.15)
k=0

con (s)r = I'(s + k)/T'(s) para k € N U {0} siendo el simbolo de Pochhammer y
consideramos las restricciones a > 0, b >0, ¢ >0y x > 0.

El modelo de correlacion propuesto en Bevilacqua et al. (2020) es una repara-
metrizacion de soporte compacto especifico del modelo de Wendland generalizado
(Bevilacqua et al., 2019; Gneiting, 2002). Tiene una representacién en serie en
términos de funcién hipergeométrica gaussiana o F) de la siguiente manera:

2\ VTH . 9
_ r |22
Wy (1) = K(l (ay,,,,ﬂ) ) 2 Fy (2, w11 (5,3> ) 0
O T
(3.16)
()T (2v-+p+1)

con K = @550 0 Dot

De manera similar al caso Matérn, este modelo permite la parametrizacion
de manera continua de la diferenciabilidad cuadratica media del campo aleatorio
gaussiano subyacente y sus rutas muestrales asociadas. Especificamente, las rutas
muestrales del modelo de Wendland generalizado son k-veces diferenciables, en
cualquier direccion, siy solo si v > k — 0,5.

IN

r < duup

> 5v,u,ﬁ
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El modelo de correlacion (3.16) es muy flexible, ya que nos permite considerar
funciones de correlacion soportadas de forma compacta y global. De hecho, Bevi-
lacqua et al. (2020) muestran que la familia Matérn M, 1/2 5 es un caso especial
de el modelo GW, 5, , , cuando u — oo. Por lo tanto, el pardmetro p sirve pa-
ra corregir la carencia de la matriz de correlaciéon asociada y permite cambiar el
campo de las funciones de covarianza flexibles con soporte compacto, al campo de
las funciones de correlacion flexibles con soporte global. Tenga en cuenta que el
soporte compacto 9, s depende de v, B y p, y es una funcién creciente de p.

En el Cuadro 3.1 reportamos el modelo de correlacion GW, 5, , , para los
casos especiales v = 0,1,2,3 y su caso limite asociado cuando yu — o0, es decir,
el modelo de correlacion de Matérn M, /9 5.

‘ Y | Wi (1) Mys1/2,5(7)
0 (1- 50_"'&)‘; —
! (1 - al.',!.g)iﬂ ( + 5+ n) cH(1+5)
2 (1 -5 j)iﬂ‘ (1 T T 2)+ (52_2.3)3 (n? +4p + 3)%) (L4 5+ SL;E)
3 (1 - 53_'{!j)i+'5 (L+ 52 +3) + (53_';._3)2 (202 + 120+ 15) CHE(L+ &+ L+ )
+ (0313)3 (13 +9p2 + 23 + 15) L)

Cuadro 3.1: El modelo GW, .5, , , con soporte compacto 9, (ver ecuacion 3.14)
parav = 0,1,2,3 y el limite asociado cuando 1 — 00, es decir, el modelo Matérn

Mo y1/2,5-
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3.1.6. Propiedades geométricas de un campo aleatorio

Son de interés las propiedades de regularidad, como la continuidad y la dife-
renciabilidad de las rutas muestrales de un campo aleatorio. No obstante, también
presentaremos los conceptos (méas débiles) de continuidad cuadratica media y di-
ferenciabilidad cuadratica media, ya que estan directamente relacionados con la
estructura de segundo orden y las propiedades de suavidad de un campo aleatorio.

Continuidad de un campo aleatorio

Como existen diferentes tipos de convergencia para variables aleatorias, exis-
ten tipos correspondientes de convergencia para campos aleatorios. Se consideraran
tres tipos de continuidad basados en la convergencia casi segura (es decir, la con-
vergencia con probabilidad uno) y la convergencia cuadratica media.

Definition 3.10. Considere D C R¢

i) Un campo aleatorio Z(s) tiene una ruta de muestreo continua con probabili-
dad de uno en D si para cada o para el cual ||so— s|| —> 0 donde s — s,
entonces

Pr(w:|Z(so,w) — Z(s,w)| — 0 cuando s — sg para todo s € D) =1

ii) Un campo aleatorio Z(s) es continuo de forma casi sequra en D si para cada
so para cuando ||sg — s|| — 0 donde s — so, entonces

Pr(w:|Z(se,w) — Z(s,w)| — 0 cuando s — so) = 1 para todo s € D

iii) Un campo aleatorio Z(s) es continuo en media cuadrdtica en D si para cada
so para cuando ||sg — s|| — 0 donde s — so, entonces

FE{[Z(s) — Z(s0)]*} — 0 cuando s — 8¢ para todo s € D

Cuando tenemos rutas muestrales continuas con probabilidad uno significa que
no hay, con probabilidad uno, discontinuidades dentro del dominio completo D.
Sin embargo, la continuidad casi segura permite discontinuidades dentro de D.
Aqui no hay contradiccion; aunque una realizaciéon tiene discontinuidades, la pro-
babilidad de encontrar una discontinuidad en una posicién particular, digamos s,
es cero. Evidentemente, la continuidad de la ruta de muestra es una propiedad
mucho més fuerte que la continuidad casi segura. En general, la continuidad en
media cuadratica no esta implicita en la continuidad de la ruta de muestra. La
continuidad en media cuadratica tampoco implica la continuidad del camino de
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la muestra. La continuidad de la ruta de la muestra es una condicién mucho mas
fuerte que depende de un comportamiento mucho mas especifico de la funcion de
covarianza.

Sin embargo, para los campos aleatorios gaussianos, la continuidad cuadratica
media estd implicita en las condiciones suficientes para trayectos muestrales conti-
nuos.Para los campos aleatorios gaussianos, se establece el siguiente teorema segiin
Alder (1981).

Theorem 3.11. Sea Z(s) un campo aleatorio gaussiano de media cero con una
funcion de covarianza continua. Entonces si, para algunos ¢ < 0 y algunos € > 0,
c

E{|Z(s) = Z(s + h)|*} = Tiog TR

entonces el campo aleatorio Z(s) serd una ruta de muestra continua con probabi-
lidad uno.

Finalmente, si Z(s) es un proceso acotado, entonces la continuidad casi segura
implica una continuidad cuadratica media. Es facil demostrar que para un campo
aleatorio WS, la continuidad del cuadrado medio en s implica que:

lim E[Z(s) = Z(s + ) =0

Por lo tanto, se muestra facilmente que para un campo aleatorio WS la con-
tinuidad cuadréatica media es equivalente a que la funcion de covarianza C(h)
sea continua en 0. Es decir, la continuidad cuadratica media se puede verificar
mediante el comportamiento de la funciéon de covarianza cerca de 0. Como se ex-
plic6 en la seccion 3.1.5 algunos procesos parecen tener una covarianza tal que
C(h) — 7 > 0 cuando h — 0, es decir, el efecto nugget.

Significa que la continuidad en media cuadratica por si misma no transmite
mucho sobre la suavidad del proceso y cémo se relaciona con la funcién de co-
varianza. El concepto de suavidad se enfoca mediante el estudio de las derivadas
parciales del campo aleatorio y la introduccion de la diferenciabilidad cuadratica
media.

Diferenciabilidad del campo aleatorio

Considere los campos aleatorios gaussianos Z(s) en R%. Suponga que Z tiene
rutas muestrales diferenciables. Luego, el campo de gradiente asociado, Z (s), es un
vector espacial en R? definido por sus componentes en un sistema de coordenadas
cartesiano:

_ 0Z(s) . Z(s—Ae;,w) — Z(s,w)

Z,AS,LLJ) - Os. :ilg%) A
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donde w se mantiene fijo y e; es un vector unitario en la i-ésima direccion.
Un campo de gradiente se denomina cominmente campo vectorial potencial y se
caracteriza por una curvatura cero. Los componentes de Z también son campos
aleatorios gaussianos ya que el operador diferente es lineal.

Existen diferentes formas de diferenciacién basadas en diferentes formas de
convergencia.

Definition 3.12. Considere ¢ D C R

i) Un campo aleatorio Z(s) tiene una ruta muestral diferenciable con probabi-
lidad de uno en D si para cada So para el cual ||sg — s|| — 0 como s — Sy,
entonces

Pr(w : |Zi(so,w) — Zi(s,w)] — 0 cuando s — sq para todo s € D) = 1

ii) Un campo aleatorio Z(s) es diferenciable de forma casi sequra en D si para
cada so para cuando ||sg — s|| —> 0 donde s — sg, entonces

Pr(w : |Zi(so,w) — Zi(s,w)| — 0 cuando s — so) = 1 para todo s € D

ii) Un campo aleatorio Z(s) es diferenciable en media cuadrdtica en D si para
cada so para cuando ||sg — s|| —> 0 donde s — sg, entonces

E{[Zi(s) — Zi(50)]*} — 0 cuando s —> sq para todo s € D

La discusion que sigue a la definicion 3.10 de continuidad de campos aleatorios

se aplica a la diferenciabilidad simplemente reemplazando la continuidad por la
diferenciabilidad.

La diferenciabilidad en media cuadratica de orden superior se define secuen-
cialmente, es decir, X (s) es diferenciable en media cuadratica dos veces si X (s) es
diferenciable en media cuadratica.

La continuidad en media cuadratica,es una condicién necesaria para trayecto-
rias muestrales diferenciables y tiene una relaciéon simple con la funciéon de cova-
rianza.

Theorem 3.13. Considere un campo aleatorio Z(s) en R con funcion de cova-
rianza C' y expectativa diferenciable. Si la derivada 0°C(s,t)/0s;0t; existe y es
finita para todo i = 1,...,n en el punto (s,s) entonces Z(s) es la diferencia-

ble en media cuadrdtica en s. La funcion de covarianza de Z;(8) viene dada por

620<S, t)/aszc()tz
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Para campos aleatorios estacionarios, el teorema se simplifica.

Corolary 3.14. Considere un campo aleatorio Z(s) en R con funcion de cova-
rianza C. Si la derivada 0*C(h)/Oh? existe y es finita para todoi=1,...,n en el
punto 0 entonces Z(s) es la diferenciable en media cuadrdtica en cualquier h. La
funcion de covarianza de Z;(s) viene dada por —0>C(h)/Oh?.

Para la funcién de covarianza isotropica, esto se simplifica ain mas ya que
todas las derivadas parciales son iguales; basta con considerar —9*C(h)/0h?.

Corolary 3.15. Considere un campo aleatorio Z(s) en RY con funcién de cova-
rianza C' y posee las derivadas necesarias. St la derivada

62|k| o -
s,t 3.1
Ds1k1 - Ds kOt Fr - - Ot Fn (s,2) (8:17)
eriste y es finito para todo i = 1,...,n en el punto (s,8) entonces Z(s) es |k|
veces diferenciable en media cuadrdtica en s. La funcion de covarianza de

o*Z(s)

Dt ... Oshn
es dada en (3.17).

Esto significa que la suavidad del campo aleatorio esta relacionada con la sua-
vidad de la funcion de covarianza.

3.1.7. Modelado de datos espaciales

Un modelo de proceso espacial comiin se construye de la siguiente manera
Y(si) = p(si) + Z(s;) + €(si) (3.18)

donde p(s;) es la media de Y(s;), de la forma X7 (s;)3. X(s;) es un vector
p-dimensional de variables explicativas en la ubicacién s; y [ es un vector p-
dimensional de parametros. Z(s) es un proceso espacial de media cero (a menudo
se supone que Z(s) es un proceso WS Gaussiano con una funciéon de covarianza
paramétrica y €(s) es un proceso de error con media 0 y nugget de varianza). Asi,
el proceso espacial Y (s;) se descompone en una tendencia determinista, la varia-
bilidad espacial pura explicada por la funciéon de covarianza y un proceso de error
explicado por el nugget.
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El modelo (3.18) se puede ver como un modelo jerarquico con una primera
etapa condicionalmente independiente dada Z(s) y u(s). En la segunda etapa,
generalmente asumimos que Z(s) es un campo aleatorio gaussiano con media cero
y cierta estructura de covarianza parameétrica.

3.1.8. Estimacién de parametros

En el estudio de la inferencia estadistica para muestras aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas, el concepto de dependencia se vuelve complicada
al estimar los parametros de los modelos. En la practica la estadistica clasica traba-
ja con una muestra de tamafno uno con valores correspondientes a una observacion
de un proceso.

Los principales métodos para la estimacion de parametros asociados a los mo-
delos en estadistica espacial son: el estimador de maxima verosimilitud, validacién
cruzada, inferencia bayesiana y aproximaciones de funciones de verosimilitud (Ba-
choc, 2014; Bevilacqua y cols., 2019¢). Con diferencia, el método mas utilizado en la
inferencia estadistica es el de maxima verosimilitud, pero en el caso de Estadistica
Espacial no siempre suele ser aplicable ya que muchas veces para campos aleatorios
no (Gaussianos, es dificil conseguir expresiones cerradas para las funciones finito
dimensionales asociadas a los campos aleatorios. De manera alternativa, una apro-
ximacion es el método de la verosimilitud compuesta (Varin, Reid, y Firth, 2011)
que solo requiere la funcién de distribuciéon de probabilidad bivariada para el caso
de verosimilitud por parejas ponderadas o la funcion de distribuciéon compuesta
para la verosimilitud compuesta ponderada.

Estimacién de log-verosimilitud compuesta

La log-verosimilitud compuesta es una clase general de funciones objetivas que
combinan términos de baja dimension basados en la log-verosimilitud de eventos
marginales o condicionales para construir una seudo-verosimilitud (Varin et al.,
2011).

Para cualquier conjunto de puntos distintos (si1,...,8,)%, s; € A, n € N,
denotamos por Z;; = (Z(s;), Z(s;))", i # j y Ziy; = Z(s;)|Z(s;) = z; el vector
aleatorio bivariado y la variable aleatoria condicional respectivamente y denotamos
por Z = (Z(s1),...,7Z(s,))" el vector aleatorio multivariante. Ademas, denotamos
con fz,;, fz,, vy [z las funciones de densidad de probabilidad asociadas. Finalmen-
te, con fz, denotamos la funcion de densidad marginal de Z(sg).
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Sea By un conjunto marginal o condicional de Z, la log-verosimilitud compuesta
(CL) (Lindsay,1988) Es una funciéon objetiva definida como una suma de K sub-
verosimilitudes.

CL(0) = _1(6; By)wy, (3.19)

donde 6 es el vector de parametros desconocidos y 1(8; By) es una log-verosimilitud
calculada considerando solo las variables aleatorias en By y wj son ponderaciones

no negativas adecuadas que no dependen de 6. La maxima estimacion CL viene
dada por 6 = argmax, C'L(0).

Estableciendo By = Z;; y B, = Z;; obtenemos el log-verosimilitud por pares
lij = log(fz,,) v la log-verosimilitud condicional por pares l;; = log(fz,,) respec-
tivamente. Las correspondientes log-verosimilitudes compuestas ponderadas son:

n n n n
plar(0) =D D Li(Owi,  pla(0) =D > ly(0)wy (3.20)
i=1 j=1 i=1 j#i
Suponiendo pesos simétricos, es decir, w;; = wj;, entonces la expresion anterior se
puede simplificar, hasta una constante proporcional, como ( Bevilacqua y Gaetan
2015)

plu(0) =Y Y 1 @wiy,  plo(8) =Y D [215(0) — (Li(@) + li(@))]wy
i=1 j>i i=1 j>i

(3.21)
donde Iy () = log(fz,) es la log-verosimilitud marginal que depende de un para-
metro vectorial a C 0. Cuando se conocen los parametros marginales o, entonces
plar v ple tienen la misma eficiencia. De lo contrario, no es obvio qué tipo de
estimacion es mas eficiente. Bevilacqua y Gaetan (2015) en el caso de Gaussiano
muestran a través de experimentos teéricos y numéricos que el plc se desempena
ligeramente mejor en términos de eficiencia estadistica.

El papel de las ponderaciones w;; es mejorar la eficiencia estadistica. Una fun-
cion de ponderacion simple que ha sido utilizada por diferentes autores (Bevilacqua
y Gaetan, 2015; Feng, 2014; Heagerty y Lele, 2018) es la funcion de ponderacion
simétrica con soporte compacto.

1 ||si —sjl| <k
(k) = J ) 3.22
wj( ) {O en otro caso ( )

donde k € R* es una distancia arbitraria mayor que la distancia minima de los
puntos de ubicacién. Este tipo de ponderaciones permite calcular un cierto por-
centaje (dependiendo de k) del ntimero total de pares igual a n(n — 1)/2. Por lo
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tanto, la maximizacion eficiente de ply, y ple implica una seleccion preliminar de
los pares "utiles"que requieren el calculo de todas las distancias posibles. Para
conjuntos de datos masivos, esto puede ser un cuello de botella ya que el orden de
célculo es del orden n? y el almacenamiento asociado es del mismo orden.

Nuestra propuesta considera pesos simétricos basados en vecinos mas cercanos.
Especificamente, sea N,,(s;) el conjunto de vecinos de orden m = 1,2, ... del punto
s; € A. Entonces la funcion de peso simétrica propuesta es:

wij(m) = 1 s € Nu(sj) Us; € Niu(si) (3.23)
Y 0 en otro caso

Este tipo de ponderaciones simétricas son computacionalmente convenientes ya
que Los algoritmos de tipo kd — tree se pueden usar para encontrar los vecinos
més cercanos exactos de orden m para cada sitio de ubicacion, es decir N,,(s;)
para [ = 1,...,n con una complejidad computacional de orden nlog(n) y alma-
cenamiento asociado de orden n. El paquete GeoModels utiliza el paquete RNN
(REF) que implementa un algoritmo kd — tree (Bentley (1975), Arya et. Al. S.,
(1998)) para encontrar los vecinos mas cercanos de orden m para cada punto de
ubicacion dado un conjunto de coordenadas espaciales.

El estimador de méaxima log-verosimilitud por parejas ponderadas (wpl) viene
dada por 0y, := argmaxy ply(0), y andlogamente, el estimador de maxima log-
verosimilitud compuesta ponderada (wcl) es dado por O := argmax, plc(0).

Argumentando como en Bevilacqua y Gaetan (2015), se puede demostrar que,
bajo dominio creciente asintético, 0 es consistente y asintoticamente gaussiano con
matriz de covarianza asintética dada por G (@) la inversa de la matriz de informa-
cion de Godambe G,,(0) := H,,(0)7,(0) ' H,.(0), donde H,(0) := E[-V?pl(0)] ¥
Jn(8) := Var[V pl(6)]. La estimacion del error esténdar se puede obtener conside-
rando los elementos diagonales de la raiz cuadrada de G, (6 ) Ademaés, la seleccion
del modelo se puede realizar considerando dos criterios de informacion, tales como
PLIC := —2pl(0)+2tr(H,(0)G;(0)), BLIC := —2pl(0)~+log(n)tr(H,(0)G, ()
que son una version de la verosimilitud compuesta del criterio de informaciéon de
Akaike (AIC) y Criterio de informacién bayesiano (BIC) respectivamente (Varin
y Vidoni, 2005). Tenga en cuenta _que, el cilculo de los errores estandar requiere
la evaluacion de las matrices H,(8) y J,(0). Sin embargo, la evaluacion de 7, (0)
es computacionalmente inviable para grandes conjuntos de datos, sin embargo se
pueden utilizar técnicas de submuestreo de casos para estimar 7,(6) como en
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Bevilacqua et al.(2012) y Heagerty y Lele (1998). Una alternativa sencilla y mas
solida es la estimacion de bootstrap paramétrica de G, (). Utilizamos la segunda
estrategia, mas adelante, en el capitulo Resultados.

3.1.9. Predicciéon

Uno de los objetivos principales del modelado geoestadistico es hacer predic-
ciones en ubicaciones espaciales sin observaciones. El Kriging es una técnica de
interpolacion geoestadistica que considera tanto la distancia como el grado de
variacion entre puntos de datos conocidos al estimar valores en puntos de ubica-
cion desconocidos. Una estimacion kriging es una combinacion lineal ponderada
de los valores muestrales conocidos alrededor del punto que se va a estimar. Si
se aplica correctamente, kriging permite al usuario derivar ponderaciones que dan
como resultado estimaciones 6ptimas e imparciales. El predictor kriging depende
del modelo que se adopte para la funcion aleatoria Y (s). Por lo general, Y (s) se
suele descomponer en una componente de tendencia y una componente residual,
tal como lo expresa la ecuacion

Y(s) = p(s) +€(s), (3.24)

donde Y = {Y(s),s € A} un campo aleatorio, con E(Y(s)) = u(s), Var(Y(s)) =
o? y funcién de correlacion paramétrica py (h, ¢). Sea y = (y(81),...,y(8n))? una
realizacion finita de Y y supongamos que queremos predecir Y en sitios no ob-
servados sg suponiendo que se conocen los parametros del campo aleatorio. La
prediccion en una nueva localizacién espacial esta dada por:

Yo<80) = i wZX(sl) + k‘, (325)

donde X (s;) es un vector de n observaciones del campo aleatorio, w; pesos que
cumplen » "  w; = 1. Distintas versiones de kriging dependen de los supuestos de
p(s). Si es que la media es conocida y constante se denomina kriging simple, si
es constante pero desconocida y ademés estacionaria el valor se denomina kriging
ordinario. Por otro lado, si la media se asume desconocida y se puede representar
por un arreglo de covariables, es decir, u(s) = X' es denominado Kriging univer-
sal. Para el kriging ordinario, el predictor 6ptimo (en el sentido cuadrético medio)
de la variable aleatoria Y (sg) y su varianza asociada estan dados por:

— L ——

Yo(so) = E(Y(80)|Y =vy), Var(Yo(so)) =Var(Y(so)|Y =) (3.26)

donde Y = y es equivalente a (Y (s1) = y(81), ..., Y(Sn) = y(sn))-
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El predictor 6ptimo requiere el conocimiento del la distribucién finito-dimensional
(FDD) de Y que en algunos casos puede ser probleméatico. Los métodos de Monte
Carlo pueden ser una opcién atractiva en este caso. Sin embargo, desde un pun-
to de vista computacional, las muestras de Monte Carlo son dificiles de producir
de manera eficiente y dicho método puede ser inviable para grandes conjuntos de
datos. Se puede obtener una soluciéon mas practica y menos eficiente que requiere
solo el conocimiento de la covarianza, utilizando la prediccion lineal 6ptima y su
varianza asociada dada por:

o — —

Yor(so) = p(so) + "Ry —p), Var(Yor(so)) =oc*(1—c'R7'c), (3.27)

donde 1 = (1a(81), -, ;1(80))", ¢ = [py (80 — 83)|iy ¥ R = [py (s — 85)]7=1-

3.1.10. Campos aleatorios no Gaussianos

Los campos aletarios Gausianos son herramientas muy populares al momento
de analizar datos espaciales ya que pueden caracterizarse simplemente por una
estructura de media y una funcién de covarianza valida. Desafortunadamente el
supuesto de Gaussianidad es fuerte y rara vez se cumple en observaciones reales.
Por lo que, se suele trabajar con campos aleatorios no Gaussianos que modelizan
observaciones espacialmente dependientes que presentan distintas caracteristicas
que no necesariamente cumplen con los supuestos de gaussianidad, como puede
ser la asimetria y/o colas pesadas, con recorridos con soporte en R{, compactos e
incluso observaciones discretas.

Los procesos trans-gaussianos son un método general para modelar datos espa-
ciales no gaussianos obtenidos mediante la aplicacion de algunas transformaciones
no lineales a los datos originales. Varios autores han trabajado proponiendo nuevos
modelos que se ajusten a las caracteristicas de las observaciones, trabajando mu-
chas veces con asimetrias y/o colas pesadas. Algunos ejemplos de estos modelos
pueden ser campos aleatorios con distribuciones marginales con soporte positi-
vo como los campos aleatorios log-Gaussianos (De Oliveira, 2006), Chi-cuadrado
(Ma, 2010a), Gaussiano log-Gaussiano (Zareifard, Khaledi, Rivaz, y Vahidi-Asl,
2018) o Gamma y Weibull (Bevilacqua, Caamano, y Gaetan, 2019b). Por otro
lado también se ha trabajo con modelos a distribuciones continuas con soporte
en los reales, pero que presenten asimetria o colas mas o menos pesadas que la
distribucién Gaussiana tales como campos aleatorios con distribuciones margina-
les Gaussianas asimétrica (Zhang y El-Shaarawi, 2010; Alegria, Caro, Bevilacqua,
Porcu, y Clarke, 2017), Tukey g — h (Xu y Genton, 2017) o t de student y t de
student asimétrica (Bevilacqua y cols., 2019a).
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Capitulo 4

Resultados: Modelacion, estimacion
y prediccion

En el presente capitulo, analizaremos el desempeno del método de verosimilitud
por parejas ponderadas y el método de verosimilitud compuesta ponderada, al
estimar el campo aleatorio tukey-hh y compararemos el rendimiento del predictor
lineal 6ptimo.
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4.1. Modelado y estimacion espacial con datos de
asimetria y/o colas pesadas con campos alea-

torios Tukey-hh

4.1.1. Campo Aleatorio y Distribucién Tukey-h

A partir de ahora, utilizaremos las siguientes notaciones para simplificar la
escritura. Dado un campo aleatorio @) = {Q(s),s € A} con E(Q(s) = u(s)
y Var(Q(s)) = o2, denotamos por pg(h) = Corr(Q(s;),Q(s;)) su funcion de
correlacion, donde h = s; — s; es el vector de separacion de retardos. Para cual-
quier conjunto de puntos distintos (s1,...,8,)", n € N, denotamos por Q;; =
(Q(8:),Q(s;))", i # j, el vector aleatorio bivariado y por Q = (Q(s1),...,Q(s,))"
el vector aleatorio multivariado. Ademads, denotamos con fgs) v Fo(s) la funcién
de densidad de probabilidad marginal (pdf) y la funcion de distribucion acumula-
da (cdf) de Q(s) respectivamente, con fq,. el pdf de Q;; y con fq el pdf de Q.
Finalmente, denotamos con Q* el proceso estandarizado débilmente estacionario,

es decir Q*(s) := (Q(s) — u(s))/o.

Sea G = G(s),s € A un campo aleatorio gausiano débilmente estacionario con
una varianza unitaria y media cero, con funcion de correlacion dada por pg(h) :=
p(h). Segtin Xua y Genton (2017) considera T, = {Tn(s),s € A} un campo
aleatorio con distribucion marginal estdndar de Tukey-h definida a través de una
transformaciéon monétona del GRF estandar subyacente G como:

h(G(s))?
2

Th(s) =: m(G(s)) = G(s)e (4.1)

Este tipo de campo aleatorio tiene distribuciones simétricas marginales y es un
caso especial del campo aleatorio Tukey g — h propuesto en Xua y Genton (2017).
En particular el parametro h € [0,1/2) gobierna el comportamiento de la cola
del campo aleatorio. Si el valor de h aumenta, entonces la cola es méas pesada. Si
h = 0, obtenemos el GRF "padre".

Definimos un campo aleatorio () débilmente estacionario con Q* un proceso
estandarizado débilmente estacionario, es decir, Q*(s) := (Q(s) — u(s))/o. Lue-
go definimos la transformacion de localizacion escala del campo aleatorio T}, =
{T(s),s € A} como:

Ti(s) =: u(s) + T (s), (4.2)

donde p(s) es la media dependiente de la ubicacién y o > 0 es un parame-
tro de escala. Una tipica especificacion paramétrica de la media viene dada por
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p(s) = X(s)TB donde X (s) € R* es un vector de covariables y 3 € R* coeficien-
tes de regresion. Se pueden considerar otros tipos de funciones paramétricas o no
paramétricas.

Para el campo aleatorio Tukey-h E(T}(s)) = 0, Var(T;(s)) = (1—2h)"*/? y la
funcion de correlacion esta dada por:

oy
i) = = e =

(4.3)

Mas importante adn, se puede demostrar algunas propiedades, como la es-
tacionariedad, la continuidad cuadréitica media y los grados de diferenciabilidad
cuadratica media, que pueden heredarse del campo aleatorio gaussiano "padre".
En particular, utilizando los resultados en (4.3) al vincular el comportamiento
de la correlacion en el origen y las propiedades geométricas del proceso asocia-
do, podemos probar que T} es continua en media cuadratica si G' es continua en
media cuadratica y es k-veces diferenciable en media cuadritica si G es k-veces
diferenciable en media cuadratica. Finalmente, es trivial ver que la continuidad y
diferenciabilidad de la ruta de muestra se heredan del campo aleatorio gaussiano
"padre". Como consecuencia, la continuidad en media cuadratica y la diferencia-
bilidad de las rutas de muestra del campo aleatorio Tukey-h se pueden modelar
utilizando funciones de correlacién paramétrica flexible como en el caso del campo
aleatorio gaussiano.

El campo aleatorio Tukey-h tiene una distribucién marginal con pdf propor-
cionado por (Goerg, 2015):

-1
T (1) -
() = —h L(t),0,1 4.4
fTh() t(1+W(ht2))¢(Th ()7 ) ) ’ ( )
-1 : w(he2) | /2 .
donde 7, *(t) = sign(t) <T> y W (-) es la funcion de Lambert-W. El pdf
multivariada del vector T} = (T} (s1), ..., Ty (s,))" se puede calcular a través de:

Hi]il Ti;l@i)

fT* t) = ¢N ’7'71 t ,O, RN 45
con Ry = [p(s; — s;)]=, la matriz de correlacion asociada a la funcion de

correlacion subyacente y la transformacion 7, !(x) se aplica puntualmente para un
vector x dado.
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4.1.2. Campo Aleatorio Tukey-hh

Generalizando lo propuesto en la ecuacion (4.1), Xua y Genton (2017) utili-
76 los campos aleatorios Tukey g — h para modelar tanto colas pesadas como la
asimetria. Desafortunadamente, la transformaciéon involucrada no tiene un inverso
explicito y, como consecuencia, el método basado en la verosimilitud no es facil-
mente aplicable.

Nuestra propuesta consiste en una posible generalizacion del campo aleatorio
Tukey-h que tenga en cuenta tanto las colas pesadas como la asimetria. Conside-
ramos un nuevo campo aleatorio Ty , = {T} ; (s),s € A} definido como:

hy(G(s)?
. G(s)em =2, G(s)<0
Thlyhr(s) = ( ) hr(G(S))Q ( ) . (46)
G(s)e- 2, G(s)>0

En la literatura, esta distribucion es llamada Tukey-hh (Morgenthaler y Tukey,
2000). Se debe tener en cuenta que cuando hl = hr volvemos a (4.1). La familia de
dos parametros hy, h, puede ayudar a corregir la asimetria (a través de la diferencia
hi — h,) y la curtosis (a través de max(h; — h,.)). Por lo tanto, podemos modelar
datos sesgados y de cola pesada.

Lo primero que se debe estudiar es la funcién de covarianza, las propiedades
geométricas y proporcionar expresiones analiticas para la distribucion bivariada
del campo aleatorio tukey-hh. Las distribuciones bivariadas permiten el uso del
método de estimacion de verosimilitud por parejas y la funcion de covarianza que
garantiza la obtencion el predictor lineal 6ptimo.

La distribucion marginal es llamada distribucion Tukey-hh (Morgenthaler y
tukey, 2000) con su pdf dada por (Goerg, 2015):

T (1) o(r, (1), 0, 1)1(—0070)(t>+t(1 +T}LVTV((2J2))

(1) =

¢(Th_rl (t)7 07 ]-)I[O,oo) (t),
(4.7)
., . . . —1 . W(hatQ) 1/2
donde I4(z) es la funcion indicadora del conjunto A, Th (t) = sign(t) (T)

y W(-) es la funcion de Lambert - (Goerg, 2015). Ademés, para el campo alea-
torio Tukey-hh tenemos

h, — h;
Var(L— h)(1— hy)

(T, (5)) = (4.8)

(hr - hl)2

“‘ZMVW”*“‘QWVW”‘m1_mﬁu_h04’(4%

Var(Ty, 5,(s)) =

N | —



Resultados: Modelacion, estimacion y prediccion 39

El siguiente lema nos proporciona el (1,1)-ésimo momento de la distribucion
de Tukey-hh y es ttil para dar una expresion de forma cerrada para pThl,hr(h’)'
Depende de la funcion hipergeométrica definida por (Gradshteyn y Ryzhik, 2007),
que se encuentra en la ecuacion (3.15)

Lemma 4.1. Sea Ty, p,., con hy,h, € [0,1/2) un campo aleatorio estacionario
Tukey-hh con funcion de correlacion Gaussiana p(h). Luego:

E(T;,,hr(si)T;,,hr(Sj)) = 2 ’ + 3/2

p(h)
41
3R (h i) (4.10)

donde gi(h,l) = 1 — (1 — p*(R))hu, g2(h, b)) = (1 — l)? — hip*(h), gi(h. D) =
1- (1 - pz(h))hﬁ gZ(h’v hT) = (1 - hr)2 - th2(h)7 g(ha hla h?”) =1—h—h+ (1 -
P (h)hh, y ademds, oFy (=%, —3; 3:2) = V1 — 2 + zarcsin(y/T).

El siguiente teorema da una expresion analitica para pr, , (h)) en términos
del lema 4.1.

Theorem 4.2. Sea T}, , con hy,h, € [0,1/2) un campo aleatorio débilmente
estacionario Tukey-hh, entonces la funcion de correlacion viene dada por

[E(T}Z,hr (Si>TfZ,hr (s4))

PTy h, (h) = 1 |:7T(]_—hl)2(1—hr)Q((1—2}7/[)73/2"‘(1_2}17‘)73/2)_(hr_hl)2]
2 m(1=hy)?(1-hsr)?
(hr — Tu)®
(1 — h)2(1 — h)2((1 — 2hy) =32 + (1 — 2h,.)=3/2) — (h, — ;)22

, (4.11)

El siguiente teorema describe algunas caracteristicas del campo aleatorio Tukey-
hh y otras interesantes propiedades de su funcion de correlacion. Usando la funcion
de correlacion de Ty ,  puede mostrar que el campo aleatorio es continuo en me-
dia cuadratica, pero no diferenciable en media cuadrética. La diferenciabilidad en
media cuadratica ocurre cuando h; = h, que corresponde al caso de un campo
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aleatorio Tukey-h. Como consecuencia, el campo aleatorio no hereda la diferen-
ciabilidad en media cuadratica del campo aleatorio "padre". Esto puede ser un
inconveniente cuando se utilizan campos aleatorios para modelar datos espaciales
que exhiben un comportamiento suavizado. Finalmente, una caracteristica atrac-
tiva e intuitiva es que la correlacion de Tj; ;, ~a partir de la correlacion de G' donde
hi, h,. — 0 y a partir de la correlacion de Tj, cuando h; = h,.

Theorem 4.3. Sea Ty , , by, h, € [0,1/2) un campo aleatorio Tukey-hh estdndar
y considerando la correlacion gaussiana p(h). Luego:

a) Ty ;. también es débilmente estacionario;

b) Ty 1, es continuo en media cuadrdtica siy solo si G es continuo en media
cuadrdtica;

c) Ty 1, mo es m-veces diferenciable en media cuadrdtica cuando hy # h, si G
es m-veces diferenciable en media cuadrdtica.

d) Ty . es m-veces diferenciable en media cuadrdtica cuando hy = h, si G es
m-veces diferenciable en media cuadrdtica.

e) pTﬁl,hr<h) < p(h) y ademds, lim PT; ., (h) = p(h).

hl,hr—ﬂ)

P pr; , (R)=pr; , ().

Simulacién Campo Aleatorio Tukey-hh

Para ilustrar algunos ejemplos asociados con las propiedades geométricas del
campo aleatorio Tukey-hh, definimos un modelo isotropico flexible del campo alea-
torio gaussiano "padre". Sea la funcion de correlacion Wendland generalizada
(Gneiting, 2002), planteada anteriormente en la ecuacion (3.16), definida para
Y >0

fﬁhl\/au(u27(||h‘|/a)2)w71(1*u)’ydu
GWayy(h) = B2U~ D) Al <a (4.12)
0 en otro caso

y para ¢ = 0, como:

(1= T[rll/a)” Al <

, (4.13)
0 en otro caso

gwa,ﬂﬁ(h') = {

donde B(+,-) es la funciéon Beta y o > 0, v > (d + 1)/2 + ¢ garantiza la definicién
positiva del modelo en R%.
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En particular para un entero positivo k, las rutas de muestra de un proceso
gaussiano son k-veces diferenciable si y solo si ) > k en el caso Matérn (Stein,
1999) y siy solo si ¢ > k — 1/2 en el caso de Wendland generalizada (Bevilacqua
et al., 2018).

En la primera columna de la Figura 4.1 representamos, de arriba a abajo,
una realizaciéon en una fina cuadricula de un cuadrado unitario un campo alea-
torio Tukey-hh con Ay = 0,2 v h, = 04, con hy = h, = 0,2 y ademés, con
h; = 0,2 y h. = 0,4 respectivamente. La segunda columna de la Figura 4.1
muestra los histogramas asociados y finalmente en la tercera columna compa-
ramos la correlacion pr, , (h) con la correlacion del campo aleatorio gausiano
"padre"p(h) = GWy31.4(h). La correlacion Wendland generalizada admite forma
compacta, una caracteristica interesante desde el punto de vista computacional,
que es heredada por los campos aleatorios two — piece que es GW,, 4 (h) = 0
implica pr, , (h) = 0.
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Figura 4.1: Primera columna: una realizacion (de arriba a abajo) de un Tukey-
hh con Th 904, To202 ¥ 104,02 campos aleatorios. Segunda columna: histogramas
asociados. Tercera columna: Asociada a las funciones de correlacion pr, , (h) en
la ecuacion (4.7) Versus la funciéon de correlacion gaussiana "padre"GW, 4 (h)
(412) cona =03, =1y vy =4.
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Se puede obtener una version simplificada de Tukey-hh en la Ecuacion (4.7)
suponiendo que Ty ;, (s;) L T} ;, (85),4 # j. Bajo este supuesto, T , sigue siendo
un campo aleatorio con distribucion marginal Tukey-hh pero, en este caso, se puede
demostrar que la funcion de correlacion resultante exhibe una discontinuidad en el
origen y, como consecuencia, el RF no es continuo en media cuadratica. Una version
no continua en media cuadratica se puede obtener del campo aleatorio Tukey-hh
en la ecuacion (4.7) introduciendo un efecto pepita (Nugget effect). En nuestra
construccion se puede introducir facilmente un efecto pepita eligiendo una funciéon
de correlaciéon discontinua del campo aleatorio gaussiano subyacente reemplazando
p(h) por p*(h) = (1 —71%)p(h)+ 72I(h = 0) donde 0 < 72 < 1 representa el efecto
pepita subyacente. La figura 2 (parte inferior de izquierda a derecha) muestra
dos realizaciones del campo aleatorio de Tukey-hh con h; = 0,4 y h, = 0,3 bajo
la correlacién subyacente anterior GW 3 0.4(h) considerando o no un efecto pepita
72 = 0,2. Se puede apreciar claramente el impacto del efecto pepita en la realizacion
en la parte derecha.



44

Modelado y estimacion espacial con datos de

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

1.0

0.8

0.6

— Gaussial
- = Tukey-hl

n
h with h=0.4 h,=0.3

0.00

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

T T
0.30 0.35

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

asimetria y/o colas pesadas con

campos aleatorios Tukey-hh

—— Gaussian
- - Tukey-hh with h=0.4 h=0.3

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
= | |
|
20
| |
| |
n 10
— | B |
| |
0
| |
a
-10
| |
-20
- -
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.2: Parte superior izquierda: la funcion de correlacion del campo aleatorio
Tukey-hh (la funcion de correlacion es GWq304(h) = p(h) = (1 — ||R]|/0,3)*),)
cuando h; = 0,4 y h, = 0,3. Parte superior derecha: las funciones de correlacién
del campo aleatorio Tukey-hh bajo la configuraciéon anterior cuando la funcion de
correlacion subyacente es p(h) =1si h =0y p(h) = (1 —7%)(1 — ||h||/0,3)%), si
h # 0 con 72 =0,2.
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El siguiente teorema da una expresion explicita de forma cerrada para el pdf
de la variable aleatoria del vector Ty , = (T} (1), Tp e (80)) "

Theorem 4.4. Sea T}, ;, , i, h, € [0,1/2) un vector aleatorio Tukey-hh con fun-
cion de correlacion subyacente p(h). Luego:

Frn 0 = Y el LN )
Ay T (U W () TE (L W ()

D) -7(h,t Ro)I n—m coyty
AP 0.0 RN g g, (oo

j=1

(4.14)

donde 14(x) denota la funcion indicadora del conjunto A, R, = [p(s; — ;)i ;=1,
ln) € {=1,+1}7,
%)

y la matriz diagonal D(¢) = Diag{l1,...,0,}, con £ = ({4, ...,

2y\ —1/2 2y —1/2 —1/2
M (t) = sign(t) (%) , T(h,t) = (% /,..., ( / , donde
h € {h;, h,}.

Tenga en cuenta que, utilizando el Teorema 4.4, es evidente que los métodos
basados en la verosimilitud el campo aleatorio Tukey-hh son poco practicos desde
el punto de vista computacional, incluso para un conjunto de datos relativamente
pequeno. Por lo tanto, del Teorema 4.4, la funcion de densidad de probabilidad
bivariada del vector (T}, ;,,.(8:), Ty 1.(85))" puede ser obtenido como:

Th_ll(ti)Th_ll(tj)

(4.15)

. tit:) = L), (), 0, Ro) I — oo 0)x(—00.0) (B T
I s3] = e W R (1 1 W) e (BT ()0 o) ooy (s 1)
~1 1
Thl (t )Th (tj) 1 -1
ti) t',O,R [—oo ooy iy Tj
W )1+ W T (05 0 Bl oot )
—1 1
Th (ti)Thl (tj) 1 —1
y tia tj 7O7R I 00) X (—o00 tut
b T W)@ W) T 1T (00 oo ()
—1 -1
Thy (L) T, (t5) N
- - tia t; 707R I oo 00 ti7t‘a
bR W) 1+ W (R ) T 19 T (10): 0 1) oo oo (1)
donde Ry = [p(s; — s;)]7,—; es la matriz de correlacion bivariada asociada al

funcion de correlacion subyacente p(h). Tenga en cuenta que, cuando p(h) = 0,
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fT}TZ,hr;z’j (ti,t;) se puede escribir como el producto de dos variables aleatorias inde-
pendientes de Tukey-h. Por lo tanto, correlaciéon de pares cero implica indepen-
dencia por pares, como en el caso gaussiano. La figura (4.3) muestra los graficos
de contorno de la ecuacion (4.15) cuando v = 3,9y p(h) = 0,2,0,9. Resulta que la
distribucién bivariada de Tukey-hh no es eliptica y cuando h; y h, tienden a cero,
las graficas de contorno tienden hacia una forma eliptica. Finalmente, la densidad

bivariada del proceso T}, j, se obtiene facilmente

1 by — i Ty — py
fThl,hT‘%ij (t“ tj) = EfTitl,hr;i]’ ( o ? o : (4]‘6)

y la densidad condicional del proceso T}, 5, es

fThl,hr;i|Thl,hr;i(ti|tj> =2- fThl,hr;ij (ti7 tj) - fThl,hr (tl> - fThl,hr (tj> (4‘17)
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Figura 4.3: Graficas de contorno de la distribucion bivariada del campo aleatorio
Tukey-hh (4.15) cuando p(h) = 0,9, by =0,2,0,1,0 y h,. = 0,4,0,2,0,1,0.
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4.2. Estimacion y Prediccién de campos aleatorios
Tukey-hh

Para el Predictor Lineal Optimo supondremos una media conocida, correlacion,
los parametros h; y h, del campo aleatorio Tukey-hh, el predictor en una ubicacién
desconocida s(0) que es dada por la ecuacion (6), teniendo entonces:

—

t(s0) = pu(so) + ' R™HT — p) (4.18)

donde pu = (pu(s1), ..., ()", ¢ = [PT;;I,,LT(SO» i),y R = [/JT,;*l,hr(Sz‘a ;)7 j=1- En
la practica la media y la matriz de covarianza son desconocidas y deben estimarse.
El error cuadratico medio asociado, esta dado por:

MSE(i(so)) = 0*(1 — ¢"R~'e). (4.19)

El predictor no puede evaluarse ya que u(s) y pT;:l’hr(h) son desconocidos. Por
esta razon, sugerimos utilizar una estimacion complementaria para ambas usan-
do el Verosimilitud por parejas ponderadas y Verosimilitud compuesta ponderada.
Tenga en cuenta que, a partir del teorema (1), el predictor gaussiano 6ptimo puede
ser visto como un caso especial de (22) cuando hy, h, — 0.

4.3. Rendimiento de la estimacion de verosimilitud

compuesta.
Para proceder con la simulacion, consideramos los puntos s; € A = [0,1]?,
1 =1,...,N. Concretamente, usando la descomposicion de Cholesky, realizamos

1000 simulaciones de un campo aleatorio Tukey-hh, en sitios de ubicacién espacial
N = 500 distribuidos uniformemente en el cuadrado unitario.

Consideramos % = 1 y establecemos X3 con B = (8, 31)7 las covariables
constantes By = 0,5, f1 = —0,25 donde X es una matriz de N x 2 con la
primera columna el vector unitario y la segunda columna una realizacion inde-
pendiente e idénticamente distribuida a partir de U(0,1). Ademés, establecemos
h; = 0,1,0,2,0,3 y h, = 0,1,0,3 para el Tukey-hh. Como modelo de correlacion
paramétrica isotropica subyacente, consideramos el modelo en la ecuacion (4.13)
con a = 0,05y 6 = 4 donde se asume que ¢ es conocido y fijo. En la estimacion wpl
consideramos dos criterios para la funciéon de peso de corte, utilizando vecindades
n;; = 4,8,12 y distancias maximas d;; = 0,05,0,1,0,15. El cuadro 4.1 muestra el
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sesgo v el MSE de las estimaciones de wpl.

Como comentario general, las estimaciones son insesgadas y para cada modelo
no hay diferencias significativas entre los diferentes métodos de funciones de peso
para la estimacion wpl, pero atn asi se puede observar que los menores MSE se
obtienen al utilizar vecindades. Como un ejemplo concreto, cuando h; = 0,3 y
h, = 0,1 en la Figura 4.4 muestra los diagramas de caja de las diferencias de esti-
maciones de wpl con el valor real para la estimacion de los parametros de Tukey-hh
RF, respectivamente.

De la misma manera, se realiza el mismo estudio, esta vez utilizando la verosimilitud-
logaritmica compuesta de pesos. En donde, el cuadro 4.2 muestra el sesgo y el MSE
de las estimaciones de wpl y ejemplo cuando h; = 0,3 y h, = 0,1 la figura 4.5 mues-
tra los diagramas de caja de las diferencias de estimaciones de wecl con el valor real
para la estimacion de los pardmetros de Tukey-hh RF, respectivamente.
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h=0,1 hy=0,2 h =03
h, =0,1 h, =0,3 h, =0,1 h, =0,3 h, =0,1 h, =0,3
Bias MSE Bias MSE Bias MSE Bias MSE Bias MSE Bias MSE
n—4 0.002828 | 0.011481 | 0.002497 | 0.010758 | 0.002552 | 0.010768 | 0.002445 | 0.010703 | 0.002456 | 0.010749 | 0.002502 | 0.010548
n—8 0.002853 | 0.011558 | 0.002859 | 0.010867 | 0.002718 0.002867 | 0.010845 | 0.002771 | 0.010858 | 0.002957 | 0.010732
n—12 0.002760 | 0.011492 | 0.003035 | 0.010826 | 0.002805 0.002995 | 0.010816 | 0.002851 | 0.010818 | 0.003011 | 0.010737

m—0.05 | 0.0 9 10.017767 | 0.003875 | 0.015197 | 0.003747 . C 0.003765 | 0.015147 | 0.003813 | 0.015 0.003893 | 0.014942
m=0.10 | 0.003279 | 0.015421 | 0.004069 | 0.012618 | 0.003851 | 0.012552 | 0.003986 | 0.012603 | 0.003855 | 0.0 0.004013 | 0.012503
m=0.15 | 0.003895 | 0.014135 | 0.004245 | 0.012036 | 0.003955 | 0.011941 | 0.004036 | 0.012058 | 0.003947 | 0.011998 | 0.004051 | 0.011983
n=4 0.001356 | 0.003685 | -0.000052 | 0.004643 | 0.000237 | 0.004330 | -0.000463 | 0.004862 | -0.000198 | 0.004455 | -0.000731 | 0.004979
n=8 0.001071 | 0.004461 | -0.001146 | 0.005745 | -0.000850 | 0.005418 | -0.001741 | 0.005965 | -0.001102 | 0.005531 | -0.002089 | 0.006101
7 n=12 0.001372 | 0.004918 | -0.001120 | 0.006374 | -0.000618 | 0.006073 | -0.001666 | 0.006604 | -0.001027 | 0.006173 | -0.002067 | 0.006718
P 'm=0.05 | 0.001721 | 0.004291 [ 0.000215 | 0.005745 [ 0.000255 | 0.005375 |-0.000192 | 0.005999 | -0.000086 | 0.005466 | -0.000309 | 0.006186
m=0.10 | 0.001316 | 0.005596 | -0.001749 | 0.006757 | -0.001065 | 0.006418 | -0.002081 | 0.007011 | -0.001479 | 0.006503 | -0.002338 | 0.007116
m=0.15 | 0.001633 | 0.006182 | -0.001366 | 0.007416 | -0.000671 | 0.007026 | -0.001796 | 0.007629 | -0.000851 | 0.007094 | -0.002091 | 0.007725
n—4 -0.000651 | 0.000036 | -0.000829 | 0.000037 | -0.000830 | 0.000037 | -0.000830 | 0.000037 | -0.000828 | 0.000037 | -0.000819 | 0.000037
n—_8 -0.000864 | 0.000035 | -0.001116 | 0.000036 | -0.001118 | 0.000036 | -0.001110 | 0.000036 | -0.001120 | 0.000036 | -0.001102 | 0.000036
a n—12 -0.000950 | 0.000038 | -0.001323 | 0.000038 | -0.001311 | 0.000038 | -0.001312 | 0.000038 | -0.001315 | 0.000038 | -0.001305 | 0.000038

m=0.05 | -0.001127 | 0.000052 | -0.0 0 | 0.000050 | -0.001235 | 0.000050 | -0.001231 | 0.000050 | -0.001240 | 0.000050 | -0.001234 | 0.000050
m=0.10 | -0.001216 | 0.000046 | -0.001576 | 0.000042 | -0.001562 | 0.000042 | -0.001572 | 0.000042 | -0.001564 | 0.000042 | -0.001561 | 0.000042
m=0.15 | -0.001321 | 0.000047 | -0.001774 | 0.000044 | -0.001758 | 0.000044 | -0.001767 | 0.000044 | -0.001754 | 0.000044 | -0.001757 | 0.000044
n=4 0.007862 | 0.017172 | 0.004004 | 0.018141 | 0.002130 | 0.017249 | 0.004319 | 0.019331 | 0.002334 | 0.018171 | 0.004727 | 0.020357
n=8 0.009032 | 0.018575 | 0.005065 | 0.018736 | 0.002542 | 0.017685 | 0.005373 | 0.020049 | 0.002841 | 0.018635 | 0.005901 | 0.021096
| n=12 0.010056 | 0.018662 | 0.004791 | 0.019211 | 0.002357 | 0.017995 | 0.005114 | 0.020520 | 0.002452 | 0.018880 | 0.005545 | 0.021556
m=0.05 | 0.005536 | 0.025791 | 0.003225 | 0.025217 | 0.000481 | 0.024431 | 0.004251 | 0.026988 | 0.001066 | 0.025793 | 0.005382 | 0.028362
m=0.10 | 0.011076 | 0.023779 | 0.004711 | 0.021470 | 0.002120 | 0.020399 | 0.005366 | 0.023039 | 0.002298 | 0.021430 | 0.005868 | 0.024243
m=0.15 | 0.011330 | 0.022148 | 0.005946 | 0.020564 | 0.003242 | 0.019453 | 0.006414 | 0.022079 | 0.003698 | 0.020506 | 0.006866 | 0.023236
n—4 -0.006868 | 0.001804 | -0.005705 | 0.001846 | -0.006212 | 0.003393 | -0.006301 | 0.003538 | -0.006962 | 0.005462 | -0.007035 | 0.005688
-0.007045 | 0.001940 | -0.005646 | 0.001977 | -0.005937 | 0.003599 | -0.006132 | 0.003735 | -0.006753 | 0.005680 | -0.006968 | 0.005870
-0.007135 | 0.002003 | -0.005891 | 0.002011 | -0.006294 | 0.003650 | -0.006545 | 0.003784 | -0.007160 | 0.005758 | -0.007492 | 0.005926
-0.007739 | 0.002380 | -0.006938 | 0.002339 | -0.007893 | 0.004406 | -0.008144 | 0.004596 | -0.009560 | 0.006996 | -0.009861 | 0.007235

I

-0.007595 | 0.002389 | -0.006698 | 0.002186 | -0.007426 | 0.003989 | -0.007758 | 0.004148 | -0.008826 | 0.006239 | -0.009179 | 0.006441

-0.007922 | 0.002391 | -0.006527 | 0.002161 | -0.007148 | 0.003930 | -0.007447 | 0.004078 | -0.008248 | 0.006143 | -0.008594 | 0.006371
n= -0.009089 | 0.001853 | -0.011865 | 0.005135 | -0.008716 | 0.001705 | -0.011762 | 0.005221 | -0.008632 | 0.001728 | -0.011621 | 0.005281
n—8 -0.009577 | 0.002015 | -0.012597 | 0.005363 | -0.009092 | 0.001816 | -0.012445 | 0.005455 | -0.009009 | 0.001841 | -0.01% 0.005525

n n—=12 -0.009840 | 0.002074 | -0.012501 | 0.005462 | -0.009066 | 0.001868 | -0.012327 | 0.005540 | -0.008986 | 0.001891 | -0.012237 | 0.005612
" | m=0.05 | -0.011647 | 0.002393 | -0.015183 | 0.006606 | -0.010646 | 0.002145 | -0.015169 | 0.006713 | -0.010581 | 0.002172 | -0.015110 | 0.006790
m—=0.10 | -0.011355 | 0.002324 | -0.013506 | 0.006104 | -0.009620 | 0.002083 | -0.013366 | 0.006209 | -0.009539 | 0.002108 | -0.013259 | 0.006286
m—0.15 | -0.011120 | 0.002286 | -0.013315 | 0.006137 | -0.009723 | 0.002099 | -0.013227 | 0.006218 | -0.009658 | 0.002123 | -0.013144 | 0.006295

Cuadro 4.1: Sesgo (Bias) y MSE cuando estimamos con wpl un campo aleato-
rio Tukey-hh, esto es u + o7y, , con p = 0, 0% = 1, para distintos valores de
hi y h,, y diferentes valores de vecindades (n = 4,8,12) y distancias maximas
(m = 0,05,0,10,0,15). Con funcién de correlacion Wendland generalizada subya-
cente GWq0a(h) = (1 — ||h|]/oz)i con o = 0,05.
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0,5, p1 = —0,25,

0,3 y h, = 0,1 menos sus respectivos valores reales (de

17 hl:

0,05, o2
izquierda a derecha) cuando se estima con wpl el campo aleatorio Tukey—hh que

es u+ o1} , , con vecindades 4, 8 y 12, y distancia maxima 0.05, 0.10 y 0.15

respectivo.

Figura 4.4: Diagramas de caja de los pardmetros estimados Sy

«
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h=0,1 hy=0,2 h =03
h, =0,1 h, =0,3 h, =0,1 h, =0,3 h, =0,1 h, =0,3
Bias MSE Bias MSE Bias MSE Bias MSE Bias MSE Bias MSE
n—4 0.000665 | 0.009706 | 0.001421 | 0.009420 | 0.002013 | 0.009653 | 0.001564 | 0.009210 | 0.002107 | 0.009480 | 0.001661 | 0.008950
n—8 0.000054 | 0.009702 | 0.002185 | 0.009965 | 0.002382 | 0.010069 | 0.002211 | 0.009849 | 0.002605 | 0.009976 | 0.002324 | 0.009655
n—12 0.000213 | 0.009885 | 0.002573 | 0.010139 | 0.002645 | 0.010207 | 0.002585 | 0.010074 | 0.002786 | 0.010154 | 0.002649 | 0.009927

Po m=0.05 [ 0.000398 | 0.013540 | 0.002602 | 0.013822 | 0.003541 | 0.014255 | 0.002730 | 0.013506 | 0.003007 | 0.013915 | 0.003256 | 0.013006
m=0.10 | 0.000140 | 0.011789 | 0.003844 | 0.012165 | 0.003858 | 0.012177 | 0.003818 | 0.012057 | 0.004045 | 0.012116 | 0.003905 | 0.011850
m=0.15 | -0.000340 | 0.011396 | 0.004199 | 0.011847 | 0.003988 | 0.011773 | 0.003973 | 0.011813 | 0.003888 | 0.011814 | 0.003951 | 0.011719
n—1 -0.000698 | 0.003582 | 0.000142 | 0.003790 | 0.000067 | 0.003558 | -0.000295 | 0.003986 | -0.000258 | 0.003651 | -0.000595 | 0.004106
=3 ~0.000175 | 0.004434 | -0.000974 | 0.004628 | -0.000710 | 0.004357 | -0.001517 | 0.004855 | -0.001148 | 0.004479 | -0.001893 | 0.004995

5 [m=12 [-0.000212 [ 0.005112 [ -0.001004 | 0.005261 | -0.000718 | 0.004958 | -0.001592 | 0.005468 | -0.001T50 | 0.005079 | -0.001993 | 0.005594

Pl "m=0.05 | -0.000443 | 0.004350 | 0.000431 | 0.004643 | 0.000408 | 0.004351 | 0.000119 | 0.004872 | 0.000145 | 0.004457 | -0.000085 | 0.005015
m—0.10 | -0.000649 | 0.005555 | -0.001520 | 0.005631 | -0.001226 | 0.005291 | -0.002082 | 0.005868 | -0.001517 | 0.005421 | -0.002282 | 0.006006
m0.15 | -0.000224 | 0.006782 | -0.001278 | 0.006635 | -0.000662 | 0.006267 | -0.001792 | 0.006855 | -0.000988 | 0.006382 | -0.002114 | 0.006947
n 4 ~0.000877 | 0.000033 | -0.000561 | 0.000036 | -0.000562 | 0.000036 | -0.000545 | 0.000036 | -0.000555 | 0.000036 | -0.000533 | 0.000036
n8 ~0.001313 | 0.000034 | -0.000051 | 0.000036 | -0.000949 | 0.000036 | -0.000948 | 0.000036 | -0.000947 | 0.000036 | -0.000930 | 0.000036

& [m 12 [ -0.001512 | 0.000088 | -0.001200 | 0.000038 | -0.001204 | 0.000038 _| -0.001103 | 0.000038 | -0.001191 | 0.000038 | -0.001182 | 0.000038
m=0.05 | -0.001113 | 0.000049 | -0.000890 | 0000051 | -0-000903 | 0000051 | -0.000878 | 0.000051 | -0.000895 | 0.000051 | -0.000855 | 0.000051
m=0.10 | -0.001679 | 0.000043 | -0.001482 | 0.000043 | -0.001482 | 0.000043 | -0.001471 | 0.000043 | -0.001475 | 0.000042 | -0.001463 | 0.000043
m=0.15 | -0.001840 | 0.000046 | -0.001721 | 0.000044 | -0.001710 | 0.000044 | -0.001712 | 0.000044 | -0.001721 | 0.000044 | -0.001703 | 0.000044
n—4 ~0.001352 | 0.014404 | 0.002205 | 0.016281 | 0.000993 | 0.015675 | 0.002350 | 0.017327 | 0.001079 | 0.016498 | 0.002559 | 0.018221
=3 ~0.000298 | 0.015177 | 0.003240 | 0.017147 | 0.001199 | 0.016279 | 0.003314 | 0.018264 | 0.001367 | 0.017120 | 0.003559 | 0.019190

52 [n=T2 [ -0.000099 | 0.015656 | 0.008077 | 0017971 | 0.000890 | 0.016874 | 0.003191 | 0.019108 | 0.001111 | 0.017734 | 0.003447 | 0.020068

m=0.05 | -0.003625 | 0.019069 | 0.000227 | 0.022880 | -0.001772 | 0.022498 | 0.000799 | 0.024365 | -0.001532 | 0.023624 | 0.001616 | 0.025609
m=0.10 | 0.000466 | 0.018113 | 0.002774 | 0.020263 | 0.000352 | 0.019324 | 0.003215 | 0.021673 | 0.000533 | 0.020247 | 0.003817 | 0.022761
m=0.15 | 0.002757 | 0.018098 | 0.004930 | 0.019933 | 0.002353 | 0.018911 | 0.005218 | 0.021337 | 0.002629 | 0.019919 | 0.005653 | 0.022466
n—4 -0.005711 | 0.001514 | -0.004754 | 0.001593 | -0.005198 | 0.002943 | -0.005124 | 0.003061 | -0.005792 | 0.004777 | -0.005673 | 0.004928
-0.006411 | 0.001632 | -0.005068 | 0.001756 | -0.005268 | 0.003213 | -0.005443 | 0.003326 | -0.005971 | 0.005130 | -0.006064 | 0.005291
-0.006712 | 0.001719 | -0.005475 | 0.001836 | -0.005918 | 0.003340 | -0.006057 | 0.003463 | -0.006750 | 0.005333 | -0.006830 | 0.005495
-0.006552 | 0.001862 | -0.005662 | 0.001998 | -0.006600 | 0.003804 | -0.006532 | 0.003957 | -0.007892 | 0.006143 | -0.007791 | 0.006353
-0.007388 | 0.001870 | -0.006374 | 0.002010 | -0.007212 | 0.003682 | -0.007355 | 0.003827 | -0.008398 | 0.005844 | -0.008658 | 0.006035
-0.007792 | 0.001915 | -0.006415 | 0.002071 | -0.007008 | 0.003776 | -0.007275 | 0.003911 | -0.008173 | 0.005937 | -0.008380 | 0.006152
n= -0.007030 | 0.001502 | -0.009885 | 0.004545 | -0.007192 | 0.001498 | -0.009637 | 0.004612 | -0.007083 | 0.001519 | -0.009478 | 0.004659
n—8 -0.007978 | 0.001686 | -0.011585 | 0.004841 | -0.008288 | 0.001624 | -0.011397 | 0.004916 | -0.008184 | 0.001648 | -0.011264 | 0.004971
n n—=12 -0.008036 | 0.001785 | -0.011886 | 0.005027 | -0.008539 | 0.001708 | -0.011680 | 0.005098 | -0.008440 | 0.001730 | -0.011534 | 0.005159
" | m=0.05 | -0.008089 | 0.001805 | -0.012554 | 0.005908 | -0.008608 | 0.001882 | -0.012373 | 0.005982 | -0.008482 | 0.001914 | -0.012128 | 0.006022
m=0.10 | -0.009127 | 0.001898 | -0.012853 | 0.005728 | -0.009116 | 0.001922 | -0.012685 | 0.005809 | -0.008991 | 0.001952 | -0.012538 | 0.005873
m—0.15 | -0.009145 | 0.002030 | -0.013134 | 0.005895 | -0.009527 | 0.002013 | -0.012960 | 0.006005 | -0.009438 | 0.002038 | -0.012840 | 0.006073

I

Cuadro 4.2: Sesgo (Bias) y MSE cuando estimamos con wel un campo aleato-
rio Tukey-hh, esto es u + o7y, , con p = 0, 0% = 1, para distintos valores de
hi y h,, y diferentes valores de vecindades (n = 4,8,12) y distancias maximas
(m = 0,05,0,10,0,15). Con funcion de correlacion Wendland generalizada subya-
cente GWq0a(h) = (1 — ||h|]/oz)i con o = 0,05.
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Resultados: Modelacion, estimacion y prediccion
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Rendimiento de la estimacion de verosimilitud compuesta.



Capitulo 5

Conclusiones

En este capitulo, nos centraremos en las principales conclusiones en relacion
con, nuestra investigacion, y especificamente al proceso de modelado utilizando el

modelo Tukey-hh.

%)
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5.1. Conclusiones

En esta investigacion, se ha propuesto una nueva clase de campo aleatorio no
gaussiano para la modelizacion de observaciones espaciales con dominio continuo
que pueden presentar asimetria y/o colas pesadas, caracteristicas que muchas ve-
ces presentan las observaciones en fenémenos naturales o contextos reales, que no
se ajustan al marco gaussiano mas clasico.

Especificamente, propusimos un proceso aleatorio en base a una transforma-
cion de un campo aleatorio gaussiano que se ajuste a caracteristicas que muchas
veces el proceso gaussiano no puede ajustar de manera natural. Basado en la dis-
tribucion Tukey g — h propuesta por Xua y Genton en el 2017. Nuestro modelo
es llamado campo aleatorio Tukey-hh v es una generalizacién del campo aleatorio
tukey-h, este ultimo también propuesto por los mismos autores el 2017.

Uno de los principales beneficios de trabajar con los campos aleatorios Tukey-
hh es que pueden modelar tanto asimetria y/o colas pesadas, por lo tanto puede
tener un mejor ajuste al modelar observaciones en contextos reales. Por otro lado,
nuestro modelo admite un inverso explicito, por lo que, pudimos aplicar métodos
de verosimilitud compuesta sin mucho esfuerzo, para esto obtuvimos la distribu-
cion bivariada y la compuesta.

Un importante beneficio al usar la estimacion de verosimilitud compuesta jun-
to con la nueva propuesta de pesos ponderados basados en vecinos mas cercanos,
permite realizar estimaciones para grandes conjuntos de datos y mejorar la agili-
dad computacional con respecto a los pesos simétricos basados en distancias. Este
avance es muy beneficioso para trabajar con grandes cantidades de observaciones
espaciales, obteniendo buenas simulaciones, estimaciones y predicciones obtenien-
do una baja carga computacional y una alta eficiencia estadistica.

Para la prediccién, calculamos la funcién de covarianza con el fin de aplicar
el método de interpolacion Kriging, en especifico, utilizamos la prediccion lineal
o6ptima en el sentido cuadratico medio. Ademés, estudiamos las propiedades de
segundo orden asociadas y en el caso estacionario, las propiedades geométricas.

Con respecto a las propiedades geométricas, una desventaja obtenida es que
nuestro proceso no es diferenciable en media cuadrética cuando los parametros h;
v h, son diferentes, lo que conlleva a que, cuando son diferentes, la funcion de
correlaciéon caiga bruscamente, esto se debe a que la derivada de la funcion no
cumple con los criterios de convergencia.
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Finalmente, podemos decir que el campo aleatorio Tukey-hh es bastante versé-
til y facil de extrapolar a dominios procesos espacio-temporales. Ademas, que sus
parametros no se limitan a un espacio paramétrico discreto.

Para futuras investigaciones, se puede aplicar el modelo a una implementa-
cion real con el fin de modelar y predecir, valores observados de los méas diversos
contextos, estos pueden ser climatologicos, mineros, ciencias ambientales, o salud
piblica, entre otros.
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Capitulo 7
Apéndice A

En el presente capitulo, otorgaremos un suplemento o adjunto de investiga-
cion, que contiene informaciéon de ayuda para la mejor comprension de la tesis y
proporciona informacion esencial sobre el proceso de investigacion.
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7.1. Prueba Lema 4.1

Demostracion. Por definicién, tenemos:

hr(G(s:))?
2

E(T}, . (5:)Tf . (55)) = E [G<si>a<sj>e

her(G(s;))? h(G(s;))2 | hi(Gls;)?
T } +LE [G(si)G(sj)e T 2

hr(G(84))2
2

+E [G(si)G(sj)e +h’(c(fj”2} +E {G(si)G(sj)e

) 2 hp(G(si))2
hi(Gay)) B ;sﬁ) :|

1 — L [g7+97—2p(R)g:g;] hrof | Pro]
= gigie 2(1—p2(h)) 72 175 e 2 Pl dgidg‘
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1 " 1 ,2+ 2_9,5(h r hzg? h192'
Jr27r(1—,02(h))1/2/91193'@ ity (9093 ~20i0s] 2 2" dgidg;
RZ
1 L [g?+g2—2p(h)gig;] red Ml
+27T(1—P2(h))1/2//gi9j6 sy (94 +9) 20 (g0s] B4 2" dg;dg;
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1 1 24 2 g.] me?  hred
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R- Ry
= A1+ Ay + Az + Ay (71)

Tomando la primera integral A; de la suma de (7.1) y usando (3.462.1) de Gradsh-
teyn y Ryzhik el 2007, obtenemos

1 [1-(1-p%(h)hr]g? [, [L-(=p?(h)hrlef | p(R)9i9; ]
_—— - — .2 — 52
Al — 27T(1_p2(h))1/2 /gje 2(1—p2(h)) /gie 2(1—p=(h)) (1—p=(h)) dgi dgj
R,y Ry
2 - 2
— 1 (1- p2<h)) /g‘e_[u 2((11722((;;);); ]_4(1—p2<h>>f1—“(11)—p2<h>)m}gﬂz'
2n(1— 2172 [1— (1 - p2(h)h, | ) ¥

Ry

_ p(h)g; du.
o ( V(I =p(h)[L— (1~ p2(h))h,.]> 9 (7.2)

donde D,,(z) es la funcion del cilindro parabolico. Luego, considerando (9.240) de
Gradshteyn y Ryzhik el 2007:

) P2 (h)g?
D_, < p(h)g; ) = ¢ 40-pZ(R)I-1-p%(R))Ar]
VA= 2L — (1~ p2(h)h,]

1 p*(h)g3
= =)

+ v2mp(h)g; e_4(17;»2<h>z[21“jzip2<h>>w
2\/(1—p2(h)[1 — (1 - p2(h)h,]
33 p*(h)g?
i (2;2; 2(1— P2(h)1— (1 p2<h>>m> '
(7.3)
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combinando las ecuaciones (7.3) y la integral de (7.5) y usando (7.621.4) de
Gradshteyn y Ryzhik el 2007, obtenemos

_ 2 1/2 (1—(1—p?(h)hrlg? 2 2
Al — (1 P (hl) /gje*WLF‘l 1717 : p (h)gj : dgj
2l — (1= A (R)he] 2" 2(1— p2(h))[1 — (1 — p2(h))h,]
+

+

V2mp(h) , et (303 pP(h)g; }
47r[1—<1—p<h>>h13/2/ e e 1F1(2’2’z<1—p2<h>>[1—<1—p2<h>>hr]>dg]

_ (=) L L p*(h)
2l - <1— F( 2 p2<h>>hr12>
p(h)(1 - p? (h))?’/2 333 p2(h)
i (35 o ) 4
Luego, usando la transformacion de Euler y la identidad o F} (% % %; x) =(1-
x)~%/2 obtenemos
_ - -ph)h] 1 11 p*(h) p(h)
A= = hz - p(mnzpEre? (‘2"2’2’ 1= (1= p2(h)h,] )*4{(1—h> — p2(R)h2J3/2
(7.5
De forma similar, Ay, A3 y Ay de (7.1), es dado por
Y L (D)) (_1 TV () )+ p(h)
LT am(L—h)? = (AP 2 272 (L= (1= ()P ) T A[(1 = ) — pR ()R
o= (== p(R)h][1 = (1 = P2 ()R] (_1 11 p*(h) )
8 271 — he — by — (1 — p2(h)) b lg372 2P\ 27 2727 1= (1= p2(h)) ][l — (1 — p2(R))Iy]
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A, — (== pP(R)h][1 = (1 = p*(R))h,]) 2 (_1 11 p*(h) )
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+ ph) (7.6)

A= hy — by — (1= P2(h))h 32

Finalmente, combinando las ecuaciones (7.5) y (7.6), obtenemos E(T}; , (s:)T}; 1, (85))-

7.2. Prueba Teorema 4.3

Demostracion. Si G es un proceso gaussiano débilmente estacionario con corre-
lacion p(h), entonces por (4.11) es sencillo ver que T}, también es débilmente
estacionario porque tanto la media como la varianza dadas por (4.8) y (4.9), no
dependen de la ubicacion espacial s. Los puntos (b) y (c) se pueden mostrar usan-
do las relaciones entre las propiedades geométricas de un proceso estacionario y
la correlacion asociada. Especificamente, la continuidad en media cuadratica y la
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diferenciabilidad en media cuadratica es m veces de T} , , es equivalente a la
continuidad y diferenciabilidad de 2m veces de pr+ = (h) cuando h = 0, respecti-
1:hr

vamente (Stein, 1999).

Cuando h = 0 la funcién de correlacion gaussiana p(h) = 1. Es facil demostrar
que en la ecuacion (4.11) la E(T}; . (s:)T5 5. (s;)) es igual a 3[(1 — 2h,)3/% 4 (1 —
2hy)*/?]. Si restamos el cuadrado de E(T}; ,, (s)) dada por la ecuacion (4.8), pode-
mos establecer que Cov(T} , (s)) = Var(T} ; (s)), de modo que, al ser un campo
aleatorio débilmente estacionario, es igual a 1 cuando h — 0, concluyendo que el
campo aleatorio 7}, , ~es continuo en media cuadratica.

Sabemos que la funcién de correlacion del tukey-hh depende de la funcion hi-
pergeométrica. Para la diferenciabilidad en media cuadratica, G debe ser m—veces
diferenciable en media cuadratica. Usando iterativamente la n—ésima derivada de
la funcion o F} con respecto a x:

b
2F1(n)(a,b;c;$):%2}7&(@4—7}71)—}—”;@—0—7’”1’)7 n:172>"' (77)
C)n

y aplicando la condicién de convergencia ¢ +n > b+ a + 2n. En nuestro caso, usa-
mos la QFl(")(—%, —3;3;2) se puede demostrar que PT; (R)|p=0 =00 sin > 15
y como consecuencia, Ty , no es m-veces diferenciable en media cuadratica, bajo

esta condicidn.

Para el punto d). Si A, y hy son iguales, es facil mostrar que la E(T}; , (8:)T} ;, (85))

p(h)
[(1-h)2—h2p2(h)]

que coincide con la funcion de correlacion dada por la ecuacion (4.3). Analizando
la ecuacién que representa la funcion de correlacion del campo aleatorio Tukey-h,
podemos simplificarla como:

de el lema 4.1 es igual a

572 ¥ por definicion de covarianza, tenemos

a-p(h)
«(h) = 7.8
Pl = e e
donde a = (1 — 2h)%2, b= (1 — h)? y ¢ = —h?, valores escalares. Es fcil ver que
pT;;(h) es infinitamente diferenciable. Por ejemplo, la segunda derivada es

Ppr;(h) _ a(=9bep(h)p(h)* + 6¢*p*(R)p/ (R)* + 170" (h) — bep® (R)p" (h) — 2% (h)p" (h))
o (b-+ ()"

(7.9)
considerando que p(h) es infinitamente diferenciable, a medida que aumenta el
grado de derivacion de pr- (h), la expresion crece en longitud, pero esto no impide



Apéndice A 69

que sea infinitamente diferenciable, por lo que T} ; ~es m—veces diferenciable en
media cuadratica.

Para la primera parte del punto e) es facil demostrar que PT; (h) es convexo
con respecto a p(h) entre 0 y 1 ya que la segunda derivada de T ) (h) con respec-

to a p(h) es positiva, entonces pry, (h) < p(h). Para la segunda parte del punto

hp
e) si by, h, — 0 podemos determinar que la E(T}; , (s:)T}, , (8;)) resulta p(h), de
la misma forma, la media y la varianza del campo aleatorio Tukey-hh dadas por
las ecuaciones (4.8) y (4.9) dan 0 y 1 respectivamente. Con estos resultados, al

calcular el pr (h) resulta p(h).

Finalmente, para el punto f) si cambiamos h; por h, y h, por hy, la E(Ty; ;. (8:))T7; 1, (85)),
E(Ty 4. (8)) y Var(T} ,, (s)) no cambia. Por lo tanto, P 0 (h) = pT;“hl(h).

Observacion: En base a varios resultados numéricos obtenidos en simulaciones,

estimaciones y evaluaciones obtenidas, se observa que pr:  (h) < p(h) ]
v e

7.3. Prueba Teorema 4.4

Demostracion. Considerando T* = (T*(s1),...,T*(s,))T, donde 2 = (2(s1), ..., 2(s,))T ~
N, (0, R,,). Ademas, considere las matrices diagonales D(£) = diag{(1, ..., {,}, con
£ € {—1,1}", que son tales que D(£)? es la matriz de identidad. Ya que D (€)o7 (h,t)
1/2 12\ T
(el producto de dos componentes) con 7(h,t) = ((%ﬁ)) s (%ti)) )

donde h € {h;, h,}, entonces tenemos

Frot) =P(T* <t)= Y ®,(D(®)o7(ht);0,R,) (7.10)
le{—1,+1}m

Por lo tanto, al usar

0"®,(D(€) oT(h,t);0,R,)
oty,...,0t,

= D) - on(D(£) 07(h,t);0, Ry)

o"r(h,t
L’)[W nem A(th'__’tn)
oty,...,0t, _1;[1(—00,0)1 _1;11 (0,00)7

(7.11)

donde I(A) denota la funcién indicadora del conjunto (A), con m componentes
negativos y n — m componentes positivos del vector .
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o"r(h,t)

oo r(h, t){diag(ts, ..., t))[1 + h- diag(r(h,t1), ..., 7(h,t,))7(h, )]}

(7.12)
Encontramos que la densidad conjunta de 7.

fr; . @) = D(€)or(ht){diag(ts, ... . tn)[1+ - diag(r(h,t1),...,7(h,tn))7(h, )]}
¢n(D(£) 0 7(h,1);0, Ry) (7.13)
Iy 7, ' (t:) I, 7, ()
I ® = 2. t»(11+th(h 2)) I : t.(ffh/(h 2))
te{—1,413n =L %)) S j=m+1% Y
w(D(0) 0 7(h,t),0, R\ t, .ty
On(D(l) o 7(h,t) ) (e (Oyoo)j( 1 )

(7.14)

donde I4(7) denota la funcién indicadora del conjunto A, R, = [p(s; — 5;)]};=1, ¥
las matrices diagonales D(¢) = Diag{(1,...,0,}, con = ({y,...,0,) € {—1,+1}",

—1/2 —1/2 -1/2 T
' (t) = sign(t) (%) , T(h,t) = (%ﬁ) ,...,%&) ) , donde
h e {h,h,}.

]
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Apéndice B

En el presente capitulo, otorgaremos todos los codigos de R para obtener las
simulaciones y estimaciones computacionales que se han empleado en esta investi-
gacion.

71
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La estimacion y prediccion de nuestro modelo, tanto el campo aleatorio Tukey-
h y Tukey-hh, ya se encuentran actualizados y disponibles en el paquete de en
desarrollo de R, GeoModels (Bevilacqua y Morales-Onate, 2018).

GeoModels es un paquete de R, desarrollado para realizar simulacion, estima-
cion (verosimilitud completa y compuesta a parejas dependiendo del modelo) y
predicciéon para el analisis de campos aleatorios Gaussianos y no Gaussianos en
contextos espaciales, espacio-temporales y bivariados. A diferencia de otros paque-
tes para Estadistica Espacial, GeoModels permite escoger dentro de una amplia
familia de funciones de covarianza para contextos Euclideanos y en la esfera.

8.1. Simulacién variable aleatorio Tukey-hh

A continuacién, mostramos el codigo R utilizado

n=1000000
h1=0.4
hr=0.2
mu=0
sigma=1

tukeyhh=function(hl,hr,mu,sigma,n){
x<-rnorm(n)

y=NULL

for(i in 1:n)

if (x[11<0){y[i]l=x[i]*exp(0.5%h1*(x[i])~2)}
else{y[i]=x[i]*exp(0.5*hr*(x[i])~2)}
return(mu+sigmaxy)

}

t_hh=tukeyhh(hl,hr,mu,sigma,n)

mean (t_hh)

mean_t=(hr-hl)/(sqrt (2*xpi)*(1-hl)*(1-hr))

mean_t

var (t_hh)
var_t=0.5%(1-2xh1)~(-3/2)+0.5%(1-2*hr)~(-3/2) -(mean_t) "2

var_t

plot(density(t_hh))
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8.2. Contorno Tukey-hh

A continuacion, mostramos el codigo R utilizado

rm(list,=,1s0))

require (cubature)

require (hypergeo)

require (mvtnorm)

require (fMultivar)

require (pbivnorm)

require(viridisLite)

library (mnormt)

library(corpcor)

funct_pdf = function(y,rho,hl,hr){

cl=c2=1

ylo=uy [1]

y2u=uy [2]

if (y1!=0&y2!=0&h1>0&hr>0){
y_1u=usign(y1)* (VGAM: : lambertW (hlxylx*y1)/(hl))~(1/2)
y_2,=usign(y2)* (VGAM: : lambertW (hr*y2*y2) / (hr) )~ (1/2)
clu=u(y_1/(y1* (1+VGAM: : lambertW (h1xyl*y1))))
c2=,(y_2/ (y2* (1+VGAM: : lambertW (hr*xy2*y2))))

dens =, c1*c2*dmvnorm(c(y_1,y_2),,c(0,0) , matrix(c(1,rho,rho,1),2,2))
}

if (h1==0&hr>0&y2>0&y1<0){

y_1,=uy1
y_2,=usign(y2)* (VGAM: : lambertW (hr*y2x*y2) / (hr))~(1/2)
cl =1

c2,=,(y_2/ (y2* (1+VGAM: : lambertW (hr*xy2*y2))))

dens = cl*c2*dmvnorm(c(y_1,y_2),,c(0,0) , matrix(c(1,rho,rho,1),2,2))
}

if (h1==0&hr>0&y2>0&y1>0){
y_1u=usign(y1) * (VGAM: : lambertW (hr*xylx*xyl) /(hr))~(1/2)
y_2,=usign(y2)* (VGAM: : lambertW (hr*y2x*y2) / (hr) )~ (1/2)
clu=u(y_1/(y1*(1+VGAM: : lambertW (hr*yl*y1))))
c2=(y_2/ (y2* (1+VGAM: : LambertW (hr*y2*y2))))

dens = cl*c2*dmvnorm(c(y_1,y_2),,c(0,0) , matrix(c(1,rho,rho,1),2,2))
}

if (h1==0&hr>0&y2<0&y1>0){
y_1u=usign(y1) * (VGAM: : lambertW (hr*xylx*y1) /(hr))~(1/2)
y_2u=uy2
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clu=,(y_1/(y1* (1+VGAM: : lambertW (hr*yl*y1))))

c2 =1

dens, = ,c1*c2*dmvnorm(c(y_1,y_2),.,c(0,0) , matrix(c(1,rho,rho,1),2,2))
}

if (h1==0&hr>0&y2<0&y1<0){

y_1,=uyl

V_20=1y2

cl =1

c2,=u1

dens = cl1*c2*dmvnorm(c(y_1,y_2),,c(0,0) , matrix(c(1,rho,rho,1),2,2))
}

if (h1>0&hr==0&y1<0&y2<0){
y_1,=usign(y1) * (VGAM: : lambertW (hlxylx*y1)/(hl))~(1/2)
y_2u=usign(y2) * (VGAM: : lambertW (h1xy2x*y2) /(h1l))~(1/2)
cl=u(y_1/(y1* (1+VGAM: : lambertW (h1*yl*y1))))

c2 = (y_2/ (y2* (1+VGAM: : LlambertW (h1*y2*y2))))

dens =, ,cl*c2*dmvnorm(c(y_1,y_2),,c(0,0) , matrix(c(1,rho,rho,1),2,2))
}

if (h1>0&hr==0&y1<0&y2>0){
y_1,=usign(y1) * (VGAM: : lambertW (hlxy1l*y1) /(h1))~(1/2)

y_2u=uy2

cl=,(y_1/(y1*(1+VGAM: : lambertW (hl*ylx*y1))))

c2 =1

dens, = c1*c2*dmvnorm(c(y_1,y_2),,c(0,0) , matrix(c(1,rho,rho,1),2,2))
}

if (h1>0&hr==0&y1>0&y2<0) {

y_1=uyl

y_2,=usign(y2) * (VGAM: : lambertW (h1xy2x*y2) /(hl))~(1/2)

cl =1

c2 = (y_2/ (y2* (1+VGAM: : LlambertW (h1xy2*y2))))

dens = cl1*c2*dmvnorm(c(y_1,y_2),,c(0,0) , matrix(c(1,rho,rho,1),2,2))
}

if (h1>0&hr==0&y1>0&y2>0){

y_1=uy1

y_2u=uy2

cl =1

c2,=11

dens =, ,cl*c2*dmvnorm(c(y_1,y_2),,c(0,0) , matrix(c(1,rho,rho,1),2,2))
}

if (h1==0&hr==0){
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y_1l,=uyl

y_20=1y2

cl =1

c2=ul

dens = cl*c2*dmvnorm(c(y_1,y_2),,c(0,0) , matrix(c(1,rho,rho,1),2,2))
}

if (y1<0&y2==0&h1!=0){
y_1,=usign(y1) * (VGAM: : lambertW (hlxylx*y1)/(hl))~(1/2)

y_2,=,0

clu=u(y_1/(y1* (1+VGAM: : lambertW (h1xyl*y1))))

c2=u1

dens =, cl*c2*dmvnorm(c(y_1,y_2),,c(0,0) , matrix(c(1,rho,rho,1),2,2))
}

if (y1>0&y2==0&hr!=0){
y_1,=usign(y1)* (VGAM: : lambertW (hr*yl*y1l) /(hr))~(1/2)

y_2,=,0

c2=,(y_1/(y1x (1+VGAM: : lambertW (hr*xyl*y1))))

cl =1

dens =, ,c1*c2*dmvnorm(c(y_1,y_2),,c(0,0) , matrix(c(1,rho,rho,1),2,2))
+

if (y1==0&y2<0&h1!=0){

y_1.=00

y_2,=usign(y2)* (VGAM: : lambertW (h1xy2x*y2) /(hl))~(1/2)

cl =1

c2 = (y_2/ (y2* (1+VGAM: : lambertW (h1xy2*y2))))

dens = cl*c2*dmvnorm(c(y_1,y_2),,c(0,0) , matrix(c(1,rho,rho,1),2,2))
}

if (y1==0&y2>0&hr!=0){

y_1.=00

y_2,=usign(y2)* (VGAM: : lambertW (hr*y2x*y2) / (hr) )~ (1/2)

cl=u1

c2=(y_2/ (y2* (1+VGAM: : lambertW (hr*y2*y2))))

dens =, cl*c2*dmvnorm(c(y_1,y_2),,c(0,0) , matrix(c(1,rho,rho,1),2,2))
}

if (y1==0&y2==0) {

y_1,=,0

y_2,=,0

dens =, dmvnorm(c(y_1,y_2),.,c(0,0), matrix(c(1,rho,rho,1),2,2))

}

return(dens)
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}

biv_Tukeyhh_pdf, = function(yl,y2,rho,hl,hr){

if (y1>0&y2>0) y uures =ufunct_pdf (c(yl,y2) ,rho,hr,hr)

if (y1>0&y2<0) yuures = funct_pdf (c(yl,y2) ,rho,hr,hl)

if (y1<0&y2>0) yures = funct_pdf (c(yl,y2) ,rho,hl, hr)

if (y1<0&y2<0) yuures, =ufunct_pdf (c(yl,y2) ,rho,hl,hl)

if (y1<0&y2==0) ures = funct_pdf (c(yl,y2) ,rho,hl,hl)

if (y1>0&y2==0) ures = funct_pdf (c(yl,y2) ,rho,hr,hr)

if (y1==0&y2<0) res = funct_pdf (c(yl,y2),rho,hl,hl)

if (y1==0&y2>0) . res = funct_pdf(c(yl,y2),rho,hr, hr)

if (y1==0&y2==0) res = funct_pdf (c(yl,y2) ,rho,hl,hr)

if (h1>0&hr==0&y1>0&y2<0)  res = funct_pdf (c(y1,y2),rho,hl,hl)
if (h1==0&hr>0&y2<0&y1>0) . res = funct_pdf (c(yl,y2),rho,hr,hr)
if (h1==0&hr>0&y2<0&y1<0) res = funct_pdf (c(yl,y2),rho,0,hl)
return(res)

}

biv_tukey_hh_vec <- Vectorize(biv_Tukeyhh_pdf, c("y1",,"y2"))
xx,=,8eq(-7,7,0.1)
11,,=,¢(0.001,0.002,0.0035,0.0055,0.0085,0.011,0.017,0.023,0.038,0.05,0.075,0.11

HEH SRR R R R R
#_example 1
S R e

rho,=,0.9

hl,,,=.0.

hr . =.0.

#yl1=2

#y2=2

#biv_Tukeyhh_pdf (y1,y2,rho,hl,hr)

BB_tp_tukeyhh = outer (xx, xx, biv_tukey_hh_vec,rho_ = rho,hl=_hl, hr=hr)

#pdf ("contlh.pdf")

contour (xx, xx,BB_tp_tukeyhh,col = viridis(n =,12),levels=11,main=bquote (paste (I
#dev.off ()
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8.3. Correlacion Tukey-hh

A continuacion, mostramos el codigo R utilizado

corr.tukeyhh<-function(hl,hr,rho,x){

x1=1-(1-rho~2) *hr

x2=(1-hr) ~2-(rho*hr) ~2

y1=1-(1-rho~2)*hl

y2=(1-h1)~2- (rho*h1) ~2

g=1-hl-hr+(1-rho~2)*hl*hr
hi=sqrt(1-rho~2/(x1"2))+(rho/x1)*asin(rho/x1)
h2=sqrt(1-rho~2/(y1~2))+(rho/y1)*asin(rho/y1)

h3=sqrt (1-rho~2/(x1*yl))+sqrt(rho~2/(x1*yl))*asin(sqrt (rho~2/(x1xy1)))
pl=x1%h1/(2*pi*(x2)~(3/2))+rho/ (4*(x2)~(3/2))
p2=y1xh2/(2xpix*(y2)~(3/2))+rho/ (4% (y2)~(3/2))
p3=-(x1xy1)~(1/2)*h3/(2*pix(g)~(3/2))+rho/ (4% (g)~(3/2))
mean_t=(hr-hl)/(sqrt(2*pi)*(1-hl)*(1-hr))
var_t=0.5%(1-2xh1)~(-3/2)+0.5%(1-2xhr)~(-3/2) - (mean_t) "2
return((pl+p2+2*p3-mean_t~2)/var_t)}

a=0.3

tau=0.2

cex=2.5

x=seq(0,4,0.001)

#rho=exp(-x*a) # exponential correlation
rho=(1-tau)*(1-x/a)~4 # 0 veces diff

#rho=(1-x/a) "5*x(1+5x(x/a))*I(x<a) # 1 veces diff

#rho=(1-x/a) "7+ (1+(5+2) *(x/a)+(x/a) 2% (5°2+4*5+3) /3) *I(x<a) # 2 veces diff

cex=2.5
plot(x,rho,cex=cex,type="1",ylim=c(0,1) ,x1im=c(0,0.4) ,xlab="",ylab="",61ty=1,1lwd=2)
lines(x,corr.tukeyhh(0.4,0.1,rho,x),1ty=2,cex=cex,lwd=2)
lines(x,corr.tukeyhh(0.4,0.2,rho,x),1ty=3,cex=cex,lwd=2)
lines(x,corr.tukeyhh(0.4,0.3,rho,x),1ty=4,cex=cex,lwd=2)
lines(x,corr.tukeyhh(0.4,0.4,rho,x),1ty=5,cex=cex,lwd=2)
lines(x,corr.tukeyhh(0.1,0.4,rho,x),1ty=6,cex=cex,lwd=2)
legend ("topright",c(expression(paste("Gaussian")),
expression(paste("Tukey-hh with ",h[1],"=0.4",h[r],"=0.1")),
expression(paste("Tukey-hh with ",h[1],"=0.4",h[r],"=0.2")),
expression(paste("Tukey-hh with ",h[1],"=0.4",h[r],"=0.3")),
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expression(paste("Tukey-hh with ",h[1],"=0.4",h[r],"=0.4")),
expression(paste ("Tukey-hh with ",h[1],"=0.1",h[r],"=0.4"))),
1lty=c(1,2,3,4,5,6),1wd=c(2,2,2,2,2,2))

carpeta<-"C:/Users"
setwd (carpeta)
dir()

pdf ("ccc_nug.pdf")

cex=2.5
plot(x,rho,cex=cex,type="1",ylim=c(0,1) ,x1im=c(0,0.35) ,xlab="",ylab="",1ty=1, 1w
lines(x,corr.tukeyhh(0.4,0.3,rho,x),1ty=2,cex=cex,lwd=2)
legend("topright",c(expression(paste("Gaussian")),

expression(paste("Tukey-hh with ",h[1],"=0.4 ",h([r],"=0.3"))),
1ty=c(1,2),1lwd=c(2,2))

dev.off()
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8.4. Simulacién, estimacién y prediccion campo alea-
torio Tukey-hh usando verosimilitud por pare-
jas ponderadas

A continuacion, mostramos el codigo R utilizado para la simulacion estimacion
y prediccién de un campo aleatorio Tukey-hh. En el codigo se utiliza el método
de estimacion por verosimilitud por parejas ponderadas. Para la estimacion ve-
rosimilitud compueta ponderada, s6lo hay que cambiar desde fit1l hasta fit6,
likelihood="Marginal" por likelihood=""Conditional"

rm(list=1s())

library(devtools)
install_github("vmoprojs/GeoModels")
library(GeoModels)

library(fields)

library(spam)

s S s S
#t####### Examples of spatial RFs CON COVARIABLES #############
s
model="Tukeyh2"

corrmodel <- "GenWend_Matern"

# Define the spatial-coordinates of the points:

NN=500

coords=cbind (runif (NN) ,runif (NN))

#x=y=seq(0,1,0.04) ;coords=as.matrix(expand.grid(x,y)) ;nrow(coords)
a0=rep(1,NN)

al=runif (NN,-1,1)

X=cbind(a0,al)

# Set the covariance model’s parameters:

#primer ejemplo con h_1=0.1 y h_r=0.1

taill=0.1 #h_r 0.1 0.3
tail2=0.1 #h_1 0.1 0.2 0.3

mean <- 0.5
meanl<- -0.25
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sill <- 1

nugget <- 0

power2=4 #delta

c_supp <- 0.2 #alpha

smooth=0 #0,1

konst=(gamma (2*smooth+power2+1) /gamma (power2) )~ (1/(1+2*smooth))
scale_mat=c_supp/konst
scale_mat*konst

param=1ist (nugget=nugget,mean=mean,meanl=meanl,
scale=scale_mat,sill=sill,power2=1/power2,smooth=smooth,taill=taill,tail2=tail2

k=1

set.seed(8)
I=20;

optimizer="Nelder-Mead"#"nlminb"#"Nelder-Mead"#"

resl=res2=res3=res4=resb=res6=NULL
while (k<=1000){
data <- GeoSim(coordx=coords,corrmodel=corrmodel,X=X, param=param,model=model, s

#HdHRA R RERRHHEE composite likelihood ########HHFHHHUGHHHHBRAFHHHBARHAHH B R AR

lowerl<-list(mean=-1I, meanl=-1,scale=0,s8111=0,taill=0,tail2=0);
upperi<-list(mean=I, meanl=I,scale=I,sill=1,taill=0.5,tail2=0.5);

fixed<-list(nugget=nugget,power2=1/power2, smooth=smooth)
start<-list(mean=mean,meanl=meanl,
scale=scale_mat,sill=sill,taill=taill,tail2=tail2)

fitl <- GeoFit(data=data,coordx=coords,corrmodel=corrmodel, X=X,
neighb=4,likelihood="Marginal",type="Pairwise" ,optimizer=optimizer,
start=start,fixed=fixed, model = model,lower=lowerl,upper=upperl)
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fit2 <- GeoFit(data=data,coordx=coords,corrmodel=corrmodel, X=X,
neighb=8,likelihood="Marginal",type="Pairwise" ,optimizer=optimizer,
start=start,fixed=fixed, model = model,lower=lowerl,upper=upperl)

fit3 <- GeoFit(data=data,coordx=coords,corrmodel=corrmodel, X=X,
neighb=12,1likelihood="Marginal" ,type="Pairwise" ,optimizer=optimizer,
start=start,fixed=fixed, model = model,lower=lowerl,upper=upperl)

fitd <- GeoFit(data=data,coordx=coords,corrmodel=corrmodel, X=X,
maxdist=0.05,1likelihood="Marginal",type="Pairwise",optimizer=optimizer,
start=start,fixed=fixed, model = model,lower=lowerl,upper=upperl)

fits <- GeoFit(data=data,coordx=coords,corrmodel=corrmodel, X=X,
maxdist=0.1,likelihood="Marginal" ,type="Pairwise" ,optimizer=optimizer,
start=start,fixed=fixed, model = model,lower=lowerl,upper=upperl)

fit6 <- GeoFit(data=data,coordx=coords,corrmodel=corrmodel, X=X,
maxdist=0.15,1likelihood="Marginal",type="Pairwise",optimizer=optimizer,
start=start,fixed=fixed, model = model,lower=lowerl,upper=upperl)

if (fit1$convergence=="Successful"&&fit2$convergence=="Successful"&&fit3$convergence==
&&fit4$convergence=="Successful"&&fit58convergence=="Successful"&&fit6$convergence=="

{

resl=rbind(resl,fiti1$param)
res2=rbind(res2,fit2$param)
res3=rbind(res3,fit3$param)
res4=rbind(res4,fit4$param)
resb=rbind(resb,fit5$param)
res6=rbind(res6,fit6$param)

print (fit1)
print (k)
k=k+1

}

}
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res<-cbind(resl,res2,res3,res4,resb,res6)
write.table(res, file = "h1l01hrO1.txt", row.names = FALSE)
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