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Introduccién

Conocemos diferentes métodos para la resolucion de sistema de dos ecuacio-
nes lineales, ya sea por sustitucién, reduccion, igualacién, entre otros, pero qué
sucede cuando estamos en presencia de sistemas mas complicados, por ejemplo,
con ecuaciones no lineales. Visto desde una perspectiva geométrica, nos pode-
mos preguntar cudles son los puntos de interseccion de dos curvas en el plano,

sin la necesidad de su grafica, como es el siguiente caso

f = ¥ +a?-2
g = ¢ -u
donde podemos notar que f corresponde a una circunferencia y g corresponde

a una parabola, como muestra la siguiente imagen:

ED

Lo primero que pensamos cuando estamos frente a una resolucién de este tipo
de sistemas de ecuaciones es que puede ser un proceso dificil y muy extenso,
sin embargo, existe un método que permite resolver este tipo de sistemas de
ecuaciones con mayor facilidad, conocido como la resultante de dos polinomios,
para el cual se requiere un conocimiento mas amplio del algebra abstracta.
Este método consiste en eliminar una o més variables del sistema de ecuaciones
polinomiales, reduciendo el problema dado a uno equivalente, pero con menos
variables en juego. La version moderna de este método se asocia a Sylvester,

en el ano 1853, la cual conoceremos a profundidad en esta memoria, a través



de su definicién, utilidad, ejemplos y aplicaciones. Comenzaremos estudiando
polinomios y luego veremos cémo la resultante es una generalizacién de los
métodos utilizados en sistemas de ecuaciones lineales.

En cuanto al estudio de polinomios, segin el Curriculum de Chile, es en
primero medio donde los alumnos se familiarizan con estos, en la unidad de fun-
ciones, conociendo primero la funcién lineal, luego la funcién afin y, por dltimo,
en el curso de segundo medio, la cuadratica. Asi también, conocen los produc-
tos notables en primero medio y nuevamente en segundo aprenden a factorizar
estos. Posteriormente, conocen los sistemas de ecuaciones lineales, donde su so-
lucién corresponde a la interseccion de dos rectas en un punto, para las cuales
existen diversos procedimientos para resolverlos, es aqui donde la resultante es
un nuevo método para este tipo de problemas y algunos mas dificiles, como es
el caso de ecuaciones distintas a las lineales, que geométricamente se pueden

interpretar como la interseccién de curvas.
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CAPITULO 1

Preliminares

Para el correcto estudio de la resultante, es importante revisar previamente
algunas definiciones, como, por ejemplo, anillos, anillos de polinomios, plano

proyectivo, entre otros.

1.1 ANILLOS

En la primera década del siglo XX existian teorias concretas de anillos con-
mutativos y no conmutativos y sus ideales. Sus raices fueron principalmente en
la teoria algebraica de nimeros, geometria algebraica, y la teoria de los niimeros
hipercomplejos.

La primera definiciéon abstracta de un anillo fue dada por Fraenkel, en un
articulo de 1914 titulado “On zero divisors and the decomposition of rings”. Esta
definicién pretendia abarcar tanto anillos conmutativos como no conmutativos
y dar una teoria abstracta y completa de estos, pero con esto ultimo no hubo
éxito, pues era demasiado ambicioso.

Fraenkel, definié un anillo como “un sistema” con dos operaciones abstrac-

tas, a las que dio los nombres de adicién y multiplicacién.

Definicién 1. R es un anillo si tiene dos operaciones binarias, adicion y mul-

tiplicacion, que satisfacen las siguientes condiciones:
1. a+b=0+ a para todo a en R
2. (a+b)+c=a+ (b+c) para todo a,b,cen R

3. Existe un elemento neutro para la suma tal que a + 0 = a para todo a en

R



4. Para cada elemento a en R existe un elemento inverso —a tal que a +
(—a)=0

5. (ab)e = a(be) para todoa y ben R

6. Para a,b,cen R

a(b+c) =ab+ ac
(a+b)ec=ac+ be

Si existe un elemento 1 en R tal que 1 # 0y la = al = a para cada elemento
a en R, decimos que tal anillo R es un anillo con unitario. Un anillo R para
el cual ab = ba para todo a y b en R se llama anillo conmutativo. Un anillo
conmutativo R con identidad se llama dominio entero, si para a,b en R tales
que ab = 0, se cumple que a =00 b =0.

Un anillo R, con identidad, en el que todo elemento distinto de cero en R es
una unidad, es decir, para cada a en R , existe un tnico elemento a~! tal que
ala=aa ! =1, se llama anillo de divisién.

Un anillo de divisién conmutativo, se llama cuerpo.

1.2 ANILLOS DE POLINOMIOS

A pesar de la definicién abstracta de un anillo, como vimos anteriormente,
los anillos de polinomios, anillos de enteros algebraicos y anillos de nimeros
hipercomplejos permanecieron centrales en la teoria de anillos, en las manos de
los grandes algebristas Noether y Artin, en 1920.

Los ideales en anillos de polinomios y su importancia en geometria algebraica
tenfan sus inicios implicitos en el trabajo de M. Noether (c. 1870). Los avances
importantes fueron hechos por Kronecker en la década de 1880 y especialmente
por Hilbert, Lasker y Macauley en 1890, 1905 y 1913, respectivamente.

Supondremos que R es un anillo conmutativo con unitario

Definicion 2. Una expresion de la forma
n
fz) = Zaﬂl =ag + a1x + axx® + ... + a,z"
i=0

donde a; € R y a, # 0 se llama polinomio sobre R con indeterminada x.

Los elementos ag,a1,...,a, se llaman coeficientes de f. El coeficiente a, se
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llama coeficiente lider. Si el coeficiente lider de un polinomio es 1, se llama
maonico. Si n es el mayor entero no negativo para el que a, # 0, decimos que el
grado de f esn y se escribe gr f(x) = n. Si no existe tal n, es decir, si f =0,

entonces el grado de f se define como —oo.

Dos polinomios son exactamete iguales cuando sus coeficientes correspon-

dientes son iguales, es decir, si

p(x) =ap+ a1z + apz”

q(x) =bg + byz + bpz™

entonces p(z) = q(z) si y solo si a; = b;, para todo i > 0
Para mostrar que el conjunto de todos los polinomios forma un anillo, debemos

definir adicién y multiplicacién. Sean dos polinomios,

p(z) =ap+ a1z + -+ apz™
q(x) =bg+brz+ -+ bpa™

La suma de p(x) y g(z) se define como

p(@) +q(x) = co+ 1z + -+ cpa®
Donde ¢; = a; + b; para cada i.

El producto de p(z) y ¢(z) se define como

p(z)q(z) =co+c1x+ -+ Cmpn™

donde ‘
3
¢ = Zakbi—k = agb; + a1b; + - - - + a;_1b1 + a;bo
k=0
para cada i. Donde algunos coeficientes pueden ser cero
Denotaremos R[] al conjunto de todos los polinomios con coeficientes en un
anillo R.

Teorema 1. El conjunto R[z] de todos los polinomios en un indeterminada
xz, con coeficientes en un anillo R, es un anillo bajo la suma y multiplicacidon
polinomial. Si R es conmutativo, entonces lo es R[x] y si R tiene unitario 1,

entonces 1 también es unitario en R|x]



Si R es un anillo y « e y son indeterminadas, podemos formar el anillo
(R[z])[y], esto es, el anillo de polinomios en y con coeficientes que son polino-
mios en z. (R[z])[y] es naturalmente isomorfo a (R[y])[z].

Por esto consideraremos el polinomio R[z,y], el anillo de polinomios en dos
indeterminadas z e y.
Se define de manera andloga el anillo R[z1,...,z,] de polinomios en n indeter-

minadas x; con coeficientes en R

1.3 ALGORITMO DE LA DIVISION

El algoritmo de Euclides se documenté por primera vez en los “Euclid’s
Elements” alrededor del ano 300 a. C., pero presumiblemente es bastante més
antiguo. Segtin Knuth, podriamos llamar al algoritmo de Euclides el abuelo
de todos los algoritmos, porque es el algoritmo no trivial mas antiguo que ha
sobrevivido hasta el dia de hoy.

Conocemos las propiedades elementales del algoritmo de la divisién eucli-
diana en Z, donde dados a,b € Z,b # 0, existen tnicos ntimeros ¢ y v en Z
(cociente y resto), tales que a =bg+1ry 0 <r <|d

De manera anéloga en F'[z], anillo de polinomios sobre un cuerpo F', existe

una division euclidea de polinomios.

Teorema 2. Sean
f(l‘) = anxn + anfl-/fn_1 +---+ap

9(@) = bna™ + b2 by

dos elementos de F[z], con a, y by, ambos distintos del cero de F y m > 0. En-
tonces existen polinomios inicos q(xz) y r(x) en F|x] tales que f(x) = g(z)q(x)+
r(x), donde el grado de r(x) es menos que m, es decir, menor que el grado de

g(x).
Demostracién: Primero demostraremos la existencia de g(x) y r(z). Si f(z)
es un polinomio cero, entonces
0=0-g(x)+0

luego, tanto ¢ como r también son el polinomio cero. Ahora supongamos que

f(x) no es el polinomio cero y que gr f(z) = ny grg(z) = m. Si m > n,
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entonces ¢(z) = 0y r(z) = f(x). Podemos ahora suponer que m < n y proceder

por induccién en n. Si

f(z) =ana™ + 12" '+ a1z + ag

g(x) =bpa™ + bm—lxm71 +o bz +bo

entonces el polinomio

f(x) = f(z) - Z—;x“*mg@)

tiene grado menor a n o es el polinomio cero. Por la hipétesis de induccién,

existen polinomios ¢'(z) y r(x) tales que
f'(@) = q'(x)g(x) + r(z)

donde r(xz) = 0 o el grado de r(z) es menos al grado de g(z). Ahora, sea
a(@) = ¢ (2) + 32"

Entonces

con r(z) el polinomio cero o gr r(z) < gr g(z).
Para mostrar que ¢(z) y 7(z) son unicos, supongamos que ademds existen g (x)
y r1(z) tales que f(x) =g

de manera que

()q1(z) + r1(z) con gr ri(x) < gr g(z) o ri(x) =0,

9(2)lg(z) — qu(2)] = ri(z) —r(2).

Si g(x) no es el polinomio cero, entonces

gr (9(x)lg(z) — q(2)]) = gr (r1(z) = r(z)) = gr g(z).

Pero, los grados tanto de r(z) como de 71(x) son estrictamente menores que el

grado de g(x); por lo tanto r(z) = r1(x) y q(z) = ¢1 ().

Definicién 3. Sea A un anillo conmutativo con identidad. Diremos que A es

dominio euclideo si existe la divisidn euclidiana en A
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Definiciéon 4. Si R es un anillo conmutativo con unitario y a € R, el ideal
{ra|r € R} de todos los mailtiplos de a es el ideal principal generado por a y se
denota < a >. Un ideal N de R es un ideal principal si N =< a > para alguna

aen R

Es claro que el ideal < z > en F[z] consta de todos los polinomios en Fx]

que tengan término constante cero

Definiciéon 5. Un dominio entero D es un Dominio de ideales principales, si

todo ideal en D es un ideal principal
Teorema 3. Si F' es un cuerpo, todo ideal en F[x] es principal

Demostracion: Sea I un ideal de F[z]. Si I es el ideal cero, no hay nada
que demostrar. Supongamos que I es un ideal no trivial en F[z], y sea p(z) € T
un elemnto distinto de cero de grado minimal. Si gr p(z) = 0, entonces p(z) es
una contante no nula y 1 estd en I. Como 1 genera todo Flz], (1) >= I = F|x]
y I es un ideal principal.

Ahora supongamos que grp(xz) > 1y sea f(z) cualquier elemento en I. Por el al-
goritmo de la divisién existen ¢(x) y r(x) en F[z] tales que f(x) = p(z)q(x)+r(x)
y grr(z) < grp(z). Como f(x),p(x) € I e I esun ideal, r(z) = f(z) —p(x)q(x)
también estd en I. Pero, como escogimos p(z) de grado minimal, r(x) debe ser
)

el polinomio cero. Como podemos escribir cualquier elemento f(z) en I como

p(x)q(x) para algun ¢(x) € F[z], tenemos que I = (p(z)) O

1.4 POLINOMIOS IRREDUCIBLES

Definicién 6. Un polinomio no constante f(x) € F[x] es irreducible sobre F,
st f(z) no puede expresarse como producto g(x)h(z) de dos polinomios g(x) y

h(z) en F[x], ambos de grado menos que el grado de f(x)

Cabe resaltar el concepto de irreducible sobre F' y no solo irreducible, pues un
polinomio puede ser irreducible en cierto cuerpo, pero puede ser no irreducible

en un cuerpo mayor, que contenga a F'.

Definiciéon 7. Un dominio entero D es un dominio de factorizacion unica, Si

se satisfacen las siguientes condiciones:
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1. Todo elemento de D que no sea ni 0 ni una unidad, se puede factorizar en

un numero finito de irreducibles

2. S8ipi...pr Y q1---qs, son dos factorizaciones en irreducibles del mismo
elemento de D. Entonces r = s y los g; pueden renumerarse de manera

que p; y ¢; sean asociados.

Para f(z),9(x) € F[z] decimos que g(x) divide f(z) en Flx]. Si existe
q(z) € F[z] tal que f(z) = g(z)q(z)

Teorema 4. Sip(z) es irreducible en F[z] y p(x) divide al producto r1(x) - - -y (x)

para r;(x) € Flx], entonces p(z) divide a r;(x) para al menos una i

(Para profundizar en su demostracion Ver libro “Algebra Abstracta”de John
Fraleigh)

Teorema 5. (Factorizacion inica) Si F' es un cuerpo, entonces todo polinomio
no constante f(xz) € F[x] se puede factorizar en F[z] en un producto de polino-
mios irreducibles, los polinomios irreducibles son unicos, excepto por el orden y

por factores unidad (esto es, constantes distintas de cero) en F.

Demostracién: Sea f(x) € F[z] un polinomio no constante. si f(x) no
es irreducible, entonces f(z) = g(x)h(z) con el grado de g(x) y el grado de
h(z), ambos menores que el grado de f(z). Si g(z) y h(z) son irreducibles,
nos detendremos aqui. De nos ser asi, al menos uno de ellos se factoriza en
polinomios de grado menor. Continuando este proceso (en realidad argumento

de induccién), llegaremos a la factorizacién

f(@) = pi(x)pa() - - pr(),
donde p;(z) es irreducible.
Falta mostrar la unicidad. Supongase que
f(@) =p1(x)p2(z) - pr(x) = q1(2)g2 - - - g5 (2)

son dos factorizaciones de f(x) en polinomios irreducibles. Entonces, por el
Teorema 4, p1(z) divide alguna g;(z), supongamos que ¢i(x). Como ¢i(x) es
irreducible,

q1(x) = uip1(z),
donde u; # 0, pero u; estd en F' y es, por lo tanto, una unidad. Entonces, al

sustituir ¢; (x) por uip1(z) y cancelar, obtenemos
p2(x) - pr(®) = u1g2() - - - g5 ().

13



Por argumento similar, digamos que ¢a(z) = u2pse, asi que
p3(@) -+ pr(2) = uru2gs(z) - -~ gs(@).
Al continuar asi, por ultimo se llegard a que
I=wug - upGri1 () -+~ qs ().

Claramente, esto es posible solo si s = r de modo que esta ecuacién es en
realidad 1 = wjus - - - u,. Asi los factores irreducibles de p;(x) y ¢;(«) fueron los

mismos, exepto quiza, por el orden y por factores de unidad.

1.5 PLANO PROYECTIVO

La idea original de unir una linea recta de los puntos del infinito al plano
habitual, constituyendo un plano proyectivo, se debe a Desargues. Su libro, pu-
blicado en 1639, tenia la intencién de dar una base matematica a los métodos de
perspectiva empleados por pintores y arquitectos. La concepciéon de Desargues

del plan proyectivo es, en esencia, la que describiremos a continuacién.

Definicién 8. Sea F un cuerpo. Sea el dos dimensional espacio proyectivo Pz
sobre F dado por las clases de equivalencia triples (x,y,z) con x,y,z € F con

al menos uno de los x,y,z no cero.

Definicién 9. Dos triples (x1,y1,21) y (x2,y2, 22) se dicen equivalentes si exis-
te un elemento distinto de cero A € F tal que
(1,91, 21) = (Az2, Ay, A22)
La clase de equivalencia de (z,y, z) es denotada por (z :y: 2)
1. Si z # 0 estos son puntos infinitos en P2
2. Si z = 0 son puntos llamados infinitos en P2

Para evitar el problema de los representantes de clase, nosotros solo trabajare-
mos con polinomios homogéneos.
Si f(x,y) es un polinomio en x e y, entonces nosotros podemos hacer este, ho-

mogéneo insertando apropiadas potencias de z.
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Finalmente, mostraremos que significa que dos rectas se cortan en el punto

del infinito.

Yy =mx + by
y =mx + by

Estas dos rectas oblicuas paralelas con b; # bs. Ellas tienen sus formas ho-

mogéneas

y=mx+ b1z
y=mz + baz

Buscando la intersecciéon de ambas rectas obtenemos los siguientes resultados
z=0y y=mx

no podemos tener x,y, z, todos cero, por lo cual obtenemos un z # 0. Luego

nosotros podemos reescribir realizando el cociente por x y finalmente obtenemos

(x:mz:0)=(1:m:0)

z =0 punto infinito

15
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CAPITULO 2

La resultante

La resultante de dos polinomios univariados se remonta a Leibniz y Bezout.
Su presentacién moderna se debe a Sylvester en 1853. La resultante tiene una
gran importancia en diversas ramas de la matemadtica, es utilizada en una gran
cantidad de demostraciones, tiene una gran importancia algoritmica, por lo cual
es muy reconocida actualmente. También estuvo muy latente hasta los anos 50,
siendo un elemento fundamental de la Teoria de la eliminacién y renacié en los
anos 60 con la necesidad de realizar célculos, hasta entonces impensados, los
cuales fueron posible con el desarrollo de la tecnologia.

En cuanto a sus precursores, la historia nos dice que Leibniz redacté una
carta a Tschirnahaus, la cual nunca envié. Esta describia como calcular la re-
sultante de dos polinomios de grado cinco mediante el algoritmo de Fuclides,
explicando que su desaparicién significa que los dos polinomios tienen MCD no
trivial.

En Europa aparece el término de determinante en el ano 1683 en una carta
enviada por Gottfried Wilhelm von Leibniz a Guillaume de 1'Hopital, donde
explicaba que un sistema de ecuaciones lineales tiene solucién, en esta época los
determinantes se conocian por el nombre de resultantes.

Después de trabajos anteriores, Bezout introdujo el término de resultante,
nombre que proviene de su propia ecuacién “resultante de la eliminacién”, la
cual se obtiene como determinante de una matriz. Bezout, en una memoria
presentada a la Academia de Paris en 1764, mostré un sistema de procedimientos
para resolver sistemas de n ecuaciones lineales con n incégnitas. Siendo conocido
por la generalizacién de la resultante al caso de un sistema de ecuaciones con
mas de una incognita.

Ademis, fue el primero que dio una demostracién satisfactoria del teorema

de que dos curvas algebraicas m y n grados respectivamente, se cortan en general
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en m-n puntos, y asi este teorema se suele conocer como “teorema de Bezout”.
La resultante aparece cuando se busca una condicién para que los sistemas
de ecuaciones de polinomios de distinto grado tengan una solucion
Sylvester hizo una gran contribucién al campo de las matrices, y es por esto
por lo que el “método dialitico de Sylvester”, para eliminar una incégnita entre
dos ecuaciones de polinomios, lleva su nombre. La idea de este matemético era

la siguiente:

Ejemplo 1. Consideremos como ejemplo dos ecuaciones, de grado 2 y grado 8

respectivamente, ast, para eliminar x del par de ecuaciones

224+ar+b=0
P4’ +dr+e=0

hay que multiplicar la primera ecuacién por x y de nuevo la ecuacién re-
sultante por x, y la segunda ecuacién también por x. Entonces, consderando a
cada una de las cinco potencias 4, 23, 22, 2,2° = 1 de la incégnita 2 como una
incognita distinta, la condicién necesaria y suficiente para que un sistema lineal

homogéneo tenga solucién no trivial (z° = 1).

2> +ar+b =0
23 +ax® +br =0
z* + az® + ba?
2 +ex’+dr+e =0
2t terd+da? +exr =0

ordenando las ecuaciones convenientemente, obtenemos la siguiente matriz,

1 a b 0 0
01 a b O
0 01 a b
1 ¢ d e O
0 1 ¢ d e
de la cual tomaremos su traspuesta,

10 010
a 1 0 ¢ 1
b a 1 d ¢
0 b a e

0 0 b 0 e

lo que hace que el determinante conocido como la resultante en el método de
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Sylvester, igualado a cero, dé el resultado de la eliminacién.
Las resultantes en varias variables fueron principalmente introducidas por Ma-
caulay luego de trabajo previo por Euler, Sylvester y A.L. Cauchy.

De lo mencionado anteriormente, se motiva la sigueinte definicién.

Definicién 10. Sean f(x) y g(x) polinomios de grado m y n respectivamente,
y sea S la m 4+ n por m + n matriz de Sylvester de estos polinomios. Entonces
la resultante de f(x) y g(x) es Resi(f,g) = det(S),

Am o -~ 0 O bn, 0 0
Am—1  am 0 bn -1 bn 0
S =
ay ap 0 0 t bl b2
ag a; O 0 - by b
0 ap 0 bO
Ejemplo 2. Sean
f=v*+2* -2z
g=y" -
Entonces
1 0 1 0
0 1 0 1
Res(f,g) = det =2%(x —1)2
(f:9) x? -2z 0 -z 0 ( )

0 2—-2x 0 -z

Teorema 6. Sean f,g € Flx]. Entonces

Res(f,g) =0 < gr(mcd(f,g)) > 1< Ja € F tal que f(a) =g(a) =0

Demostracién: La segunda equivalencia es bien conocida (Ver capitulo 3
del libro “Ideals, Varieties, and Algorithms”de David Cox.). Para demostrar
entonces la primera igualdad, debemos considerar la transformacién lineal ®

entre los F-espacios vectoriales de polinomios.
Flz]<pn X Flz]<m = {(s,t) : s,t € Flz],s =00 gr(s) <mnyt=0o0gr(t) <m}
y  Flxlemin :={h €k[z] :h =00 gr(h) <m+n},

dada por

@ Flz]cn X Flz]l<m = Fl2]<min

(s;,t) > s f+ty,
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que estd bien definida dado que gr(s f),gr(t g) < m + n cuando gr(s) < n'y
gr(t) < m.

Como los dos espacios vectoriales tienen dimensién m + n

® es un isomorfismo < es un monomorfismo < es un epimorfismo < su matriz
en cualquier par de bases es invertible.

Considerando las siguientes bases canénicas ordenadas de Fz]<, X ¥ F[Z]<m+n

respectivamente,
B:= ((x"il, 0),...,(1,0); ((),szl)7 5 0,1) v B = (mer"*l, 1),

La matriz [®]p s de @ en las bases B de Fz]<p X Flx]<m ¥y B’ de Fz]<pnt+m

resulta ser

) ) )
@lss = | " Sl | [ (Ao | gl |- Lol
\ \ I l
am 0 bn, 0 0
Am—1 Qm bn,1 bn 0
=5(f.9)
0 0 ay Qs 0 0 bl bQ
0 0 -+ ay a1 0 0 -+ by b
0 0 --- 0 ap 0 0 -+ 0 by

Por lo tanto ® es un isomorfismo si y solo si S(f,g) es invertible si y solo si
Res(f,g) # 0.

Probemos ahora:

(=) : Res(f,g) = 0 implica que ® no es isomorfismo, es decir no es mo-
nomorfismo por ser espacios de la misma dimensién, y por lo tanto existe
(s,t) € Fla], X F[z]m no nulo tal que s f +tg = 0. Es decir s f = —tg
pero en este caso no pueden ser f y g coprimos ya que seria f|t y g|s, lo que
contradice los grados de s y t y que no sean ambos nulos.

(«<=) : Probemos la contrareciproca, Res(f,g) # 0 = mcd(f,g) = 1. Al ser ® iso-
morfismo, es decir epimorfismo, existe (s,t) € F[z],, X F|x],, tal que s f+tg = 1,

es decir f y g son coprimos.

Como corolario se obtiene

Corolario 1. sea R un DFU y f, g € R[x] no ambos nulos. Entonces med (f,g)

es no constante en R[x] si y solo sires(f,g) =0 en R
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(Para profundizar en la diferencia entre el teorema y el corolario antes men-

cionado ver libro “Modern computer algebra”de von Zur Gathen)

Proposicion 1. Sean

f=aa(OY" 4+ ao(X)
9= be(X)Y 4+ bo(X)

donde a;,b; son polinomios en las variables x1,x2,... con coeficientes en un
cuerpo F
Entonces para cada v = (x1,2,...) tenemos Resy (X) = 0 si y solo si

aqg(z) =be(x) =00 f(z,Y),g9(x,Y) admiten un factor comin no constante.

Demostracién: Para cada x, la resultante de f(z,Y) y g(x,Y) es R(z).
Por otro lado f(z,Y) y g(z,Y) admiten una raiz comun si y solo si{ admiten un

factor y no constante.

Cuando f,g € F[z,y], escribimos res,(f,g) para la resultante en F[y] con
respecto a z. Simétricamente, hay un polinomio res,(f, g) en F|[z]. Tenemos la
siguiente relacién en gryres,(f,g), donde gr, denota el grado con respecto a la

variable y

Teorema 7. Sea f,g € Flz,y] con m = grof = grag, y gryf,gryg < d.

FEntonces
gryresl'(f7 g) S (m + n)d
(para profundizar en la demostraciéon de este teorema, ver libro “Modern

computer algebra”de Joachim von zur Gathen)

2.1 LA RESULTANTE ES UNA COMBINACION POLINOMIAL DE F Y G

Proposicién 2. Ezisten polinomios s,t € F[z] no ambos nulos con gr(S) <n

y gr(t) < m que satisfacen la identidad de Bézout

Res(f,g) =sf+tg.

Demostracién: Tanto para Res(f,g) = 0 como para Res(f,g) # 0. Pode-
mos identificar los polinomios s y ¢ por la igualdad que se obtiene a través de
una pequena modificacion a la matriz de Sylvester, le sumamos a la Ultima fila x

por la pentltima, +22 por la antepeniltima y asi sucesivamente hasta sumarte
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2™*T7=1 por la primera, con lo cual no se modifica el determinante.

am 0 o 00 by, 0
am—1 Am e 00 by bn
Res(f,g) = det ’ : ’ o
0 0 R ay as 0 0 L bl b2
0 0 L ap ap 0 0 L bo bl
a® U an R af  f a™Tlg 2™ - wg g

Luego se divide este determinante como la suma de dos determinantes escri-

biendo la tltima fila como
(x”flf,...,f,a:mflg,...,g) = (x”flf,...,f,O,...,O)—l—(O,...,O,xmflg,...,g),

y sacando luego f en factor comun del primer determinante y g del segundo,

se obtiene Res(f,g) =s f+tg con

Am 0 0 O b, 0 0
Am—1 Gm 0 0 bn—l bn 0
s = det
0 0 ay ag b1 by
0 0 ap a1 bo b
gmt ogmT2 . 1 0 o --- 0 0
A 0O --- 0 0 by, 0
am—-1 Qm - 0 0 bnfl bn
t = det
ay az 0 0 cee by bo
a a0 0 - by b
0 0 271 g2 ... g 1

las que cumplen las condiciones de grado requeridas, desarrollando por la

ultima fila, y son la dnica solucién con esos grados.

2.2 LA FORMULA DE POISSON

La resultante es nula si y solo sf f y g comparten una raiz en F.
Esto queda de manifiesto en la siguiente descripcion de la resultante como pro-

ducto de diferencias de raices de f y g.
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Proposicién 3. Sea

f = am(z - al) ce (17 - Oém),g = bn(x - /81) T (SC - ﬂn) € F[[L’]

Entonces

Res(f,g) = al, g(i) = ay, by H

1<is<m,<j<n

(o — B3j).

La segunda igualdad se obtiene desarrollando g(«;) para 1 < i < m. Por lo
tanto mostremos la validez de la primera igualdad. Lo hacemos aqui para el caso
en que f tiene todas sus raices simples, es decir o; # «; si ¢ # j, recordando

para ello el determinante de Vandermonde definido como

a;nfl am—l
V(ai,...,an) = det ' ‘ = H (; — aj)
ar o am 1<i<j<m
1 1

que es no nulo cuando «; # «; para i # j. Consideremos entonces el siguien-
te producto de matrices

1d,, 0 Ay o --- 0 by, 0
Am—-1 Qm - 0 bn—l bn
a71n+n—1 L. a71n a;n—l 1
: 0 0 ap 0 0
amtn-t am am—! 1 0 0 ag 0 0
am 0 0
0 *
* A
ai tg(an)
0 .
m—1
Ay g(al)

Calculando determinantes, quedan las siguientes matrices triangulares en
bloques,

V(alv cey O[m)RGS(f, g) = a?ng(al) o ~g(am)V(a1, c

'7am)7
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y el enunciado se obtiene simplificando V(ay, ..., ), que es no nulo en el caso
considerado. El caso general se obtiene por un argumento de continuidad, o
bien haciendo la misma construccién de producto de matrices, pero en lugar de
considerar la matriz de Vandermonde de (s, . .., a,, )se considera la matriz de
Vandermonde generalizada que tiene en cuenta la estructura de multiplicidades
de las raices de f. Existen tales matrices, y su relacién con la interpolacion
de Hermite, asi como la matriz de Vandermonde cldsica se corresponde con
la interpolacion de Lagrange. La férmula de Poisson tiene una consecuencia
inmediata con respecto al algoritmo de divisién, de los tiempos de Euclides: Sea

f=qg+r, conk:=gr(r)<n=gr(g), entonces
Res(f,g) = (=1)""b;" " Resp(g, ),
ya que f(B;) =1r(f:),1 < i < mn, implica

Res(g, /) =0y [ £ =byr o5 T[ r(8:) =0 *Resp(g, 7).

1<i<n 1<i<n

2.3 EL PLANO PROYECTIVO COMO MARCO CORRECTO

El marco correcto para considerar la resultante no es“polinomios en F|x]
con raices en F”sino més bien “polinomios homogéneos en Fz,y] con raices en

el espacio proyectivo P!(F)”: Sean

F(A,z):=Apz™ + Ap_12™ ™+ Ajz + Ay
G(B,z):= B,a" + B, 12" ' +---+ Bix + By € Z[A,B][7]

Asi,

FMA,z,y) = Apa™ + Ap_ 1™y + -+ Ayzy™ 4 Agy™
G"(B,z,y) := Byz" + By 12" 'y + -+ Biay" ' + Boy" € Z[A,Bl[z,y]

son las homogeneizaciones de los polinomios F, G y definamos

Res(F"G") := Res(F,G) € Z[A, B].

Entonces existen S, T € Z[A,B][z, y| tales que Res(F,G) = SF+ TG

El caso a,, = 0y b, = 0 se corresponde con la raiz al infinito (1 : 0) € P!(F).
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CAPITULO 3

Subresultante

Al igual que la resultante, la sub-resultante de dos polinomios univariados
se remonta a Leibniz y Bezout. Volvieron a aparecer a fines de los 60 para dar
un algoritmo eficiente y paralelizable para el célculo del maximo comun divisor
de dos polinomios y més recientemente son también utilizadas en computacion
simboélica-numérica.

La primera generalizaciéon de subresultantes a varias variables aparecié en los

libros de Laureano Gonzalez-Vega, siendo la versién de Marc Chardin.

3.1 LA SUBRESULTANTE ESCALAR

Definicién 11. Para 0 < k < n, el determinante (o(f,9)) de la matriz (m +
n —2k) x (m+n — 2k)

A 0 0 0 b, 0 0 0 0
A1 am 0 0 byt b, 0 0 0 0

: 0 0O 0 0

am_n+k+1 ... .. am bk+1 .. . e bn 0 O

Qi1 cee e Ap bp_ggkgl e e e by

a2k_7l+1 .« .. .« .. a’k ka_m+1 .« e e “ e e bk

Es llamada la k-ésima subresultante escalar de f y g.

Segiin Von Zur Gathen (2003) Householder en uno de sus libros los llama bigra-
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dients y los usan en el problema de Routh-Hurwitz de determinar si cada raiz
compleja de un polinomio dado tiene parte real negativa. Este problema esta
intimamente relacionado con la estabilidad sistemas dindmicos. En Habicht lla-
ma a este determinante Nebenresultante (resultado menor) para los polinomios
fy g de grados n y n-1.

Observacién

» Sy = Syl(f,g) y por lo tanto, su determinante es la resultante.

— m—n
g,y = gn

= S; es la matriz obtenida de Sylvester al eliminar las dltimas 2k filas, las
dltimas k columnas con coeficientes de f y las ultimas k£ columnas con

coeficientes de g

= S; es una submatriz de S; si k > i

3.2 EL POLINOMIO SUBRESULTANTE

Mencionaremos dos descripciones de este tipo de subresultantes con unas
ligeras diferencias.
Gathen (2003) alude la primera es a Collin y la segunda a Brown y Treub y
también a Zippel.

Definicién 12. Sea M;, = M (f,9) la submatriz (m +n —2k) x (m+n — 2k)
de Syl(f,g) obtenida eliminando las ilimas k de las n columnas de coeficientes
de f, las ultimas k de las m columnas de coeficientes de g y las ultimas 2k + 1

filas, a excepcion de la fila (m+n—i—k), para 0 <k <ny0<i<m:

Am—1 (€29 0 0 bn—2 b" 0
0 : 000
m 0
M, = “
bn
A2k —n42 ag b2k7m+2 bk+1
Aitk—n4+1 " °° a; bi+k—m+1 bz

El polinomio Ri(f,9) = > g<i<m det(M;;)x* € Flz] se denomina el k-ésimo
polinomio subresultante de f y g. (En realidad, Collins lo define a través de la

matriz traspuesta)
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Observacion

s Moo = Syl(f,g) y por lo tanto, Ry = det(Myo) es la resultante

Definicién 13. Consideraremos ahora el determinante Zy(f,g) = det(M;) de
la matriz (m 4+ n — 2k) x (m 4+ n — 2k)

am 0 0 0 b, 0 0
A —1 A, 0 0 bn72 bn 0
0 0 0
m 0
M} = “
br,
A2k—nt2 -+ 0 Ak bog—mya o e oo bpga
xnfkflf f xmfkflg g

Observamos que M;' es una submatriz de la matriz de Sylvester presente en la
demostracién de la Proposicion 1 antes vista.
El siguiente teorema muestra que las definiciones Collins y Brown y Traub

describen el mismo polinomio.
Teorema 8. Sea 1 < k <.

= Siop # 0, entonces oy, es el coeficiente principal de Ry. De lo contrario
gr(Rg) < k.

.Rk:Zk

(para profundizar en la demostracién de este teorema, ver apunte “Subre-
sultants revisited” de Joachim von zur Gathen)

Con el siguiente ejemplo, mostraremos la validez de ambas definiciones:

Ejemplo 3.
1 0 010
a 1 0 ¢ 1
S=1b a 1 d c
0 b a e d
0 0 b 0 e

Calcularemos el polinomio subresultante con k = 1.
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Comenzaremos con la definicion de Collins

1 0 1
det(Mp1) =det [a 1 c¢| =ab—bc+e
0 b e
1 0 1
det(My1) =det |a 1 ¢ =a’—ac—b+d
b a d

Ri(f,g) = det(My1) + det(My1)x = (ab—bec + e) + (a® — ac — b+ d)x
El polinomio subresultante obtenido a través de la definicion 12:
Ry = (ab—bc+e) + (a® —ac— b+ d)z

Continuamos con la definicion de Brown y Traub

1 0 1
det(M{)=det| a 1 ¢
zf [ g
1 0 1
= det a 1 c = a’z—acx—br+dr+ab—bcte

23+ azx? + bz 2?2+ ar+b 24l +dr+te
El polinomio subresultante obtenido a través de la definicion 13:

71 =a’r —acx —bxr +dz + ab—be + e
= (ab—bc+e)+ (a®> —ac—b+d)x

Con el egjemplo, queda en evidencia que Ry = Zj.

Para terminar el capitulo daremos una tabla de equivalencia de las defini-

ciones antes mencionadas
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Concepto Referencias

or(f,g9) = det(Sg) € R Sylvester, Trudi, Kronecker, Gordan, Habicht, Househol-
der, von zur Gathen, Uteshev y Cherkasov, von zur Gathen
y Gerhard

Ri(f,9) = Y gcicn det(My)x! Jacobi, Collins, Loos, Geddes et al., Ho y Yap, Winkler,
a Lombardi et al., Yap

Zi(f,g) = det(M}) € R[x] Brown, Brown y Traub, Zippel, Lickteig y Roy, Reischert

Cuadro 3.1: Referencias: Von zur Gathen, Theoretical Computer Science 297
(2003)
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Universidad del Bio-Bio. Red de Bibliotecas — Chile
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CAPITULO 4

Aplicaciones

4.1 EL DISCRIMINANTE

Una de las aplicaciones de la resultante es el discriminante, el cual es un

objeto fundamental en matematica, en particular en la teoria de niimeros y en

geometria abstracta, que indica cuando un polinomio tiene raices multiples.

Uno de los ejemplos mas conocidos, el cual es utilizado en la ensenanza media,

es el discriminante de la funcién cuadrética:
Si f = ax?® + bx + ¢ se tiene que Disc(f) = b? — 4ac.

Que se puede obtener a través de la aplicacion de Resultante
Ejemplo 4. Sean
f=ax?’+br4+c y f =2ax+b

a 2a 0

Res(f,g)=det | b b 2a| =ab®+4a’c - 2ab* = —a(b* — 4ac)

c 0 b

Otro ejemplo, si f = 2% + px + ¢, Disc(f) = —4p> — 27¢°.

De la misma forma podemos verlo con resultante:

Ejemplo 5. Sean

f=a2+pr+q vy f =32%+p

101 00
01 010
Res(f,g)=det|p 0 p 0 1 :4P3+27q2:*(74p3727q2)
g p 0 p 0
0 ¢g 00 p
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Mencionaremos ademds, el discriminante de una funcién de grado 4, obteni-
do a través de la resultante por medio de un software matematico:
Si f = 2* 4+ px? + gz + r se obtiene que
Disc(f) = 16p* — 4p3q® — 128p?r? + 144pg®r — 27¢* + 25613

Sabemos que f tiene una raiz multiple si y solo s f y f’ tienen una raiz en
comun, es decir, cuando Res(f, f’) = 0.
Se define paraf = a,z™ + - +ag = am H1<j<m(x — o) con ay, # 0,
. m(m=1) 1 _
Disc(f) := (=1)" = —Res(f. /) =y [ (@ —ay),
Am b
1<i<j<m

donde la 1ltima igualdad equivale a la formula de Poisson y la identidad

f=am Z H(x — o).

1<i<m j#£i

Se obtiene entonces
Disc(f) = 0 < f tiene una raiz multiple

4.2 DETERMINAR RAICES COMUNES DE DOS POLINOMIOS

A continuacién veremos como encontrar las raices comunes de dos polinomios
o bien, la interseccién de dos curvas planas, utilizando resultantes.
Suponga f,g € F[z,y] donde F es un cuerpo y se quiere intersectar ambas

curvas.
X ={(a,b) € F%: f(a,b) =0}, Y = {(a,b) € F?: g(a,b) = 0}

Eliminamos la variable, considerando la resultante r = res,(f,g) € F|z] con
respecto a y. Asumimos que F es algebraicamente cerrado, de modo que cada
polinomio univariado tenga raiz en F.

Sea Z la proyeccién de la interseccién de X e Y en el eje . Sia € F y

ley(f),ley(g) ambos no nulos en & = a, entonces:

a€”Z< FbeF(a,b) e XNY < Ie Ff(a,b) =gla,b) =0
& med(f(a,y), g(a,y) # 1
& r(a) =resy(f,9)(a) =0
Asi, para determinar X N'Y, primero debemos calcular el (d + ¢e) x (d + e)

determinante sobre F[x] con r € Fz], donde d y e son los grados de y en f

v ¢, respectivamente, luego encontrar todas las raices de r y para cada raiz a
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entontramos todas las raices b € F de med(f(a,y),9(a,y)) € Fly]. Si r(a) =0
garantiza que aquellas b’s existen si no ambos coeficientes principales con res-
pecto a y desaparecen en z = a. En otras palabras, Z estd contenido en el

conjunto de raices de r.

Ejemplo 6. Como un ejemplo, buscaremos la solucion del sistema de ecuacio-
nes formado por f =2x4+3y—1=0,9=-bx+2y+1=0.

La resultante correspondiente es

3 2
resy(f,g) =
u(f:9) (237—1 —5x+1>

= —192+45 € F[z]
Donde la solucion es {15—9, 1—39}

Este tipo de polinomios lineal tiene una raiz si y solo si, el coeficiente prin-
cipal sea distinto de cero (entonces X N'Y consiste en un punto)

La teoria general del dlgebra lineal generaliza este criterio conocido por la
solubilidad simultanea de dos ecuaciones lineales en dos variables. De un modo
similar, la teoria de eliminacion geométrica trata de generalizar este método de
interseccién de curvas a dimensiones més altas. Este es un problema mucho més
dificil, y los métodos algoritmicos corrientes son factibles sélo para un bastante

pequeno nimero de variables.

Ejemplo 7. Ejemplificaremos la interseccion entre una circuenferencia y una
pardbola en conjunto de los reales. O bien, la solucion al siguiente sistema de

ecuaciones

f=y+a®-2
g=2>+y* +8y

Nosotros buscaremos esas soluciones a través de la resultante. Tenemos

1 0
resy(f,g) = det [ 2% — 2 1 8 | =2* —112%2 - 20

0 2 =2 22



1.png

Figura 4.1: interseccion de la pardbola f y la circunferencia g

y la proyeccién Z de X NY en el eje x consiste en cuatro ceros

1 1 1 1
Z = {5\/22 — 2\/47,—5\/22 — 2@,5\/22+2¢H,—§\/22+2¢47}

obtenidos de resy(f,g)

Obtenemos los valores correspondientes para y tomando mecd :

med (f (;My)g(;my))

701 11 7
d( = — V4l — — VAl +8 = - -
me (2 5 + v, 5 "3 +y + y) 2

med <f (;\/22 - 2\/H,y> g <; 22 — 2\/4H,y))

701 1 1 7
d(=—=v4l — — VAl 4y + 8 = --
me <2 5 + Y, 5 "3 +y+ y) 5

med (f (;my) .9 (; 22+2\/4Ey)>

7 1 11 1 7 1
mcd(2+2v41+y,2+2v41+y2+8y> = §+§V41+y,

med (f (—;\/22+2\/H,y> g (—;\/22+2\/Zﬁ,y>>

7 1 11 1 7 1
mcd(2+2\/ﬁ+y,2+2x/zﬁ+y2+8y> = gtgVvil+y,

Notamos que el MCD entre una ecuacién cuadrédtica y una lineal es, efectiva-
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mente, la lineal y de alli las soluciones son:
1/ 1 1/ 1
{l = 22—2\/41,—Z—|—7\/41 i —= 22—2\/41,—34—*\/41 ;
2 2 2 2 2 2
1/ 1 1 1
(2 22—2\/41,—;—2\/41) ; (—2 22—2\/41,—;—2\/41>}

4.3 TEOREMA DE BEzouT

La interseccién de dos curvas planas se reduce al descubrimiento de raices
de polinomios univariados, lo que significa una tarea no muy extensa. Si m
es el grado del polinomio f y n el grado del polinomio g y med(f,g) = 1 en
F[z,y], entonces X NY tiene, en la mayoria de los casos, mn puntos. Este es el
llamado teorema de Bezout por el geémetra francés Etienne Bezout. El cual es
valido para variedades algebraicas arbitrarias, proveyé un conteo de puntos “
en el infinito” y “puntos multiples y pomponentes” adecuadamente y todos los
componentes de la interseccién tienen la dimensién “correcta”
Si med(f,g) = h para algin h € F[z,y] no constante, entonces todos los puntos
de la curva h = 0 pertenecen a X NY, y la interseccion es el infinito. Un ejemplo

trivial es cuando f=h =g

Ejemplo 8. Consideremos, ahora, dos curvas en el plano X,Y C C? dado por

los polinomios fy g

g=@*+6)(y* +1) —z(y®+1) € Zlz,y]

Para el simplificar el desarrollo de este ejemplo se utilizé6 un software ma-

tematico llamado MAPLE, de donde obtuvimos la siguiente resultante

resy(f,g) = 2x° —222° +1022* — 2742° + 4882% — 552z + 188
2(x —2)%(x — 3)*(2® — x +4)

Tiene las cuatro raices distintas {2, 3, (1 Fv/15i/2}, donde i = /—1. Para cada

uno de estos valores de = calculamos los valores correspondientes para y :

med(f(2,9),9(2,y)) =  med(y* — 5y + 6, —2y° + 10y — 12)
= ¥ -Sy+6=(y—2)(y—3),
med((2,),9(2,y)) = mcd(2y2 — 10y + 12, —3y> + 15y — 18)

= Y -5y+6=(y—2)(y—3)
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2.png

Figura 4.2: interseccién de curvas planas

1++/154 1++/15¢ 1F/15i
med | [\ =9\ =) )=V

Asi X NY consiste en los seis puntos

{(2,2),(2,3),(3,2),(3,3), (”;/Ei, 1 ;/ﬁ) 7 (1 —;/Bz" 1+;/ﬁi>}

Notamos que, solo los 4 puntos reales son visibles en la Figura 3.2. Mirando las
ecuaciones, podemos observar que en f + g los términos de grado 3 se anulan.
El teorema de Bézout dice que X NY consiste en 3 -3 = 9 puntos, sin embargo,
solo encontramos 6 de ellos en el cuerpo en el que trabajamos.

(ejemplo del libro “Modern Computer algebra”de von Zur Gathen)

4.4  RESOLUCION DE SISTEMAS BIVARIADOS USANDO SUBRESULTANTE

En esta seccién estaremos pensando en F como el cuerpo finito F,.
Sean ahora f y g dos polinomios en F[X,Y], y sean d;y = gr(f,Y) y dg gr
(9,Y), asumimos que dy > d, (de no ser asi, debemos cambiar los roles de estos
polinomios). A tal sistema, asociamos la resultante y la subresultante de grado
1 de fy g con respecto a Y, escrito R =res(f,9,Y) y S = sres(f,g,Y).
Siguiendo la definicién de Reischert, las combinaciones de filas elementales mues-
tran que R estd en F[X]y S en F [X,Y], de la forma S = Sp(X) + S1(X)Y.
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Los polinomios R y S serdn nuestra herramienta bésica para resolver el sis-
tema f = g = 0. Cualquier solucién de f = g = 0 es una solucién de R = S = 0.
Reciprocamente, cualquier solucién (x,y) de R = S = 0, con ademds S;(x)

distinto de 0 es una solucién de f =g = 0.

(Para detalles, ver articulo “Journal of Symbolic Computation”[7])
Ejemplo 9. Sean f y g dos polinomios bivariados sobre el cuerpo finito GF(127)
f=a*+y° +8y
g=z*+y*+9

La resultante entre f y g, respecto a la variable Y, la podemos calcular rdpi-

damente con la ayuda del software matemdatico MAGMA, del cual obtenemos.

R(f,g,y) = 2%+ 122" + 1922 + 9
= (z + 24)(x + 103) (z* + 8022 4 125)

Notamos dos soluciones dentro de nuestro cuerpo en estudio: 1 = —24 y
T = —103

La subresultante de grado 1 entre f y g viene dada por el siguiente polinomio

S(f,9,y) = (1262 + 126)y + 2

Ahora, evaluando x1 en el polinomio subresultante podemos obtener y; = 47.
Por lo tanto una solucidn este sistema bivariado es (—24,47), (la cual podemos

comprobar al reemplazar tanto en f como en g, obteniendo en ambas 0)
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CAPITULO 5

Magma

La Resultante de ciertos polinomios puede conllevar un célculo bastante
extenso, sin embargo, la tecnologia nos brinda un gran instrumento para agilizar
este proceso. Para realizar algunos calculos utilizamos Magma, un sistema de
algebra computacional.

En este capitulo mostraremos como el software magma puede ser usado para
resolver algunos problemas de algebra abstracta.

Para una introduccién general a magma puede consultar
http://magma.maths.usyd.edu.au/magma/.

Magma es un paquete que requiere un licencia para su uso. Aunque existe una
versién online nosotros vamos a transcribir partes de una sesién de la versiéon

de computador.

5.1 IDEAS BASICAS

Para usar Magma:
1. Tipear un comando o expresion después del prompt >.
2. No olvidar colocar una semicolon (;) al final de la linea.

3. Luego, presionar la tecla enter .

CARGAR UN ARCHIVO

Existe la opcion para cargar el contenido de un archivo en Magma. Para esto
debe tipear el nombre del archivo
> load "nombrearchivo’’

Cabe mencionar que esta funcién no estd disponible para la versién online
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Para nombrar algin elemento debemos definir un nombre seguido de dos

puntos (:) y el signo es igual (=) y luego el comando correspondiente.

5.2  ARITMETICA

> 3+5;
8
> 5-3;
2
> 2%3;
6
El maximo comun divisor ente “a” y “b”se puede calcular a través del co-
mando “GCD(a,b)”
> GCD(124,345)
1

5.3 PoLiNOMIOS

Ingresar polinomio
> p<x>:= PolynomialRing(IntegerRing());
> p;
Univariate Polynomial Ring in x over Integer Ring
Para introducir un polinomio debemos definir un nombre para cada uno y luego
ingresarlo, debemos detacar que si queremos ingresar un nimero junto a una
incognita se hace necesario ingresar el simbolo de multiplicacién (*)
> f:=xA\4+3*xA\3-T*xN\2;
> g:=x/\3-3*x/A\2+1;
> GCD(f,g)
1

Factorizacién

Para factorizar un polinomio, debemos tener este definido y con su respectivo
nombre, luego ingresar el comando (Factorization) entre paréntesis el nombre
del polinomio

> Factorization(f)
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< x,2 >

< xN2 +3x -7, 1>

Donde el o los elementos antes de la coma representan el polinomio y el niimero
después de la coma representa al exponente de este, por lo tanto el polinomio

factorizado corresponde a

22 (x? =32 —7)

5.4  MATRICES

Para introducir una matriz debemos ingresar su comando (Matrix), luego
abrir paréntesis ( ( )y escribir el cuerpo en el cual se desea trabajar los elementos
de la matriz, continuando con una coma (,) para senalar el orden de la matriz y
luego abrir corchetes ([) para escribir los elementos de esta separados por comas,
finalizamos cerrando los paréntesis correspondientes( ]) )
> M:=Matrix(RationalField(),3,[1,2,3,4,5,6,7,8,9]1);

M;

[123]
[4 5 6]
[7 8 9]

> N:=Matrix(RationalField(),4,[1,2,5,4,6,7,9,7,2,3,5,6,5,6,7,5]);

N;

[1 25 4]

[6797]

[2 3 5 6]

[6 6 7 5]

Donde M es una matriz de orden 3 y N de orden 4, sin embargo el ntimero de

filas esta definido por la cantidad de elementos que ingresemos a ella.

Determinante

Para calcular el determinante de una matriz, debemos tener esta definida y
nombrada, luego ingresar el comando (Determinant) y entre paréntesis el nom-
bre de la matriz
> Determinante (M) ;

0
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> Determinante(N) ;

-14

5.5 RESULTANTE

LA RESULTANTE

Magma nos ofrece una funcién directa para calcular la resultante de dos po-
linomios. Para ello debemos definir el cuerpo en el que viven los elementos, el
anillo de polinomios y los polinomios en cuestion.

Una vez definidos ingresamos el comando (Resultant) y entre paréntesis el nom-
bre de los polinomios en juego y la variable sobre la cual queremos la resultante.
> C:=Rationals();

> P<x,y>:=PolynomialRing(C,2);

> f:1=xA\2+yA2-1;

> gi=3%x+4*y;

> R:=Resultant(f,g,y);

> R;

25%xN\2 - 16

Al tener la resultante podemos ademads obtener las raices de esta, con la
funcién (Roots(UnivariatePolynomial)) y entre parenetesis, el nombre de la re-
sultante.
> r:=Roots(UnivariatePolynomial(R));
>r;

[ <-4/5, 1>, <4/5, 1>]

Para encontrar finalmente las soluciones de esta, debemos evaluar cada solu-
cién en ambos polinomios y obtener el méaximo comun divisor entre ellas.

> ri1:=C!r[1][1];

> fl:=UnivariatePolynomial (Evaluate(f,x,r1));

> gl:=UnivariatePolynomial (Evaluate(g,x,r1));

> G<x>:=Gcd(f1,gl1);

> G;

x - 3/5

MATRIZ DE SYLVESTER

Magma no posee una funcién para calcular directamente la matriz de Syl-

vester, es por esto que nosotros hemos creado una funcién para poder calcular
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esta matriz para nuestros ejemplos.
Dado un anillo de polinomios P, f, g polinomios y x la variable en la cual que-

remos calcular la matriz, definimos lo siguiente:

> SylvesterMatrix:=function(f,g,x);

m:=Degree (f,x);

n:=Degree(g,x);

M:=MatrixRing(P,m+n);

S:=Matrix(P,m+n,m+n, []);

for j:=1 to n do

for i:=1 to (m+1) do S[j][i+j-1]:=Coefficient(f,x,m+1-1i);
end for;

end for;

for j:=(n+1) to (n+m) do

for i:=1 to (nt+1l) do S[jl[i+j-(n+1)]:=Coefficient(g,x,n+1-1);
end for;

end for;

return M!Transpose(S);

end function;

Para utilizar esta funcién debemos definir al comienzo el cuerpo en el que
deseamos trabajar, debemos especificar la cantidad de variables y los polinomios
a quien le deseamos calcular la matriz. Al final insertar el comando recien defini-
do “Sylvestermatrix” y entre paréntesis los polinomios anteriormente definidos

y la variable sobre la que queremos la matriz.

> P<x,y>:=PolynomialRing(Rationals(),2);
f:=xA\2+y-2;

g:=XA\2+yA\2+8x%y;

> SylvesterMatrix:=function(f,g,x);
m:=Degree(f,x);

n:=Degree(g,x);
M:=MatrixRing(P,m+n) ;
S:=Matrix(P,m+n,m+n, []1);

for j:=1 to n do

for i:=1 to (m+1) do

S[j][i+j-1] :=Coefficient(f,x,m+1-i);
end for;

end for;
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for j:=(n+1) to (n+m) do

for i:=1 to (nt+1) do
S[j1[i+j-(n+1)]:=Coefficient(g,x,n+1-1i);
end for;

end for;

return M!S;

end function;

> S:=SylvesterMatrix(f,g,y);

> S;

[1 0 1]
[xA2 - 2 1 8]
[0 xA2-2 xA2]

Para encontrar la resultante a través de la matriz de Sylvester solo debemos

calcular el deteminante de esta.

> Determinant (S) ;
xAN4 - 11*%xA\2 + 20
Para calcular matrices con una sola variable solo falta modificar la funcion

eliminando la variable sobre la cual se desea el resultado, pues solo sera una.

> SylvesterMatrixUnivariado:=function(F,p,q);
m:=Degree(p);

n:=Degree(q) ;

M:=MatrixRing(F,m+n);
S:=Matrix(F,m+n,m+n,[]);

for j:=1 to n do

for i:=1 to (m+1) do

S[j1[i+j-1] :=Coefficient(p,m+1-1i);

end for;

end for;

for j:=(n+1) to (n+m) do

for i:=1 to (nt+1) do
S[j1[i+j-(n+1)]:=Coefficient(q,n+1-1);
end for;

end for;

return M!Transpose(S);
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end function;

Y luego definir el cuerpo y los polinomios sobre los cuales trabajaremos.
> P<x>:=PolynomialRing(Rationals());
> £:=824*%x/A\5 - 65*%xA4 - 814*%xA\3 - T41*xxN\2 - 979*%x - 764;
> g:=216*x/A\4 + 663*xA\3 + 880*xA2 + 916*x + 617;

> S:=SylvesterMatrixUnivariado(Rationals(),f,g);

> S;

[ 824 0 0 0 216 0 0 0 0]
[ -65 824 0 0 663 216 0 0 01
[-814 -65 824 0 880 663 216 0 0]
[-741 -814 -65 824 916 880 663 216 0]
[-979 -741 -814 -65 617 916 880 663  216]
[-764 -979 -741 -814 0 617 916 880 663]
[o -764 -979 -T741 0 0 617 916  880]
[ o 0 -764 -979 0 0 0 617 916]
[o 0 0 -764 0 0 0 0 617]

LA SUBRESULTANTE

Para calcular la subresultante de dos polinomios, necesitamos tener definida
la matriz de Sylvester de estos y luego ingresar el comando “Submatrix” y entre
paréntesis nombrar la matriz que ultilizaremos, luego las filas y las columnas que
deseamos dejar ambas entre corchetes [|.(Si las filas o columnas que deseamos de-
jar son correlativas basta colocar el niimero de la primera, seguido de dos puntos

y la dltima que necesitemos. Al no ser correlativos debemos mencionarlas todas)

> Submatrix(S,[1..7], [1,2,3,5,6,7,8])

[ 824 0 0 216 0 0 0]
[ -65 824 0 663 216 0 0]
[-814 -65 824 880 663 216 0]
[-741 -814 -65 916 880 663 216]
[-979 -741 -814 617 916 880 663]
[-764 -979 -741 0 617 916 880]
[o -764  -979 0 0 617 916]
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POLINOMIO SUBRESULTANTE

Para calcular el polinomio subresultante basta con tener las subresultantes
necesarias y calcularlo a través de los determinantes es estas.
Teniendo definida la funcién de la matriz de Sylvester podemos calcular lo si-
guiente
> P<x>:=PolynomialRing(Rationals());
f:=xA\2+3*%x-5;
g:=x/\3-2*xA\2+7*x-8;
S:=SylvesterMatrixUnivariado(Rationals(),f,g);
MO1:=Submatrix (S, [1,2,4],[1,2,4]);
M11:=Submatrix(s,[1,2,3],[1,2,4]);
MO1;
M11;

Determinant (MO1)+Determinant (M11)*x;

[1 o 1]
[3 1-2]
[ 0 -5 -8]
[1 o 1]
[3 1-2]
[-5 3 71

27*x - 33



[10]

[11]
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