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Capitulo 1

Preliminares

La siguiente actividad de titulacién tratard de una revisién bibliografica ma-
tematica sobre un tema introductorio del analisis funcional especificamente R" y
I, como espacios normados y completos. Podemos decir que el anélisis funcional
es un concepto relativamente nuevo en la matemaética (esto a comparacion con las
matematicas convencionales) ya que no lleva més de 120 anos estudiado. La activi-
dad de titulacion estarad compuesta de cuatro capitulos, los cuales abordaran temas
especificos de dicha revision bibliografica. En el primer capitulo se hace referencia
a la historia del Analisis funcional, en el cual conoceremos en los anos en que se
empezo a estudiar y sus principales autores. Se presentaran los objetivos a abordar
en esta actividad de titulacion
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1.1. Historia

Los espacios normados y completos son parte del analisis funcional, el cual
nace a principios del siglo XX, como el marco abstracto adecuado para solucionar
una serie de problemas del Anélisis muy importantes en esos momentos. Algunos
autores (Fréchet(1973), Schmidt(1876), F. Riesz(1880), Fisher(1962) entre otros)
desarrollaron muchas nociones que hoy en dia son fundamentales para el anélisis
funcional como la distancia en un conjunto abstracto y desde ahi diversas nociones
topolégicas como completitud, compacidad, separabilidad. En 1922, dentro de la
tesis de Banach, se desarroll6 una teoria general de espacios normados y operaciones
lineales que eran parte del anélisis funcional, el cual vivié un gran desarrollo hasta
1932, en ese tiempo se sistematizé la aplicacion de métodos topologicos al estudio
de los espacios de Banach.

Stefan Banach (1892 - 1945)Naci6 el 30 de marzo de 1892 Krakow, Imperio
Austro-Hingaro, hoy Polonia. Cursé estudios en el Instituto de Tecnologia en
Lvov y fue profesor en la Universidad de Lvov. En su tesis doctoral de 1920 pre-
sent6 la definicién axiomatica de los espacios que hoy llevan su nombre. Contribuyd
a lo que hoy es el analisis funcional moderno y a la teoria de los espacios vectori-
ales topologicos. Su trabajo més destacado es la Theorie des operations lineaires
(Teoria de operaciones lineales, 1932). Stefan Banach fallecié el 31 de agosto de
1945 Lvov, Ucrania. A partir de 1922, Banach investigo los espacios lineales nor-
mados con la propiedad de la completitud -ahora llamados espacios de Banach.
Aunque algunos otros matematicos contemporaneos, como Hans Hahn(1934), Mau-
rice René Fréchet(1973), Eduard Helly (1943) y Norbert Wiener(1964), desarrol-
laban simultaneamente conceptos de anélisis funcional, ninguno realizaba la tarea
tan minuciosamente y sisteméaticamente como Banach y sus alumnos. Sus tres re-
sultados fundamentales fueron el teorema sobre la extensiéon de funcionales lineales
continuos (ahora llamado teorema de Hahn-Banach, ya que tanto Banach como
Hahn lo demostraron independientemente); el teorema sobre las familias acotadas
de mapeos (llamado el teorema de Banach-Steinhaus); y el teorema sobre mapeos
lineales continuos de espacios de Banach. Introdujo las nociones de convergen-
cia débil y clausura débil, que se ocupan de la topologia de los espacios lineales
normados.

La nocién de espacio métrico también proporciono el marco en el cual se de-
sarrollo el algebra del infinito con que habian sofiado los analistas de principios
de siglo; a saber, la teoria de espacios normados que permitié6 comprender mejor
gran parte de los problemas del analisis funcional lineal y atacarlo con mas gener-
alidad y eficacia, Forjada por los esfuerzos conjuntos de varios analistas entre 1910
y 1935, principalmente Riesz Helly, Hahn y Banach, esta teoria combina las ideas
del algebra lineal y la nocién e distancia, siguiendo el modelo proporcionado por la
descripcion geometria del espacio de Hilbert, debida a Schmidt y Frechet

Otto Holder (1937) fue otro matemético que hizo grandes avances que ayu-
daron y fueron fundamentales para el estudio de los espacios [P, este matemético
ayudo al desarrollo de las desigualdades de Brunn Minkowski(1909), la cual es una
generalizacion de la desigualdad triangular en el espacio [P.

Brunn Minkowski nacié en Aleksotas, Rusia (actualmente Kaunas, Lituania), y
curso6 sus estudios en Alemania en las universidades de Berlin y Koénigsberg, donde
realiz6 su doctorado en 1885. Durante sus estudios en Konigsberg en 1883 recibi6 el
premio de matemaéticas de la Academia de Ciencias Francesa por un trabajo sobre



1.2. OBJETIVOS 4

las formas cuadraticas. Minkowski imparti6é clases en las universidades de Bonn,
Konigsberg y Zarich. En Zuarich fue uno de los profesores de Einstein. Minkowski
explor6 la aritmética de las formas cuadraticas sobre n variables. Sus investigaciones
en este campo le llevaron a considerar las propiedades geométricas de los espacios
n dimensionales.

1.2. Objetivos

= Objetivo General
Comprender los espacios normados y completos en R™y [P
= Objetivo Especificos
(O1)Describir los espacios normados y completos en R"y I,
02)Mostrar que R™y [, son espacios normados y completos
q Y ip p y p
(O3)Presentar ejemplos los espacios normados y completos en R™y [,



Capitulo 2

Espacios Vectoriales

En el segundo capitulo se definira el espacio R”, el espacio vectorial acompa-
nados de ejemplos, tambien se definirdn conceptos, teoremas, desigualdades y su-
cesiones los cuales ayudaran a demostraciones que se desarrollaran en los capitulos
siguientes.
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2.1. Definiciéon de espacio R" y espacio vectorial

2.1.1. Espacio Vectorial. Un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K (R o
C) es un conjunto no vacio de elementos llamados vectores, el cual se definen dos
operaciones algebraicas.

e:VxV-=sV
Q:KxV -V

Estas operaciones son llamadas sumas de vectores y multiplicacién de vector
por escalar, este ultimo, multiplicado por un elemento de K.

A continuacion se definen las propiedades del espacio vectorial considerando las
leyes de composicién interna y composicién externa.

Propiedades.

Sean u,v y w elementos de V' y «, 8 son nimeros en el cuerpo K.

ludv=vdu

2(udv)dw=u® (vdOw)

3.Existe un vector nulo 0, € V, tal que v ® 0, = v

4.Para cada v en V | existe un opuesto —v € V tal que v & (—v) =0,

50 (UPV) =a@uUO oV

6vR(adp)=aRvdfRv

Ta® ()= (af)®@v

8l®v=w

EJEMPLO. Determinar si R* con las operaciones & y ® (para este ejemplo
considerar @ y ® como operaciones definidas en el espacio)es un espacio vectorial,
donde,

rDy = 2y,
Az = 2

Aqui, z-y y 2> son el producto y la potencia usuales en RT, para las cuales
valen todas las propiedades definidas en este conjunto.

= Veamos que las @ y ® son cerradas en RT :

a) Sean z,y € R™, debemos probar que z &y € RT

r®y=xy,ycomo z,y € RT, entonces z > 0 ey > 0y por lo tanto z-y > 0,
es decir -y € R*, luego 2 ®y € RT

b) Sean x € Rt y A € R debemos probar que: A-z € R

A2 =2,y como x € Rtentonces z > 0

se tiene que z* > 0,es decir z» € RT luego -z € R*

= Veamos que se verifican los siguientes axiomas:

a) Sean z,y € R*, debemos probar que z Gy = y® z
2@y =2 -y como el producto es conmutativo en R™
rdy = x-yY

= ydex.
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b) Sean debemos probar que: © @ (y ® z) = (x D y) ® 2, en efecto,

r®(y®z) = = (y 2) como el producto es asociativo en R
= (zy)=2
= (z@y) =2
= (z0y)®=
L@ (Ydz) = (20Y ®2

Ademés z ®1=2-1=1z.

existe ]l ER*talque 1@z =2®1=2 tal quex € R"

c¢) Debemos probar que existe a € RT tal que que a & x = x @ a, para todo
z € RT,

Calculemos el vector a. El vector a debe ser tal que a ® = = z,

es decir que

Verifiquemos que 1 @z = 2 @ 1 = z, para todo x € RT,

ler=1=z
=zx.
Ademaés por comnutatividad
r®l==z1
=x

existe 1l e Rttal que 1@z =2@® 1=z, paratodoz € RT
d) Debemos probar que para todo x € Rtexiste b € RTtal que
bdxrx=xzpb=1

Calculamos el vector b :
b debe ser tal que b® x =1, es decir que bz =1y

1
b= —,donde x #0 puesz € R"
x

1 1
Verificamos que — @ x = x ® — = 1, para todo x € R™ :
x x

1 1
—@Pr=—ax=1
T T
ademas )
rd—=zx —=1
T T

1 1
c.paratodo z € R" existe R" talque —+ax=zx+-—=1
x x
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e) Sean x,y € RT y A € R, debemos probar que: A@ (z®y) = (A®z) D (A Ry)

ARz BYy) =A@ (z-y)
= (z -y
:xA.yA
=(A®z)- (A®y)
=A\®z)d(A\®y)

s.secumple que A (zdy)= A@x)d(AQy)

f) Sean x € RT y A, u € R debemos probar que: (A+p) @z = (A®2z)® (1@ x)

A+ p) @ =2
=zt
— (&) (1@0)

=A®x)® (pue)

c.severificaque A+p)@z= Az)®d (@)

g) Sean z € RTy A, u € R, debemos probar que: (A - p) @ 2 = A ® (4 @ x)

(A-p) @z ="
= (@)
= (n@x)*
=A®(p®x)

coseverificaque A\-p)@zx= A® (L)

h) Sean x € R* y 1 € R, debemos probar que: 1 ® z = x

1@z =a'
1

s.secumple que 1®x==x

De todo lo anterior, V =[R®, ®, ®| es un espacio vectorial.
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2.1.2. Espacio R". Formalmente, se define:
R* ={(z1,...,25) 12, €R, i=1,...,n}

Como el conjunto formado por todas las n-uplas(es una secuencia o lista ordenada
finita de n objetos, y estos elementos se dice que son sus componentes) de nimeros
reales ordenados. Sus elementos se pueden sumar componente a componente, y
también se pueden multiplicar por un nimero real, multiplicando cada componente
por dicho nimero. Estas dos operaciones que acabamos de mencionar, hacen de R™
un espacio vectorial sobre los reales. Como veremos a contunuacion.

DEFINICION 1. La primera operacion se llama ley de composicion interna y se
define como

+ :R" x R" — R"

(@1, yxn)s Y1y syn)) = (X1 F Y1y oy T+ Yn)-
OBSERVACION. Esta operacion tiene la siguientes propiedades:

1. Asociativa. para cada u,v,w € R" | (u+v) +w =u+ (v +w).

2. Elemento neutro. Existe un elemento u € R™ tal que cada, ¢ + © = u + e = e donde

e e R"
3. Inverso. Dado u € R”, existe un v € R", existe v € R",tal que u + v =
v +u = 0. En nuestro cado, v = —u y se llama el opuesto de wu.

4. Conmutativa. Para todo u,v € R™, u+v =v + u.

DEFINICION 2. La segunda operacién se llama ley de composicion externa y se
define como

S RxR" — R"

N (z1,-0ymn)) = Az, .., 20)

ST, ) =N, ATy
OBSERVACION. La ley de composicién externa tiene las siguientes Propiedades:

1. Distributivas. Para cada A, x € R y cada u,v € R",
a) A+ p)u =+ pu
b) Mu—+v)=Au+ v

2. lu=u

3. Pseudoasociativa Para cada A, u € R y cada u € R™.

(Ap)u = AMpu):

OBSERVACION. Con todo lo anterior R™ resulta un espacio vectorial.
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2.2. Norma

Se considera norma al valor absoluto |- | de un vector, el cual se define como la
longitud o magnitud (en linea recta) entre dos puntos A y B, los cuales delimitan
al vector. Coincidiendo en un espacio euclideo la norma de un vector con el médulo
del vector AB. En el siguiente capitulo volveremos a mencionar este concepto.

Sabemos que (R™,+,-) es un espacio vectorial. Se denomina norma, denotada
por || - ||, a una aplicacién con dominio R" y a valores en R, a saber,

I-]:R* —R
tal que, VA € Ry Vz,w € R™ cumple las siguientes propiedades:
m |z]| >0y |z]| =0« 2z=0.
= [[xz] = [All=]
s |z4wl|| < ||z]|4+]|w|| (esta propiedad es denominada desigualdad triangular).
Se puede observar los siguientes ejemplos de normas en R":
n

a) La norma 1 en R™: ||z[|, = ||

i=1

Disco unitario en norma 1

n
b) La norma 2 o norma euclidiana en R": ||z||, = /> |21 |
i=1

Disco unitario en la norma euclidea

n 1/p
c) Norma p en R™: |z, = (Z xip>
=1

S

2.2.1. Norma-P:. Dentro de las normas vectoriales, existe un tipo de norma
conocida como norma p. Las cuales se definen de la siguiente forma: sea p € [1, +o0],
x=(x1,22,...,T,) € R?

n
lally = (2l + 22l” + ..+ ) = |3 Ja
j=1
La demostracion de que la norma-P es efectivamente una norma se realizara en el
Capitulo tres.
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2.3. Convexidad de la funcién exponencial y Desigualdad Young

2.3.1. Convexidad de la funcion exponencial. Convexidad de la funcion
exponencial: En este tema denotamos por exp a a funcién exponencia restringida
al eje real

exp: R — R,

ok
donde exp (z) = Z %
k=0

La segunda derivada de esta funcién es positiva en cada punto:

exp/(z) = exp(z) >0

luego la funcién exp es convexa. Esto significa que para todo x,y € R y todos
a,B> 0 con a+ =1 se cumple la desigualdad

(2.3.1) exp(az + fy) < aexp(z) + Bexp(y).

1 1
Exponentes conjugados. Dos ntimeros p,q > 1 tales que — + — = 1 se llaman
exponentes conjugados. Tal vez otro nombre adecuado seria exponentes comple-
1 1
mentarios. Es facil ver que la condicion — + — = 1 se puede escribir tambien en la
p g

siguiente forma equivalente
(p—1)g=p

2.3.2. Desigualdad de Young.

1 1
TEOREMA 3. Sean p,q > 1 tales que — + — = 1. y sean a,b > 0.Entonces
p q

aP  b?
ab < — + —.
p q

DEMOSTRACION. Sia =00 b =0, entonces el lado izquierdo de la desigualdad
es 0, mientras el lado derecho es no negativo, por tanto la desigualdad se cumple.
Sean a > 0y b > 0. Entonces la desigualdad de Young se obtiene a partir de la
(2.3.1). al hacer el siguiente cambio de variable.

1
’ B = &7']: :pln(a)ay = th(b)
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2.4. Desigualdad de Holder
TEOREMA 4. Sean x1,...,Tpn, Y1, Yn > 0 y sean p,q > 1 tal que satisfacen,
1 1
-+ -=1
p q
Entonces se satisface la siguiente desigualdad,

n n 1/p n 1/q
(2.4.1) Z 191 < (Z 37?) (Z Z/f) .
i=1 i=1 =1

Con igualdad si y solo si (2¥) e (y?) son proporcionales; es decir, si y sdlo si, para
algunos «, 8, ambos no nulos, tenemos ax? = Byl para todo i = 1,...,n. El caso
p=q =2 se conoce generalmente como desigualdad de cauchy-schwarz.

DEMOSTRACION. Podemos asumir que

n 1/p n 1/q
uz(fo) #O,vz(ny) #0
i=1 i=1

en cuyo caso tenemos, por la desigualdad de young, que

(2.4.2) ﬂﬂ<1(ﬂ>p+l(%)q
o u v p\u g \v
I\ P N
para cada i, con igualdad si y sélo si (ﬂ> = (&) . Sumando en 4, obtenemos
u v
1< 1 < 1 <
= - Py a_
L s Ly Ly
i=1 i=1 i=1

de donde se deduce la desigualdad. Debemos tener en cuenta que la igualdad en
S\ P -\ 4

(2,4,1), implicaria la igualdad en (2,4,2) para todo i y por lo tanto, (&) = (&)
u v

para todo i; esto es, z¥ e y! serian proporcionales. Si 0 < p < 1 la desigualdad
cambia de sentido. O

2.5. Desigualdad de Minkowski

TEOREMA 5. Paral <p<ooy NeNparaay...ap, by...b, € Rar se tiene:

n 1/p n % n 1/p
(S o) <(S) ()
=1 =1 i=1

DEMOSTRACION. Veamos primero para p = 1. Se reduce a la desigualdad

1 1
triangular. Consideraremos p > 1, ademés, sea ¢ > 1, tal que — 4+ — =1. Si
> (a; + b;)P # 0, sabemos que (a; + b;) < a; + b;. Utilizando (p —1) g =py

la desigualdad de Holder, tenemos.

n n

D (ai+b)" =" (a5 +bi)(ai+b)" "

i=1 i=1
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= ai(ai + 0P Y biag + by
i=1 i=1
Aplicando la desigualdad de holder para cada una de las sumas anteriores se tiene:

n q

Zaz(az—kb Pt (Za>p<§: (a; + b;) a(p— 1)>

i=1

Xn:bl(aﬁb P <Z b”) (zn: a1+bi)q<”1>>q-

i=1
1 1 D .
Donde — + — =1, de esto, ¢ = 1Y por lo tanto, (p — 1)g = p. considerando
p p—=
esto tenemos:

1—1

(Zn: (a;j + bj)(p_l)q> - (Z (a; + bj)p> ”7

i=1 i=1

retomando las desigualdades anteriores obtenemos

’E

Z(aj+bj)p§<z )7 pri><2(aj+bj)l’> p’

i=1 i=1 i=1
y como Y (a; + b;)? # 0, podemos dividir por el segundo factor obteniendo

Sorr) () (9

=1

2.6. Sucesiéon de Cauchy
DEFINICION 6. Sea {x;} una sucesion de puntos de R™. Se dice que {z;} es
una sucesion de Cauchy si para todo € > 0, existe Ny € N tal que
k01> Ny = ||a?k — xl|| <e.

TEOREMA 7. Una sucesion {x;} € R™ es convergente si y sdlo si cumple el
criterio de Cauchy.

DEMOSTRACION. Supongamos que x; — z, cuando k — oo,
ek — || < eVk > No.

Se tiene entonces que

9 3
o =l = lax -z +a—aill < aw—al+ o -] <5+3 =

Vk,l > Ny .. {xx} cumple la condicién de Cauchy a
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EJemMpPLO. Las sucesiones de términos generales

1 1
son de Cauchy. En el caso de la sucesion (ay,)nen esto es muy facil ya que fijado

€> 0 existe, por la propiedad arquimediana, ny € N tal que 1/ng < €/2 y en
consecuencia

1 1

n m

1

n

<Sifoc
2 2 7

Para la sucesion (b, )nen hay que observar en primer lugar que

1
+ | —
m

|an_am |:

L1 1 1
n—1 n nn-1) " n?

con lo que, si m > n, se tiene

! + ! + +i\
(n+1)2 (n+22 7 m?2

: (i— <ni1)>+<<ni1> B (nim)*'"*(ml—l‘;)

1 1 1

n o m n
Dado e > 0 existe ng € N tal que 1/ng < € y en consecuencia si n, m > ng, se tiene
|bm, — bn| < e. Esto acaba la prueba de que ambas sucesiones son de Cauchy.

‘bm_bn| :‘




Capitulo 3

R" como espacio normado

El tercer capitulo trata especificamente R" como espacio normado. Se conoceré
como R" es un espacio normado y completo realizando una serie de demostraciones
y ejemplos.

15
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3.1. Espacio normado

En matemaética un espacio vectorial se dice que es normado si en él se puede
definir una norma.

DEFINICION. Sea V un espacio vectorial sobre K (R o C ) donde se define una
norma, tal que la norma es una funcion en V

|-II:V—=R.

Sea z,y € V y a € K, Ves un espacio normado si satisface las siguientes
propiedades:

1. 2 #0=|z] > 0.
2. Jloz| = Jaf ], Ya € K.
3. lz+ vyl <|lz| + ly|l, V& € V (desigualdad triangular)

o 1/]7
Ejempro. |lzf|, = (Z x(n)|p>
n=1

Dllz[[, = 0 siy solo si z = 0; tambien se cumple para ||z, > 0

x 1/p
(Z Ix(n)lp> =0=|af|, =

~lell, =0
Az, = A,

o l/p o l/p o l/p
[[Az], = (Z Aw(ﬂ)l”) = (Z I/\plx(n)|p> = Al (Z w(ﬂ)|p> = Al -
n=1 n=1

n=1

D) |l +yll, = [lzll, + [lyll,,, para este paso basta utilizar la desigualdad de

Minskowski.
1/p
n)l”) = [lz|,+yl,

1/p ~ 1/p
|l + yll, = (le )I”> g(ZIz(n)l”) +<

EJjEMPLO. b| f]| = sup|f(t)].
tel

107
=

D fll. = 0= sup|f(t)] = 0; tambien se cumple para ||f|/, >0
teT
como f(t) > OVteT
x=0= f(t)=0.. iujp|f(t)| =
I)[IAf o = ANl
[Aflloc = sup [Af()] = sup [A[[f()] = [A[ sup[f()] = Al f]]
teT teT teT

IOI) [ £(t) + 9(t)]|« = 1 f )]l +1l9(t)]| ., Para este paso utilizamos desigualdad
triangular.
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1) + 9Ol = sup|£(t) + ()] < sup| ()] + suplg(t)] = [lf B)lloc + [l9()

3.2. El espacio normado R"

En R”, se define una norma la cual se asocia al producto escalar de la siguiente
manera. Sea un vector z € R”, y la norma euclidea || - ||2 una aplicacién en R”,

entonces
lalls = lGer, )l = Va7 = f23 + .+ 23,

Tal como fue mencionado en la definicién anterior, para que R™ sea un espacio
normado, éste debe cumplir con las propiedades de espacios normados, las cuales
seran demostradas a continuacién.

Sea (R™,K,+,-) un espacio vectorial, y sea una norma || - ||, una aplicaciéon
en R", entonces R™ es un espacio normado si y sélo si se cumplen las siguientes
propiedades.

1.z #0=|z| > 0.
2. Jlaal| = |olllz]], Vo € K.
3. Jlz+y| <|lz|| + |lyll, V= € V (desigualdad triangular)

DEMOSTRACION. Para demostrar que R™ es un espacio normado, se va consi-
derar la norma-p, la cual como en el capitulo dos es definida como
1/p
n
P P /P _ P
lollp = (21 [” + waf” + ... + [a )7 = |3 |24l

j=1

A continuacién se procederd a realizar la demostraciéon : Se prueba la propiedad 1

x#0=|z|| >0:
-Se considera la norma-p de la siguiente manera

1 ,
lally = (@1l? + foal? + ... + [2a”) 7 = {flaal” + 1ol + .+ enl?

Se puede observar que :

lallp = /lesl” + lzal” + ..+ fonl? > 0= Jlel, >0,

con esto la demostracion de la propiedad 1 queda realizada.
-Se prueba la propiedad 2. a saber,

leczllp = ledll]l,

Donde el producto dentro de la norma, es un producto escalar.
Sea Va € Ky z € R™ considerando la norma-p

lazllp = (aa1” + [azal? + .. + la@a")'/ = §/lazs|” + lazsl? + ... + azn

podemos observar:
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= }</|ax1|p+ laxs|? + ...+ Jazy|’ = ’\°/|ap:£f | +]aPah | +... + |arah |1

= VlalP [zy [P +al [22 [P+ +al? |20 [P = VlalP (20 P+ [ 22 [P+ 4 20 [P)

el P+ 22 P+ o+ [an P =lal V]a P+ ]2z P+ 4 2y [P = o]z,

es decir,

ezllp =lalfjz]l,,

con esto la demostracion de la propiedad 2 queda realizada.
-Se prueba la propiedad 3. Sea z € R"™ e y € R™, y la norma-p | - |, entonces

2 +yllp <l|lzll, + llyll

conocida como propiedad de desigualdad triangular. Se observa en primer ins-
tancia el caso p = 1 entonces

e +ylle <zl + [yl

en efecto, se puede observar de la siguiente manera que la desigualdad triangular
se cumple. Dados z,y € R™, por un lado,

[l = |z1] + 2| + ... + |20l
lyll = lyil + [y 4+ 4 |yl -

lz+yll1 = |z1 + y1| + |x2 + y2| + ... + |xn + yn|, por desigualdad triangular en R,
<o + |ya| + 2| + g2l - - - + 2ol + |yl
= (lza] + w2l + .+ [zal) + (p2] + g2l + -+ [ynl)
= ll=llx + llyllx

es decir,

lz+yll <zl + lyl:-
-Para el caso p > 1,aplicando desigualdad de minkosky

(s + il” = (Jzs + il lw + 33l P71 = (sl s + il P70+ Lyl ls + il P7)

sumando en 1,

n n

S (49l ?) =3 (aal e+ yal 70 + Lyl Jea + vl 77,

i=1 i=1
aplicando desigualdad triangular

n

S (i 4wl ?) D lwal s+ wal P74 D il |+ il P

i=1 i=1 i=1
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para completar la demostracién utilizamos la desigualdad de Holder, a tener en

1
cuenta que — + — = 1, de esta conjugacion se obtiene que (p — 1)g = p
P q

n n 1/p n 1/q n 1/p n 1/q
S (4 i) < (z w) (z o+l <p—1>q) +<Z |yi|p> (z - <p—l>q>
i=1

i=1 i=1 i=1 i=1

n 1/q n 1/q n 1/q
S (o 4 l? (z +y> (z |in”> . (z |yi|p)
=1

i=1 —

(‘ml +yl‘p) n 1/p n 1/p
< ( w) + (z |y)
( ‘xi + yi‘ p> i=1 =1
=1

n n 1/p n 1/p
>z +w| )P < (Z x#’> - <Z Lml”)

i=1 i=1 i=1

= HM:

se desmuestra la propiedad. Por lo tanto se puede concluir, que R™ es un espacio
normado, dado que las 3 propiedades se cumplen. O

Como se vio en esta demostracion, fue utilizada la norma-p, esto dado que como fue
mencionado en el capitulo anterior, las normas 1,2, o norma 3, son caso puntuales
de la norma-p, por lo tanto al considerar la norma como una generalizacién de los
mencionados, implica que cualquier norma es vélida en el espacio normado R"™.

3.3. Espacio Banach

DEFINICION 8. Se dice que un espacio normado X es una espacio de Banach
si todas sucesion de Cauchy en X es convergente a un punto de X. En este caso
diremos que la norma de X es completa

Un espacio de Banach es un espacio normado, completo con respecto a la métri-
ca inducida por la norma || - ||, o sea un espacio normado tal que para toda sucesion
{z} de cauchy existe un xg € R tal que z es el limite de la sucesion, en el sentido
habitual, es decir,

Ve > 03 Ny € N[z, — zo|| < € ©&n > N,.

Ejemplos: Los siguientes son ejemplos de espacios de Banach.
1)R con la norma dada por el valor absoluto

2)C con la norma dada por el médulo.

3)Para 1 < p < o0, sea

lP:{(xn)nZIanERy Z‘xz |p<OO}.

Donde para « = (z,,)n>1 € I, se define la norma,
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oo 1/p
| 2 [lp= (Z% |’°> :
i=1

Entonces [, con esta norma es un espacio de Banach. Hacemos notar que la des-
igualdad triangular falla para 0 < p < 1.
Los detalles de este ejemplo se daran en el proximo capitulo

EJEMPLO.  (Bla,bl,| - ||) es de Banach

Vamos a ver que (Bla, b], ||-]|) es de banach y entonces lo tendremos demostrado
en particular para T = [a, b]

Vemos que (B(T), | - ||) es completo

Sea {fn},cn de Cauchy entonces Ve >0 3 ng € N tal que

[fn = fill < & Vn,m = ng
entonces {fn(7)},cy C R es de Cauchy Vo € T'
(1fal@) = Fon@)| < o~ fll) = 3F(@) = lim fufe) Va € T.
Luego en principio tenemos una funcién f : T — R y utilizando que Ve > 0
dny € N tal que
(3.3.1) |frn = fm] <eVn,m>ng Ve eT
Haciendo tender m al infinito se tiene que Ve > 0 dng € Ntal que
[Fal@) = F(@)] < £¥n > ng
VeeT = |f(x)| < |fa(@)|+e < ||full +e <M +eVneN=f e B(T)
Por (3.3.1) Ve > 0 3ng € N tal que
| fr — fll <eVn > ng = f, convergente f.

Luego este espacio es completo y por lo tanto es de Banach

3.3.1. R" como espacio normado completo. Para demostrar que R" es
un espacio normado completo vamos a considerar a R?, el cual demostraremos que
es normado y completo.

En R? definimos la norma || - ||,, donde p = 2 de la siguiente manera

9 1/2
1/2
||<x,y>||2:<z|xk|2> = (b +1wP) " = el + P
k=1

Se demostrara que R? es un espacio normado, para esto se deben cumplir las
siguientes propiedades:
1. z#0=||z|| > 0.
2. ||az|| = ||| z||, Va € K.
3. Jlz+yl < |lz|| + |ly|l, Vz € V (desigualdad triangular).

DEMOSTRACION. 1.-Probaremos que la propiedad 1 se cumple, sea (z,y) € R?,

se observa:
2 2
[z, y)ll2 =/ |z[" + [y]"

Si consideramos (x,y) # (0,0), entonces,

2 2
1, )l = /|2[" + [y]” > 0= [(z,y)]|2 > 0.


RAD PDF
Rectangle
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2.- Probaremos que la propiedad 2 se cumple. Sea (z1,y2) € R? y sea a € K
entonces se observa que

2 2
l(az, ay)|l2 = \/|az|” + |ay|” = /]|a22?| + |a?y?|
2 2 2 9
=/ a2(Jz]” + [y|7) = an/|z|]” + |y

ez, ay)llz = |elll(ox, ay)|2
3.- Probaremos la propiedad 3 Sea z,y € R? entonces
2k + yrllz = llzell2 + [lyell2

Para probar la desigualdad de triangular basta con aplicar la desigualda de minkoski
que ya fue probada anteriormente y que viene dada como

n n 1/2 n 1/2
Z (|2 + il *)'/? < (Z |$i|2> + (Z |yi|2>
i=1 i=1

i=1
entonces
5 1/2 " 1/2 n 1/2
(ZI Tk + Yk I2> < (Z Iwi|2> - (Z |in2>
k=1 i=1 i=1
ComoR? con la norma 2 || -||,,cumple las tres propiedades de espacio normado,
entonces R2 es un espacio normado. (Il

TEOREMA 9. Sucesion de Cauchy en R?

DEMOSTRACION. Consideremos una sucesion de Cauchy en R? {(z,, yn)}ns>1-
Asi, para cada € > 0 existe N > 0 de modo que

n,m >N = || (2n, Yn) — (Tm, Ym) [p< e

n,m > N = || (2n, T — Y, Un) |lp< €

nm >N =2z, — | K| (Tn = Ty Y — Yn) p< €
de donde se deduce que {z,,} es de Cauchy. Del mismo modo, {y,, } es de Cauchy.
Asi existen, zg,yo € R tal que

lim z, = xo
n— 00

lim y,=Yo
n—roo
pero || (z,y) [|,< 2/2(|z| + |y|). Para cada € > 0 existe N; de modo que

nZN1=>|ggn—:c0|<%

también existe Ny > 0 de modo que
5
n > No =y, -l < 5
sea ahora N = maxz{Ny, No} se tiene

€ €
n> N =z, — x| < §A|yn — ol < 5
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sumando,
=27 | (@, yn) — (@0, 90) Ilp<[yn — y0l + [yn — y0| <&
O

OBSERVACION. Ya que se a probado que R? es un espacio normado completo
podemos genaralizar para R". Asi queda demostrado que R" es un espacio normado
completo.



Capitulo 4

Los Espacios [,

El cuarto capitulo se conocerd como [, es un espacio normado y completo
realizando una serie de demostraciones acompanado de un ejemplo, se conoceran la
inclusién que tiene los espacios I,

23
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4.1. [,como espacio normado

Espacios I, con 1 < p < 0o. Para 1 < p < oo, denotaremos por [, al conjunto
de todas las sucesiones = € RN tales que

0o
> la(n) [P< oo
n>1

Demostraremos que es un espacio vectorial. Debemos tener en cuenta que la
suma de los elementos de este conjunto estd también en el conjunto. para ello
comprobemos que la siguiente expresion es una norma en [,.

o0 1/p
|2 [lp= (Z Tn p)
n=1

DEMOSTRACION. Probaremos los axiomas de norma

1.Si||z||, = O0si y sélosi z =0
%) 1/p

Si||lzll, =0= <Z | zp, |p> = 0 pero esto significa que la suma de infinitos
n=1

nimeros positivos es cero, y esto s6lo puede ocurrir cuando todos los nimeros son
0, de esto

obtenemos que z, = 0, Vn € N. Es decir,

oo 1/p
(an p) =0=|lz|, =0.
n=1

2.|az|l, = || ||z||ppara cualquier x € I,y para cualquier a € R.

||aw||(z|mn|p) (z|) M(zw) T
p n=1 n=1 n=1 p

3.Propiedad de desigualdad triangular ||z + y|l, = ||z, + ||y,

1 1
lz+yllp, = (Z' Tn + Yn |p> < (Zl Tn |p> + (Zl Yn |p> = llzllp, + llyllp
n=1 n=1 n=1

Para el ultimo axioma hemos utilizado la desigualdad de Minskowski. O

4.2. [, como espacio normado completo

TEOREMA 10. Vamos ahora a probar que l,, es un espacio de Banach. Sea {z,}
una sucesion de Cauchy en l, y, fijado k € N, consideremos la sucesion de escalares
{zn(k)}. Para cualesquiera m,n € N es claro que |z, (k) —xm (k)| < ||zn—2m|lp, asi
que {z,(k)} es una sucesion de Cauchy en K, luego convergente. Definiendo, para
cada k € Ny z(k) = nh;m z,(k) obtenemos una sucesion x € K. Nuestro objetivo

es comprobar que = € l, y que {||z, — z||,} = 0, cuando n — oo, concluyendo la
demostracion.

Para ello, empezamos fijando € > 0 y usando que {z,} es una sucesion de
Cauchy en [,, para encontrar un ng € N tal que, para n,m > ng se tenga ||z, —
Zm|lp < €. Por tanto, para cualquier N € N, tendremos
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N
Z 20 (k) —zm (B)IP < ([ 20 — 2 [|p)" <eP
k=1
Fijado un natural n > ng, la desigualdad anterior, valida para m > ng nos
permite escribir

S fon) = WP = lin 3 fralk) -z <,

m—o0 3, _
k=1 k=1

y puesto que N € N es arbitrario, deducimos que

Z|xn —xz(k)|P <eP.

Hemos probado que z,, — x € [,, luego tambien = = z, — (z, — x) € I, pero
entonces la ultima desigualdad nos dice que ||, — ||, < e. Como esto altimo es
valido para n > ng, tenemos que la sucesion {x,} converge a , como queriamos.

Analizamos ahora brevemente la relacién entre los espacios [,, para distintos
valores de p. Si tomamos 1 < p < ¢ < oo y fijamos un sucesiéon = € [,,, como quiera
que nl;ngox(n) = 0, tendremos |z(n)|? < |z(n)|P para n suficientemenre grande, con
lo que el criterio de comparaciéon para series de terminos positivos nos dice que
z € l,. La implicaci6n contraria no es cierta: la sucesién {n'/? }esta en l, pero no
en l,.En resumidas cuentas, el conjuto [, se agranda estrictamente al aumentar p.

EJEMPLO. q Demostrar que para cualquier p > 1 todo elemento del espacio [,
es un elemento del espacio ¢y

1 1 1

Y3 3o ) € co(coes un conjunto cualquiera)

pero el elemento x = (1
I, para ningun p > 1

Solucién: siz €1, = Z |z |P < ooesto significa que esta serie es convergente,

entonces sabemos por el crlterlo del limite para series, que hm |a:k|” =0

=P <e Vk > kg
= x| < VP VE > kg
= lim |z;| =0

k—o0

Pero como —|zy| < zp < |ag] = lim oy, =0= z € ¢
k—o0

_ 11 1
Vemos ahora que » = (1, 5, m3r v mnr ) €0y T &l
limz, = lim — =0
k—o0 k—oolnk

1 1 1

= 1, — — ..., —
— v ( "In2’'In3” " Inn’

) € Cp

Por otro lado

St =1 3 gl > 14 e Y
k=1 k=2 k=2
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Esta desigualdad se tiene porque sabemos que para un nimero suficientemente
grande se verifica que (Inn)? < n.

Un vez que ya tenemos esta desigualdad y utlizando que el ultimo sumando es
divergente se tiene que z ¢ [,

4.3. Inclusiones
Si0<p< g < oo, entonces I, Cl,

DEMOSTRACION. Se x € [yentonces y_ |z,[P < oo, en virtud de esto existe
ng € N tal que si n > ng, entonces |z,| < 1

Ahora, como 0 < p < ¢, entonces 0 < ¢ — p, asi |z,|97P < 1 si n > ng, por lo
cual

|zn|? <|znP si n>mng

Sea M = max {|z,|97P, |£,|97P, ..., |25|7"P, 1} luego a
o0 o0
Z E Z |2 |P|zn TP
n=1 n=1

o0
<M Z |z, |P < +o0
n=1

Lz el
O

OBSERVACION 11. La inclusién I, C [,es propia, en efecto, sea z,, = n~1P para
todon € Ncon 1 < p < g < oo, luego puesto que p < ¢, entonces % > 1, ahora
consideremos

oo

oo
P __ 1
E Ixn‘ - Z na/p <0
n=1 n=1
La utima serie es convergente en virtud del criterio de las series p, asi z,, € 4,

por otra parte

o (o]
Z lzn|P = 3 L1 — oo (serie arménica)
n=1

n=1

Ty & 1.

Asi pues para 1 < p < g < oo vemos que [, esta contenido en /,. Tal inclusién
es estricta como muestran las series armonicas. En concreto, definiendo z,, = n=1/?
como se realizo anteriormente para todo n € N, es claro que = € [, pero = ¢ [,,.

Debe quedar claro que I, esta contenido en [, como espacio vectorial, pero en
I, usamos la norma ||- ||,, que no coincide con la norma inducida por [,, que es la
restriccion a [, de la norma || ||,. Estas dos normas en [, no son equivalentes, pues
I ||, es completa pero la norma inducida por I, no lo es, ya que I, no es cerrado en

lp
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