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RESUMEN

El error es una posibilidad que estd presente permanentemente en la construccion y
consolidacién del conocimiento, no sélo escolar, sino también cientifico. Esta investigacion
tiene por finalidad identificar, categorizar y analizar los errores cometidos por alumnos de
primer afio de la Universidad del Bio-Bio. En este articulo se estudian los errores cometidos
por los alumnos, ya que proporcionan una informacion rica e interesante sobre como se
construye el conocimiento matematico. Este andlisis nos permitira encontrar los patrones
comunes a que obedecen los errores y, asi, poder hacer inferencias sobre los procesos
mentales y sobre las estructuras en las que se van organizando los conocimientos. Es
precisamente la regularidad con que aparecen ciertos errores lo que nos permite elaborar
clasificaciones de los mismos, teniendo en cuenta que las categorias no son compartimentos
estancos y se suelen solapar unas con las otras, ya que rara vez un error obedece a una Unica
causa. Por este motivo, para intentar interpretar mejor sus causas, se categorizaran los errores

a partir de diferentes criterios.

ABSTRACT

The mistake is a possibility which is permanently present in the construction and
consolidation of knowledge, not only academic, but scientific as well. This research has as
purpose to identify, categorize and analyze committed mistakes by first year students from
Universidad del Bio-Bio. Since provides an interesting and rich information about how is
built the mathematical knowledge. This analysis will allow us to find out common patterns
in how obey to these mistakes and, that way, being able to make inferences about mental
processes and over the structures in which knowledge is organized. It is precisely, the
regularity with which certain errors appear that allows us to elaborate classifications of them,
having in mind the categories are not tight compartment and they usually overlap each other,
since an error is rarely due to a single cause. For this reason, to try to interpret as best as its

causes, errors are classified based on different criteria.
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1. PROBLEMATICA DE INVESTIGACION

1.1 INTRODUCCION

El presente trabajo es una investigacion cualitativa cuyo proposito es explorar los
errores y dificultades cometidos por estudiantes de primer afio en formacion matemaética en
el uso del concepto magnitud. Este estudio estd motivado por la necesidad de indagar como
el uso de las magnitudes y medidas requiere la articulacion entre saberes del contenido
geométrico y fisico. Nos interesamos en la dificultad de trabajar el concepto de magnitud
disociado de los calculos algebraicos y numéricos que se presentan en los problemas de
geometria. Una practica matematica que conlleva a confundir el concepto de magnitud entre
cuatro nociones matematicas: el tipo de magnitud, el objeto, la magnitud y la medida (Perrin-
Glorian, 2002). Problematica presente en la formacién matematica escolar donde la
ensefianza no propone, ninguna discusion en torno a la invariancia del area por isometrias,
que son propiedades esenciales para la construccidn del concepto de area independientemente
de la superficie y la medida. Creemos que las magnitudes y las medidas implican un
conocimiento dificil de comprender debido a que las matematicas para la ensefianza estan

definidas poco claras en el curriculum.

Para validar nuestra hipotesis hemos disefiado un instrumento que consta de una
secuencia de situaciones problemas, donde se ponen en juego diversos conceptos
matematicos, especialmente el concepto de magnitud, para futuros profesores de la
Universidad del Bio Bio. Luego, realizamos una categorizacion de errores para construir una
matriz de errores que nos permita visualizar los errores mas recurrentes cometidos por los

estudiantes.

Finalmente, realizamos un analisis de los resultados, considerando condiciones y
limitaciones de la ensefianza de los conceptos magnitudes y medidas en los programas de
formacion matematica y damos luz a los indicios del problema que exploramos para la

ensefianza practica de este concepto.



1.2 TRATAMIENTO MATEMATICO SOBRE LA MAGNITUD Y LA MEDICION
DE UNA FIGURA GEOMETRICA.

El proceso de ensefianza-aprendizaje del concepto magnitud se torna una tarea dificil
de realizar para cualquier profesor. Como sefiala Perrin-Glorian (2002), las magnitudes y
medidas plantea algunos problemas a los profesores, ya que, la ausencia de las unidades y
por lo tanto de magnitud, o su utilizacion imprecisa en los programas establecidos para los
profesores, suscita confusion en cuanto a la ensefianza. En una primera aproximacion las
magnitudes son consideradas como todo lo que se puede aumentar o disminuir, por ejemplo,
la duracion de un partido, la velocidad a la que viaja un auto, el nUmero de escalones de una
escalera, etc. En otras palabras, magnitud se entiende por todo aquello que se puede medir,
lo que puede ser representado por un nimero y que, a su vez, puede ser estudiado por las
ciencias experimentales (que son las que observan, miden, representan, obtienen leyes, etc.).
Aunque, la evolucion de las matematicas llevd mucho tiempo antes de que permitiera que los
nameros fueran pensados independientemente de los conceptos de magnitud y medicién, la

medicion esta directamente relacionada con los nimeros con los cuales se realiza.

Diversos libros del texto de matematicas de la escuela recuerdan la historia de la
escuela Pitagoras que pensaba que toda magnitud puede expresarse como un nimero de veces
la unidad, este nimero es una fraccion de enteros. También refieren a la revolucion que
ocasion6 cuando se demostrd la imposibilidad de medir con una fraccion de enteros la
longitud de la diagonal de un cuadrado cuyo lado se elige unidad. A pesar de que la medicion
en geometria ha experimentado avances importantes por razones practicas, como la medicién
de las magnitudes inaccesible, por ejemplo, la medicion de la Tierra por Eratostenes o el
desarrollo de la trigonometria para la astronomia, los conocimientos que son necesarios para
saber conducir la construccién del concepto magnitud en el aprendizaje de la ensefianza

béasica y media, exprimen mucha inquietud en cuanto al tratamiento matematico.

En particular, los programas chilenos se inscriben también en el tratamiento del area como
magnitud y medida y el lugar que ocupan las unidades, lo que constituye una dificultad para
los profesores para instaurar practicas adecuadas al tratamiento de la superficie como

magnitud y a la construccién de vinculos entre el objeto, la magnitud y la medida.



Estas dificultades pueden ser provocadas por la falta de ensefianza en funcion de la
teoria que subyace al trabajo y en funcion del objetivo, o por una mala practica pedagdgica
que hace que nifios y jovenes adquieran algunos conceptos deformados o erréneos. Pero ¢qué
tipos de actividades apoyan una ensefianza que distinga estos tres conceptos? ¢ Cuéales son los
vinculos y las diferencias entre ellos, los problemas y los métodos de resolucion geométricos?
En efecto, las diferencias entre magnitudes, medidas y objetos no son evidentes ni en los

alumnos, ni en los profesores.

1.3 DIFICULTADES OBSERVADAS ACERCA DEL CONCEPTO MAGNITUD
VERSUS LA MEDIDA DE UNA FIGURA PLANA

Algunos aspectos del aprendizaje de los conceptos de perimetro y area constituyen
una parte importante del aprendizaje de medidas. En particular, en los programas de
matematicas del nivel basico y media, los contenidos de area constituyen una parte
importante del aprendizaje de medidas. La medida se presenta mayoritariamente de forma
algoritmica, centrdndose s6lo en el cambio de unidades; la proporcionalidad es la que soporta
los cambios de unidades. Asi, si se pide a los alumnos que conviertan 60 km/h a m/s, los
alumnos utilizaran el coeficiente de proporcionalidad 5/18 (y multiplicaran 60 por 5/18 para
obtener 50/3, podran afiadir la unidad m/s al final de sus calculos. Los cambios de unidades
se estudian en relacion con cada magnitud (longitudes, areas, volimenes, etc.) en el ambito

«magnitudes y medidas».

Segun Chevallard y Bosch, (2000) “uno de los obstaculos mas dificiles de superar en
la ensenanza es el cambio de unidades”. Efectivamente, en el proceso de ensefianza existen
varias técnicas para cambiar las unidades, pero en su mayoria eliminan las unidades del
calculo. El origen de este problema reside en la falta de técnicas disponibles para resolver las
situaciones relativas a las unidades entre los profesores y, en consecuencia, entre los alumnos
(Chevallard & Bosch 2000)

En todos los casos, parece que un tratamiento aritmético precoz, donde no se hace
hincapié a estas diferencias y la utilizacion inadecuada de las unidades, reduce y debilita la
ensefianza de la magnitud en el colegio (Pressiat, 2005). Los autores hacen hincapié en
promover el aprendizaje de este concepto mediante la diferenciacion del objeto, la magnitud

10



y la medicidn. Por una parte, sobre el acompafiamiento de magnitudes y medidas sefialan que
un “objeto puede ser soporte de varias magnitudes de diferentes especies”, y, por otra parte,
indican la importancia del paso por las magnitudes que conduce a las mediciones del objeto.
Ya que es imposible “operar directamente sobre los objetos, y el paso por las magnitudes es
necesario para poder definir las operaciones que no se pueden hacer sobre los objetos”
(Rouche, 1992, 1994; Chevallard et Bosch, 2000). Ante estas dificultades recurrentes, los
autores recomiendan suprimir la ensefianza de las férmulas en los programas de formacion,
recomendado a los profesores que insistan mas en el sentido de las nociones, utilizando mas
la funcion de la magnitud, ya que las magnitudes son las que facilitan la construccién
cognitiva de los conceptos matematicos. Sefialando que los conceptos de perimetro y area no

deben reducirse para el alumno a nimeros o formulas asociados a figuras®.

Guzman (2017) nos sefiala que por tradicion las tareas de medicion en las escuelas
chilenas tienen un lugar importante en las clases tradicionales de geometria”. El objeto
central de estudio es la formula. El trabajo que se inscribe en un célculo numérico, que se
traduce en una pérdida del sentido de la unidad de medida, la magnitud y la medicién, debido
a gue se encuentran relacionadas por la operatoria matematica. Menciona que este tipo de
tareas son de bajo nivel cognitivo ya que, no favorecen un aprendizaje constructivo, no
plantean actividades geométricas reales y no favorece el desarrollo de razonamiento
argumentativo, inferencias o deducciones (Guzman, 2017). Agrega, ademas, que se observa
una confusion entre magnitudes, férmulas y resoluciones de situaciones matematicas sin un
entendimiento acabado de lo que se solicita y su posterior ejecucién. Asi, por ejemplo, en el
hecho de justificar la utilizacion de «cm?» por la dimension del espacio de trabajo, se podria
llevar a los alumnos a confundir los conceptos del area y el perimetro, ya que para una
superficie plana representada en «dimension 2» también podemos ver su perimetro. Esta
dificultad ha sido ampliamente documentada por la investigacién (Douady & Perrin-Glorian,
1989, Huang, 2014, Moreira-Baltar, 1999, Zacharos, 2012).

Perrin-Glorian (2002) se refiere también a los problemas que tienen los profesores en

el aprendizaje de las magnitudes y medidas. Los andlisis realizados por Perrin-Glorian

! Graciela Beatriz Garcia Amadeo. (2013). La construccidn del concepto de drea a través de la resolucién de
problemas : las interacciones y el andlisis cognitivo. Huelva, Espafia: Universidad de Huelva.
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advierten las consecuencias estructurales y funcionales en el ambito de las “magnitudes y
medidas” de los programas en formacion; un cierto numero de dificultades estan vinculadas
con la identificacion demasiado pronta de las magnitudes con los nimeros, que parecen
favorecer la confusion entre diferentes magnitudes. Perrin-Glorian plantea la importancia del
desarrollo de la ensefianza del objeto de area como magnitud, de modo que le permitiria al
alumno establecer las relaciones necesarias entre los cuadros geométricos y numéricos,
ademas, de posibilitarle la identificacion rapida del &rea como un concepto independiente de
la unidad de medida escogida. Pero, desde el punto de vista del futuro profesor ¢;cual es la
dificultad subyacente? ¢Es consciente de los efectos que una futura ensefianza de este tipo
podria tener en el aprendizaje? ;O es una incomprension del concepto de la magnitud por

parte del profesor?

1.4 DIFICULTADES RELATIVAS A LAS MAGNITUDES DE AREA Y
PERIMETRO

» El areay el perimetro estan disefiados como tamafios relacionados: cuando se trata de
comparar dos figuras, muchos alumnos piensan que si el area es méas grande (o igual), el

perimetro también lo es - y viceversa

En la figura 1, la comparacion esperada de los resultados se refiere a las dos figuras A 'y B.
Para la figura, los resultados son diferentes: las parcelas tienen el mismo perimetro, pero
areas diferentes. La conclusion que se espera es, por tanto, «dos figuras que tienen el mismo
perimetro pueden tener areas diferentes». Por tanto, el objetivo es probablemente hacer tomar
conciencia de que el area y el perimetro son dos magnitudes independientes referido a tal
dificultad.

12



Marca la respuesta adecuada y explica tu eleccion:

a. b.
e El areade la parcela A es el mas grande e Elperimetro de la parcela A es el mas grande
e Lasdos parcelas tienen la misma &rea e Las dos parcelas tienen el mismo perimetro
e Lasuperficie de la parcela B es la mayor e El perimetro de la parcela A parcela B es el

mas grande

Figura 1. Comparacion de &reas

Muchos alumnos tienen dificultades para concebir el concepto de perimetro, que relacionan
al concepto de area: los alumnos consideran que el area de la parcela B es la méas grande (para
el 90% de ellos), pero el éxito a la pregunta no es mas que del 60% porque el 30% de los
alumnos no justifican su respuesta, por ejemplo, explicando que «B es tres azulejos mas que
Ax. Tal explicacion no revela una mala comprension del area. Las respuestas a la pregunta
sobre el perimetro muestran, en cambio, una relacion de las dos medidas en muchos
estudiantes: solo el 30% de ellos responden correctamente y el 45% afirman que el perimetro

de la parcela B es el més grande.

« Dificultad relacionada con el disefio de la unidad de area cm?:
el objetivo del ejercicio es utilizar un conocimiento para evaluar el perimetro o el area
cuya actividad sefiala evaluar el perimetro de una figura dibujada sobre un papel

cuadriculado y un area por diferencia.
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¢Cual es el drea de la region achurada en gris?

% cuddrado 1 cm? |

Respuesta: .....coeevuvmrerrnres cm?

Figura 2. Célculo de érea.

En la situacion de la figura 2, solamente alcanzaron un 56,2% de respuestas correctas para el

calculo del area.

Segun las respuestas (9 o 31 o 35) se puede pensar que los pequefios cuadrados
parcialmente grises (o parcialmente blancos) "cuentan” como cuadrados completos (o por el
contrario no son contados) en el calculo del &rea de la region achurada en gris (o en la region
encerrada blanca). EI alumno puede buscar el nimero de cuadrados necesarios para cubrir la
superficie considerada: como el ejercicio puede sugerir, el cm? corresponde s6lo como unidad
de un pequefio cuadrado. Para el caso del calculo del area de la figura 2, algunos alumnos
respondieron que el area solicitada es 9 al confundirse con el area de la region blanca
(posiblemente por la no comprension del problema), contando por igual los cuadrados
pequefios completos o y los parcialmente (region triangular, mitad de un cuadrado pequefio).
Asi mismo ocurre con aquellos que sefialaron 35 ser la respuesta del area solicitada contando
también por igual cuadrados pequefios completos y los parcialmente completos. Otro grupo
de alumnos, teniendo presente que la unidad de medida es el cuadrado pequefio completo,

sefialo 31 como respuesta del area sélo al contar los cuadrados pequefios completos.
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» Comparacion segun las areas («pequefio, grande» ligado a «espacio ocupado»

Sobre la conservacion del area, las investigaciones llevadas a cabo por Hart (1984), con
alumnos de secundaria entre 12 y 14 afios, reconocen que la conservacion del area, no lo
dominan mas de la cuarta parte de los alumnos. Por ejemplo, algunos alumnos sefialan
que si se reordenan las partes de una region el area cambia ya que deja de ser la figura
inicial. Ademas, Hutton (1978) en Dickson (1991) enuncia que la dificultad relacionada
con la conservacion del area y el desconocimiento de ella causa obstaculo a la
produccion de las formulas en el célculo de la medida del area, causando a la vez, que
estas formulas sean aplicadas de forma automaética, provocando que se ignoren las

relaciones entre la formay las propiedades geométricas de las figuras.

En resumen, las principales dificultades que poseen los estudiantes estarian
relacionadas con el tratamiento cuantitativo de la medida del area mediante el uso de
formulas sin tener en cuenta el enfoque cualitativo que sefiala la conceptualizacion del area,
asi, como sefialan Zacharos & Chassapis (2012) “desde un punto de vista pedagdgico, es mas
importante desarrollar primero las capacidades para distinguir conceptualmente atributos

asociados y elegir qué atributo debe medirse cada vez”
1.5 PREGUNTA DE INVESTIGACION

En conclusion, mientras que algunos de las dificultades de aprendizaje del concepto
magnitud parecen caracteristicos de la confusion en cuanto a la ensefianza — como su
utilizaciéon imprecisa en los programas establecidos por MINEDUC - otros, tales como el
caracter algoritmico de la medida y la ausencia de unidades de medidas inherentes al
contenido de la materia de area y perimetro ensefiada. Asi pues, nuestra pregunta de
investigacion tiene por objeto precisar y comprender mejor estas dificultades y, por lo tanto,
puede formularse de la siguiente manera: ;Cuales son las dificultades y los errores con que
chocan los estudiantes futuros profesores sometidos a una secuencia de situaciones aplicables

al concepto magnitud? ;,Cémo se pueden categorizar?
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1.6 OBJETIVO DE LA INVESTIGACION

El propdsito de nuestro estudio es doble: proponemos en primer lugar una
identificacion y una categorizacion de las dificultades y errores inherentes al aprendizaje del
concepto magnitud y luego, presentamos una secuencia didactica para evaluar las
producciones de estudiantes en primer afio de Pedagogia en Educacién Matematica de la

Universidad del Bio Bio.
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2. MARCO TEORICO

2.1 NOCIONES DIDACTICAS RELATIVAS A LA SECUENCIA DIDACTICA
2.1.1 Transposicion didactica del concepto de area

Y. Chevallard dice “Todo proyecto social de ensefianza y aprendizaje se constituye
dialécticamente con la identificacion y la designacion de los contenidos de saberes
como contenidos para ensefiar. [...] Un contenido de un saber el cual se constituye
como un saber a ensefiar sufre un conjunto de transformaciones adaptables que van
a volverlo apto para tomar un lugar entre los objetos de ensenianza. El “trabajo” que
hace que un objeto de saber a ensefiar se convierta en un objeto de saber de
ensefianza se llama transposicién didactica.

(Y. Chevallard, 1985).

Yves Chevallard ha definido la transposicion didactica como "el trabajo™ en que un
objeto de saber a ensefiar se convierta en un objeto de ensefianza”, pero precisa
inmediatamente que "el estudio cientifico del proceso de transposicion didactica supone tener
en cuenta la transposicién didactica en el sentido amplio representado por el esquema —
objeto de saber — objeto a ensefiar — objeto de ensefianza”. En cuanto a la nocion de area
de superficie plana, nos centramos en la Gltima época, aunque para iluminar la secuencia
didactica de nuestra investigacion, el andlisis se refiere principalmente a un periodo

relativamente reciente (desde 1960).

La medicion de las superficies es un problema que en la practica se ha planteado al
hombre de todos los tiempos; en el plano tedrico, es también un problema muy antiguo (por
ejemplo, los trabajos de Arquimedes sobre el area del segmento de parabola que se estudia
en el curso de calculo). Los objetos de conocimiento a este respecto han evolucionado con el
tiempo, sobre todo en un periodo relativamente reciente con la aparicion de la teoria de la
medida desde Jordan, Riemann, Banach, Lebesgue... (Perrin-Glorian, 2016). Con la nocion
de area, nos encontramos en el que el objeto a ensefiar existio incluso antes de que el objeto

de saber fuera bien reconocido e identificado: se admitia implicitamente la existencia de una
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medida y el problema era calcular las medidas de superficies dadas. La cuestion de la
existencia de una medida y de su conjunto de definiciones sélo se ha planteado y resuelto
recientemente (Hausdorff, 1914; Banach, 1923; 1924)2. Por otra parte, no podia serlo hasta

que se dispusiera de una buena definicion de los numeros reales, es decir, antes de Dedekind.

Solo a partir de 1980 aparece en los programas de la escuela primaria un nuevo objeto
de ensefianza: la magnitud que debe medirse por el término "area", considerada invariante de
una clase de superficies. Se distingue el &rea a la vez de la superficie y del numero que la
mide. Hemos encontrado que este objeto de ensefianza no existe realmente en el
conocimiento matematico donde, por la eleccion de una superficie unitaria, se establece una
correspondencia entre superficies y numeros: el invariante de las superficies de una misma
clase es el nimero. Este objeto de ensefianza se basa mas bien en las tradiciones de la
ensefianza de la fisica (MECESUP; 2016). El vocabulario utilizado en la ensefianza plantea,
pues, un problema. En el lenguaje cotidiano, se dispone de dos términos mas o menos

equivalentes: superficie y area. Asi, el Petit Larousse (edicion 1998) define

» Superficie
1° en lo cotidiano; parte externa de un cuerpo que lo limita en todas las direcciones;
cara visible - area, superficie...
2° en geometria; figura geométrica bidimensional del espacio que puede considerarse...
3° enlo fisico; limite entre dos entornos diferentes.
4° en didactica; superficie de un cuerpo considerada sobre todo en su extension y en su
caracter exterior - nimero que caracteriza la extension de una superficie.
+ Area
1° toda superficie plana ... espacio plano donde anidan las aves rapaces...
2° en geometria; porcion limitada de la superficie, nimero que la mide.

3° region mas o menos extensa ocupada por algunos seres, lugar de ciertas actividades.

Por primera vez, se utiliza el término de magnitud con el sentido que tiene en fisica y
se introduce una distincion entre magnitudes mensurables y magnitudes detectables. Al
objetivo de utilizar los instrumentos de medicion, MECESUP (1980), afiadi6 la construccion

del concepto de medida, afiadiendo ahora (MECESUP; 2016) la construccion del concepto

2 Citado por Perrin «Petit X» n°4 pp.5 a 36, 1989-1990
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de magnitud para cada una de las magnitudes previstas en el programa. Anteriormente se
suponia que la magnitud que habia que medir era preexistente, pero no se preveia

explicitamente su construccion.

Ahora bien, la medida permite identificar todas las magnitudes (incluidas las
longitudes y areas) a R*. Esto es valioso desde el punto de vista de la modelizacion
matematica. Sin embargo, una identificacion demasiado temprana parece favorecer la
amalgama de las diferentes magnitudes, mientras que el objetivo a nivel de ensefianza basica

0 media es mas bien diferenciarlas.
2.1.2 Elecciones didacticas para la secuencia didactica

Nuestra hipdtesis nos conduce a elegir problemas en los que las magnitudes
(longitudes, areas) se separan por una parte de los objetos (segmentos, superficies), por otra
parte, de los nimeros, problemas en los que juegan de manera significativa las diferencias
entre perimetro y area, para abordar la medicion en funcion de una unidad elegida y las

relaciones entre las mediciones de estas magnitudes.
Esto nos llevan a distinguir tres elementos importantes en la construccion de la secuencia:

a) construir el concepto de area como magnitud autbnoma comparando directamente

superficies por inclusion, o indirectamente por recoleccion, y luego asignando a una
superficie medidas por pavimentacion con la ayuda de papel cuadriculado. Esto nos lleva
a explorar posibles ambigiiedades sobre la confusion del &rea de la forma diferenciando
area y superficie (dos superficies de formas diferentes pueden tener areas iguales) y a
saber si distinguen el area del nimero (a una misma superficie pueden corresponder
nameros diferentes segun la unidad elegida, pero el area, ella, no cambia).

b) extender la aplicacion de la medida a superficies no paviméntales con la unidad del papel

cuadriculado a la vez utilizando un razonamiento del tipo geométrico en relacion con el
area del triangulo a través de propiedades: por ejemplo, igual base y altura para los dos
triangulos, o bien, en la utilizacion de superficies intermedias si los paralelogramos
tienen un lado de la misma longitud, las superficies estan en el mismo orden que las
alturas correspondientes, una mediana comparte un triangulo en dos triangulos de la

misma area. Dichos procedimientos no son de la misma naturaleza que los
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procedimientos numeéricos de calculo del area, requieren el dominio del aspecto
multidimensional de la medida de las areas mientras que el calculo requiere solamente
la aplicacién de una formula y el reconocimiento de los elementos pertinentes del objeto
geomeétrico.

c) sefalar las diferencias y establecer relaciones entre areas y longitudes: por variaciones

respectivas durante diversas transformaciones, por ejemplo, calcular el perimetro y el
area una figura poligonal compleja sobre un papel cuadriculado si los paralelogramos
tienen un lado de la misma longitud, las superficies estan en la misma disposicion que

las alturas correspondientes, ...

Ademas, optamos por hacer hincapié en los juegos de cuadros de superficies -
nameros para hacer medir el conocimiento de los estudiantes sobre el concepto de érea,

sobre la medida, sobre los nUmeros.
2.1.3 Cambios de cuadros

El hecho de pasar de un cuadro de resolucion a otro constituye sin ninguna duda una
etapa necesaria en la adquisicion de una nocion. R. Douady ha estudiado este aspecto del
aprendizaje, a este respecto dice:

Un cuadro esta constituido por objetos de una rama de la matematica, por relaciones
entre los objetos, por sus formulaciones eventualmente diversas y por imagenes
mentales asociadas a estos objetos y a estas relaciones. [...] EI cambio de cuadro es
un medio de obtener formulaciones diferentes de un problema que, sin ser
necesariamente equivalentes, permiten un nuevo acceso a las dificultades
encontradas y la puesta en marcha de herramientas y técnicas que se imponian en la

primera formulacion. (R. Douady,1983)°.

» El conteo de los cuadrados sobre el papel cuadriculado, la unidad (o varios ejemplares de

la unidad yuxtapuestos) permite extender la aplicacion medida entre superficies y

3 DOUADY, R. (1983). Rapport enseignement-apprentissage: Dialectique, outil-objet, jeux de cadres. Cahiers
de didactique des mathématiques. N2 3, IREM, Université Paris VII. Paris.
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numeros. En el juego de marcos superficies-areas-numeros se recoge asi la informacion
de las dificultades sobre los términos empleados.

La extension del campo de las superficies que se sabe comparar areas de dos tridngulos

permite prever al menos dos tipos de dificultades; 1. bloqueo, duda en el trabajo de
manipulacion, por la ausencia de conocimientos suficientemente seguros. 2. recurso
sistematico a la medicion de los anchos y célculo sin analisis de la figura.

La sefializacion de las diferencias y establecer relaciones entre areas y longitudes sirve

para detectar un posible teorema del alumno muy persistente

“Un teorema del alumno es un teorema juzgado verdadero por el alumno y utilizado
en una accion. Este teorema permite la toma de decisiones y es mas o menos implicito.
Tiene su propio campo de validez, pero produce resultados falsos fuera de este campo

de validez” (Brousseau, 1998).

En todo el trabajo sobre las areas, el cambio de cuadros superficies-areas-nimeros
continta y permite desarrollar los conocimientos sobre la medicién manteniendo al mismo
tiempo un control geométrico, en particular, en la elaboracion de las formulas de célculo de
area de las superficies habituales, entre otros. Para tratar estos problemas se recurre, a través
de diversos cortes de superficies, a la pavimentacién, junto con la adicién y multiplicacion
de nameros, a la interaccion entre el marco geométrico y el marco numérico, el area que es

el invariante permite conectar los dos cuadros.
2.1.4 Las concepciones de los estudiantes, las dificultades.

La secuencia didactica interacta en general con los marcos geométricos y numéricos. Los
estudiantes pueden encontrarse con dificultades especificas de cada uno de estos cuadros,
ademas de las dificultades de la medida, ya que las tareas que hemos caracterizado contienen

subtareas geomeétricas o analdgicas.

Nos limitaremos a lo que es especifico de la medida: division de las superficies en
partes disociadas, pavimentacion, reconocimiento de los elementos geométricos relevantes
para utilizar las formulas. Nos situamos en un plano cercano a las matematicas mismas,
tratando de identificar las concepciones que los estudiantes ponen en préactica para tratar los

problemas del area y sefialar puntos clave en el aprendizaje de sus futuros alumnos. Como
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hemos analizado en la parte tedrica y como se desprende de las elecciones didacticas de las
situaciones relativas a la medicién de las areas, los alumnos pueden disponer de
procedimientos relativos al marco numeérico o al marco geométrico, la dificultad reside en

las interrelaciones entre los dos marcos.
R. Douady (1989), identifica dos concepciones del &rea,

e una esta vinculada al marco digital -el area es un nimero que se calcula-

e |o otro esté relacionado con el marco geomeétrico -es un invariante de una familia de
superficies.
Las dificultades de los alumnos pueden analizarse a partir de la dificultad de articular

estas dos concepciones.

En el disefio de la secuencia didactica el riesgo consiste en no distinguir las diferentes
magnitudes en juego, confundir las unidades y extender el uso de las formulas a casos en los
que no son validas (por ejemplo, hacer el producto de las longitudes de los lados para calcular
el &rea del paralelogramo). En el plano geométrico, el riesgo consiste en ser sensible a la
forma de las superficies y a los diferentes indices perceptivos (por ejemplo, dificilmente se
concebira la posibilidad de evaluar el area de un triangulo en cm?) y también de amalgamar
las diferentes caracteristicas de la superficie, lo que lleva, por ejemplo, a pensar que el area
y perimetro varian necesariamente en el mismo sentido porque es verdad en el caso de las

ampliaciones o reducciones.
2.2 NOCIONES TEORICAS RELATIVAS A LA MEDICION
2.2.1 Los objetos en juego, los cuadros en juego.

En un problema de medicion, a priori hay al menos tres tipos de objetos en juego,
referidos a tres cuadros o areas de actividad diferentes: un objeto material que remite a la
realidad fisica (por ejemplo, un cubo de madera) una magnitud fisica 0 geométrica que se
refiera a la fisica 0 a las matematicas (por ejemplo, la masa de este cubo o su volumen o la
longitud de su arista) y un nimero que refleje la medida de la magnitud considerada una vez

que se haya elegido una unidad.
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Hay que sefialar que en el caso de las magnitudes geométricas (longitudes, areas,
volimenes), hay que distinguir el objeto geométrico, como parte del espacio R® (con
isometria cercana o0 no segun el caso), distinto del objeto material y de la magnitud. Como
aqui nos interesan las magnitudes geométricas, consideraremos los objetos geomeétricos, es
decir, desatendemos, la relacion entre el objeto material y el objeto geométrico que lo
modeliza. Por lo tanto, en la mayoria de los casos identificaremos el objeto geométrico y el

material o su representacion en una hoja de papel, lo que da el siguiente esquema:

{) ————» Rt C - s p—
© A R O objetos geométricos o materiales

\ / L; |l’aglli11I(105
Ha

nimeros reales positivos
G

Una umdad ha sido elegida.
Esta representada por el objeto geométrico A y la magintud correspondiente.

Figura 3. Representacion objetos geométricos y materiales. (Marie-Jeanne Perrin-Glorian; 2016)

2.2.2 Concepto de magnitud, ejemplo de las areas.

La utilidad de la medida es traducir en niamero los problemas sobre objetos materiales
(comparacion, reunion ...). La magnitud permite decir desde qué punto de vista se considera

el objeto: longitud del borde, area lateral, volumen, masa.

Pero, como dice Lebesgue (1931-1935, reed.1975, p.56), en matematicas se puede prescindir

de la nocién de magnitud:

"el uso de la palabra medida en la denominacion "medida de las areas" tiene el
mismo significado que para la "medida de las longitudes": recuerda que uno debe
haber elegido una unidad para hablar del area o de la longitud, que son numeros.
Son estos numeros los que, por si solos, sirven en matematicas; cada uno tiene la
libertad de sobreafiadir a estas nociones matematicas nociones metafisicas, pero

éstas no deben intervenir en la ensefianza".

Sin embargo, a raiz de las investigaciones sobre la ensefianza de las areas (Douady y

Perrin-Glorian, 1989), a las autoras les parece que la identificacién desde el principio del
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aprendizaje de la magnitud y del namero lleva a confusiones entre los alumnos, como lo
hemos informado en el punto 1.2 de este documento, por eso las distinciones entre estos tres
polos (Perrin-Glorian, 2016) parecen esenciales en la ensefianza basica y secundaria, no para
que se pida al alumno que los distinga sino para que el profesor esté bien claro sobre estas
distinciones y sea siempre consciente del nivel en el que se sitla, para analizar correctamente

su ensefianza y las dificultades que pueden encontrar los alumnos.

El problema de la eleccion de una unidad se plantea en dos niveles para las

magnitudes geométricas. Se coloca de manera directa como para todas las magnitudes:

e medir una superficie con cualquier superficie unidad, arrastrandola o cortandola, es

lo que denominaremos el aspecto unidimensional de la medicion de las superficies.

Pero se plantea de otro modo cuando se elige una unidad de area definida a partir de
una unidad de longitud:
e las mediciones de &reas se deduciran de las mediciones de longitudes mediante un
calculo y el establecimiento de formulas, esto es lo que Ilamaremos el aspecto
bidimensional de la medida de las areas.

Queda por ver como se puede definir una magnitud y si se puede dar un fundamento
matematico a esta nocion. Rouche (1994) define la magnitud como una clase de equivalencia
de objetos. Sin embargo, segln el caso, esta relacion de equivalencia puede definirse 0 no

directamente sobre los objetos.

e En el caso de los segmentos se trata en detalle: en este caso se dispone de un
instrumento que permite trasladar las longitudes, el compés; ademas, dos segmentos
de la misma longitud son superpuestos.

e El caso de las areas es un poco diferente y por eso es interesante: no disponemos de
instrumentos que permitan comparar directamente las areas; si se quiere definir la
magnitud no limitandose a los poligonos, uno esta obligado a pasar por la medida o
por otra magnitud, para la cual, la comparacion directa es posible (por ejemplo, masa
o0 volumen de pintura) realizando un objeto material que cumpla ciertas condiciones

(material homogéneo en un caso, bien liso y no poroso en el otro).
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Para dar un fundamento matematico al concepto de magnitud, en ausencia de un
medio de comparacion directa, siempre se puede pasar por la medida definida en los objetos
(Perrin-Glorian, 2016). Por lo tanto, dificilmente se puede definir la magnitud de la superficie
sin pasar por la medida definida sobre los objetos geomeétricos: el area de una superficie sera
la clase de equivalencia de esa superficie para la relacion "tener la misma medida”. Sin
embargo, se puede dar sentido a la expresion "dos superficies tienen incluso area", sin pasar
por la medicion en contextos, aunque limitados, pero suficientemente significativos, como el

corte y la recoleccién sin solapamiento.
2.2.3 Definiciones de la medida de areas

En la ensefianza, a partir de la eleccion de una unidad se admite la existencia de una
funcién que, a una superficie no muy exceéntrica, asocia su medida y se limita a encontrar los
medios para calcular sus valores a partir de ciertas medidas de longitud. De hecho, no es
necesario suponer la existencia y se puede definir la funcion de medida al mismo tiempo que
el conjunto de superficies en las que se define. Perrin-Glorian (2013) esboza las lineas
generales de dos exposiciones, la de Lebesgue (1931; 1975), porque es la mas econémica en
el plano tedrico y la de Hadamard (1900), porque se acerca al enfoque que se adopta, en

general, en la ensefianza elemental.

En ambos casos, puede decirse, en términos modernos, que se trata de definir una
funcion p definida en una parte § de RR?, u:S — R* que verifica las siguientes

propiedades:

- pespositiva: (VS € §)(u(S) = 0)
- ues aditiva: (VS; € S)(VS, €8)(S; NSy, =0 = u(S; US,) = u(Sy) + u(S,))
- ues invariante por isometria: para toda isometria f de R? se tiene (VS € 8)(u(f(S)) =

u(S)).

Una tal medida se denomina medida aditiva o ampliada. Obsérvese que no se pide la
aditividad para un conjunto numerable de superficies: esta solicitud podria dar otra familia
de superficies, las superficies Lebesgue-integrables. Se puede mostrar que las condiciones
anteriores implican que si se elige un cuadrado C, que llamaremos cuadrado unidad, para el

cual se fija u(C) = 1, u queda determinada de manera Gnica en un determinado conjunto de
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superficies (partes de R?) que contiene a los poligonos, esta contenida en el conjunto de partes

acotadas y que se llaman conjunto de superficies cuadrables.
a) Exposicion de Lebesgue

Para definir el area que identifica con su medida, Lebesgue considera una cuadricula
de malla cuadrada (fija) Qo y refinamientos Qi de esta cuadricula obtenidos cortando los lados
de los cuadrados de Qo en 10 (por ejemplo) cada vez. Si D es una parte del plano,
consideramos el nimero n; de cuadrados de la cuadricula Qi que estan contenidos en D y el

numero N; de cuadrados de la cuadricula que se encuentran con D. si MM, 0, se dice que

00!

= lim

1001 i—»oo 100‘

D es cuadrable y se define F(D) = hm

Figura 4. Definicion de area Lebesgue. (Marie-Jeanne Perrin-Glorian; 2016)

No es facil ver que el area asi definida satisface las propiedades de mas arriba, en
particular la invariancia por isometria e incluso el hecho que los poligonos son cuadrables.
En este contexto de comprobacién, Lebesgue primero trata el caso de los poligonos basando
en dos hechos cruciales: que un segmento tiene area cero y la invariancia del area de un

poligono por simetria ortogonal (Perrin-Glorian, 2016).

b) Exposicion de Hadamard

El método que propone Hadamard en su curso de geometria elemental (1898) consiste
en tratar, en primer lugar, el caso de los poligonos utilizando la aditividad y utilizar los
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encuadramientos solo en el caso de superficies mas complejas. En su primera edicion, admite
la existencia del area y se conforma con dar los medios para calcularla, pero en las siguientes
ediciones afiade la nota D donde demuestra que es inutil suponer la existencia del &rea: se

puede demostrarla.

Hay que sefalar en primer lugar que Hadamard define el area como una magnitud y
que distingue la magnitud de su medida que es un nimero. Enuncia sus resultados en
términos de magnitudes, sefialando que todo esto solo tiene sentido de acuerdo con la
convencion formulada al principio (n°18, 106)*. Por ejemplo, decir que "el area de un
rectangulo es el producto de sus dimensiones" significa que "el nimero que mide el area de
un rectangulo es igual al producto de los nimeros que miden respectivamente su base y su
altura". Esto equivale a decir que trata de definir el area como una "magnitud cuantificada™
(Janvier, 1996)° tomando como unidad el area del cuadrado que tiene por lado la unidad de
longitud o que s6lo se puede definir la magnitud pasando por la medicion. Ese es exactamente
el punto de vista que se adopta en el parrafo anterior. Primero establece que el area de un
rectangulo es igual al producto de las dos dimensiones. De ello, deduce el area de un
paralelogramo cortando y pegando, luego la del tridngulo (medio paralelogramo) y de un

poligono cortando en triangulos, en especial los casos del trapecio y el poligono regular.

Para la definicién de la nota D, Hadamard muestra en primer lugar que, para cualquier
triangulo, el producto de un lado por la altura correspondiente es el mismo para los tres lados
(utilizando triangulos similares). Llama area del triangulo este producto multiplicado por un
factor fijo k. Esta definicion asegura la invariancia por isometria. Para definir el area de un
poligono a partir de una descomposicion en triangulos, el problema es demostrar que el
resultado no depende de la descomposicion. Para ello, Hadamard procede muy habilmente
mostrando la equivalencia de dos definiciones del area. Dandose un punto cualquiera O del
plano del triangulo ABC, considera los tres tridngulos ABO, ACO, BCO. Cada uno de estos
triangulos se denominara aditivo si O esta en el mismo lado que ABC respecto a la base
comun, en caso contrario se considerara sustractivo. A continuacion, examinando todos los

casos posibles, muestra la siguiente propiedad para un triangulo ABC y un punto cualquiera

* HADAMARD J. (1928) Lecons de géométrie élémentaire | géométrie plane. Armand Colin, Paris. Citado por
Perrin-Glorian, 2016.
5 Citado por Perrin-Glorian, 2016.
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O de su plano: la diferencia S entre la suma de las areas de los tridngulos aditivos y la suma
de las areas de los triangulos sustractivos (si existe) de vértice O es igual al area del
triangulo ABC.

Luego extiende esta propiedad a los poligonos por recurrencia sobre el nimero de
triangulos que particionan al poligono: “Sea un poligono que se descompone en un niimero
de n de triangulos, y un punto cualquiera O del plano que se une a todos los vertices del
poligono. La diferencia S entre la suma de las areas de los triangulos aditivos y la suma de
las areas de los triangulos sustractivos de vértice O es igual a la suma de las areas de los n

triangulos en los que se descompuso el poligono”

Esta propiedad no depende de la eleccion del punto O ni de la descomposicion en
triangulos y, por lo tanto, define el area del poligono como el valor comuin de Sy de ~. Luego
extiende esta definicion de area a superficies no poligonales recurriendo a los

encuadramientos con poligonos y a la nocién de limite como lo hace Lebesgue.

28



3. METODOLOGIA

3.1 CONTEXTO Y SUJETO

El contexto del estudio se enmarca en un grupo de futuros profesores, estudiantes de
primer afio de la carrera de Pedagogia en Educacion Matematica de la Universidad del Bio-
Bio de la comuna de Chillan, la intervencion se realiz6 a un grupo de 31 estudiantes durante
una clase de la asignatura Geometria Plana (240142) dirigida por el profesor Jorge Torres,
quien facilito un blogue de clases (90 min) correspondiente a las horas préacticas de la

asignatura a cargo de la profesora Isabel Sandoval, quien participo como observadora.

La actividad fue desarrollada de manera individual por los estudiantes, para asi
obtener las concepciones de cada individuo sin intervencién ni validacion de algun par. La
actividad consto de tres items con preguntas del tipo de comparacion de areas donde los
estudiantes deben determinar la relacién que existe entre las areas de las superficies
presentadas. Esta actividad fue guiada por las tres personas a cargo de la investigacion
quienes no pudieron responder dudas con respecto a los conceptos implicados, con la
intencion de obtener la mayor cantidad de caracteristicas, errores y dificultades, para asi
contrastar, aquellas que permitan que los estudiantes se acerquen principalmente al concepto

de magnitud disociada de los calculos numéricos.

Una vez presentada la tarea a los estudiantes, éstos comenzaron a conjeturar sobre
cémo poder realizar la comparacion y obtener la alternativa correcta. De esta forma, tuvieron
que buscar una estrategia que facilite el calculo de la medida del area, presentandose la

posibilidad de manipular la superficie de la tarea planteada.

Esta sesién promovid la capacidad de argumentacion para justificar sus ideas, por lo

gue se espero una participacion activa por parte del grupo curso.

Ademas, en la tarea, se esper0 que los estudiantes utilicen el embaldosado,
propiedades geometricas, y establezcan una unidad de medida no estandarizada y asi eviten

recurrir al calculo algebraico a través de la utilizacion de la formula.
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La organizacion de la situacion didactica fue de la siguiente manera:

CRONOGRAMA SITUACION DIDACTICA ‘

Tiempo Actividad Desarrollo

10 min. Presentacion Se da a conocer el objetivo de la actividad y el propdsito de
la investigacion, leyendo las instrucciones para todo el curso

y el consentimiento para la participacion.

5 min. Resolucion Se resuelven dudas solo sobre los enunciados para no
de dudas intervenir en los conceptos empleados para verificar que las

instrucciones se hayan entendido.

5 min. Firma Los estudiantes que desean participar en la investigacion leen
Consentimiento | nuevamente el consentimiento y lo firman para
posteriormente comenzar el desarrollo de las situaciones

problemas presentadas.

40 min. Desarrollo Los estudiantes desarrollaron la actividad sin presentar dudas

el respecto

Tabla 1. Cronograma Situacion Didactica.
3.2 ANALISIS DE LA SITUACION DIDACTICA
3.2.1 Descripcion de la secuencia didactica

El objetivo de la situacién didactica fue identificar los posibles errores y dificultades
que los estudiantes tienen en el tratamiento del area como una magnitud. Esta secuencia
consto de tres items de los cuales los primeros dos se enmarcan segun Perrin (1989) en las
Situaciones estaticas de comparacion en la que se trata de comparar varias areas dadas. Con
datos que pueden ser objetos geométricos o cantidades cuantificadas o no, la respuesta
esperada es una comparacion. Segun los datos, son posibles varios procedimientos, una es la
comparacion directa mediante inclusion, el procedimiento mas béasico, pero no siempre es
posible llegar a la conclusién, y la equidescomposicidn que consiste en cortar cada superficie

en partes isométricas, el otro proceso es digital es decir utilizando la comparacion de numero.

El tercer item fue una tarea de tipo de comparacion dinamicos: Se trata de ver como

el area varia cuando algunos elementos de la geometria varian, por lo general en el caso de
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areas comunes, sino también el efecto de las transformaciones geométricas en el area, la
relacion entre el area y el perimetro. su objetivo es dominar el aspecto multidimensional de
las variables involucradas (longitudes, areas, volimenes), asi como a la articulacion de los
diferentes tamafios de los estudiantes: disociacion, sino también el establecimiento de
relaciones entre ellos; que pueden variar de manera diferente sin ser totalmente
independiente. Los estudiantes pueden implicar el punto de vista dinamico, incluso cuando

la cuestion es una comparacion estatica de dos areas.

Ademas, los tres items estan estrechamente ligados a Situaciones de medicion donde
se trata de producir un nimero a partir de los datos de un objeto geométrico, esta tarea puede
decidirla el alumno mismo para responder, por ejemplo, a un problema de comparacion.
Encontramos aqui los aspectos unidimensionales o multidimensionales de la medicion segun
si la unidad suministrada es un area representado por un objeto geomeétrico (por ejemplo, un
cuadrado pequefio) o si es una unidad derivada de las unidades de longitud. Entre los
procedimientos, encontramos los ya mencionados para la comparacién: medicion directa por
transferencia de la unidad, division de la superficie o el volumen en elementos disjuntos

(aditividad), recurso a las férmulas.
3.2.2 Andlisis a priori de la secuencia didactica

Actividad matematica 1

Consigna

1. Para cada situacion, sefialar el nimero de la respuesta correcta :

1. el area de la superficie rayada A es mas grande que la de B.
2. el area de la superficie rayada A es igual que la de B.
3. el area de la superficie rayada A es mas pequefia que la de B.

a) Objetivo

Identificar los conocimientos y representaciones iniciales que utilicen los estudiantes para
los procedimientos de medida de area de poligonos; de modo que permita eliminar posibles

ambiguedades sobre los términos empleados.
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b) Posibles estrategias de resolucion

A continuacién, se presentan algunas de las posibles estrategias de resolucion de los

estudiantes, para cada una de las a), b) y ¢) de la actividad 1.

Pregunta 1. a)

\\

Figura 5. Pregunta 1.a. Situacion Didactica
Respuesta 1:

Una posible resolucion de los estudiantes es la aplicacion de las expresiones algebraicas
(férmulas) que permiten calcular numéricamente el area de A (region rectangular achurada)
y de B (regidn triangular achurada). Para esto, fijan como unidad de medida igual al lado del
cuadrado pequefio de la cuadricula (todo indica que los cuadrados pequefios jugaran un rol
central en las mediciones). Si denotamos esta longitud por k, entonces mediante formulas:

Area de la superficie A es: 4k - 2k = 8 k? j—y Unidad de

X medida
4k-4k § E é
2

= 8 k? :

Area de la superficie B es:

Figura 6. Utilizacion de unidad de medida “k”
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Este desarrollo, obedece a un pensamiento numérico por medicion de las superficies Ay B,
para responder que la relacion entre las superficies A y B, es que “ A y B tienen la misma

area”.
Respuesta 2:

Otro posible desarrollo de los estudiantes es que por yuxtaposicion de una superficie comun
se obtiene la superficie A y B. Para ello eligen como superficie comin la del cuadrado
pequefio de la cuadricula, la cual denotamos por u. En base a esta unidad se obtiene que, por
yuxtaposicion, la superficie A ocupa 8 de estas unidades y por su parte la superficie B utiliza
6 de estas unidades y 4 mitades de esta unidad ocupando asi un total de 8 unidades. En
consecuencia, A y B tienen la misma superficie y por consiguiente poseen la misma area.

Luego la respuesta correcta es 2.

A B

NN

Figura 7. Utilizacion de superficie comln “cuadrado pequefio de la cuadricula”

Respuesta 3:

Teniendo como referencia coman la superficie del cuadrado mayor, los estudiantes podrian
utilizar dos simetrias. La primera, considerando como eje de simetria la mediana horizontal
del cuadrado mayor, donde se obtiene que A ocupa la mitad de la superficie del cuadrado de
referencia. La segunda, tomando como eje de simetria la diagonal secundaria del cuadrado
mayor, lo cual permite deducir que B es la mitad de la superficie del cuadrado de referencia.
De acuerdo a lo anterior, como ambas superficies A y B ocupan la mitad de una superficie
comun (cuadrado de referencia mayor), se concluye que A y B representan la misma

superficie y por consiguiente poseen la misma area.
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simetria de eje la
| mediana horizontal

NN

B B

simetria de eje
la diagonal
- @

/

Figura 8. Utilizacion de ejes de simetria para comparacion de areas.

Respuesta 4:

Otra posible respuesta de los estudiantes es por medio de “la accion de plegar”. Esto es, que
para ambas superficies A y B consideren en comun el cuadrado mayor, que por pliegue
(doblez) a lo largo de la mediana horizontal se obtiene la superficie A, y del mismo modo por
pliegue a lo largo de la diagonal, se obtiene la superficie B. Luego, a partir de esto concluir
que A y B ocupan la mitad de la superficie del cuadrado mayor, por consiguiente, poseen la

misma area.
Respuesta 5:

Mediante visualizacion los estudiantes pueden sefialar que ambas superficies poseen areas
iguales ya que representan la mitad del area del cuadrado mayor. Esta estrategia realiza la

comparacion de las areas de A y B por medio de la medicién de las respectivas areas.
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Pregunta 1. b)

Figura 9. Pregunta 1.b. Situacion Didactica.
Respuesta 1:

El &rea de la superficie B se obtiene por calculo directo (region rectangular), fijando como
unidad de medida basal el lado del cuadrado pequefio de la cuadricula, esto es 2-6 = 12,.
Para el &rea de A, observaran que la superficie A es la unién de tres superficies iguales, la de
un cuadrado de area 2 - 2 = 4. Luego el areade Aes 4 + 4 + 4 = 12. Como en ambos casos
la unidad comun es la longitud del lado del cuadrado pequefio de la cuadricula, entonces

ambas superficies poseen la misma area.

A B

2 2

Figura 10. Calculo directo de area, fijando longitudes como unidad de medida.

Respuesta 2:

Otra posible respuesta de los estudiantes es por medio de congruencia. Para ellos, lo
inmediato es que B es una region rectangular cuyas dimensiones son visibles desde la figura.
Para la superficie A, se observa que esta forma por tres cuadrados, dos de ellos (los de arriba)
desplazados respecto del tercero (de abajo). Los estudiantes pueden utilizar la transformacion
geométrica de traslacién; a saber, aquella de vector director horizontal hacia la izquierda y

de longitud 2 (considerando como unidad unitaria la longitud del lado del cuadrado pequefio
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de la cuadricula). Aplicando esta traslacion dos veces al primer cuadrado (superior) y una
vez al cuadrado central, el resultado es una region rectangular que es completamente
congruente con B. Como el area permanece invariante respecto de la traslacion, se deduce

entonces que el area de A es la misma que la de B.

A B

unidad de
k~ medidad

€~ |u|=2

[

1]

Figura 11. Calculo de area por medio de congruencia.
Respuesta 3:

Es posible que los estudiantes visualicen que la superficie B es la yuxtaposicion de cada
cuadrado de la superficie A, que son tres. Luego concluir, que ambas superficies poseen la

misma area.
Respuesta 4:

Para ambas superficies proceder a realizar pliegues del cuadrado de referencia mayor; 2
pliegues simétricos verticales que dividen la figura en tres partes iguales y luego 2 pliegues
simétricos horizontales (o primero los horizontales y luego los verticales) que dividen
finalmente la figura en partes iguales. Asi obtenemos una superficie cuadrada que es la
novena parte de la superficie del cuadrado mayor. En base a esta superficie cuadrada obtenida
por los pliegues, se deduce que ambas superficies A y B son iguales a tres de estos cuadrados.

Por lo tanto, ambas superficies A y B poseen la misma area.

A B

Pliegues
verticales

Pliegues
horizontal

Figura 12. Comparacion de areas a través de pliegues verticales y horizontales.
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Respuesta 5:

Mediante la observacion los estudiantes pueden sefialar que ambas areas son iguales ya que

representan un tercio del cuadrado mayor.

Pregunta 1. c)

A: superficie achurada
B: superficie punteada

Figura 13. Pregunta 1.c. Situacion Didactica
Respuesta 1:

Una estrategia es observar que la superficie A es el complemento de B en el cuadrado de
referencia mayor. Luego, para calcular el area de las superficies involucradas utilizaremos
como unidad unitaria comdn, la longitud del lado del cuadrado pequefio de la cuadricula que

denotaremos por k. Entonces el area de la superficie de cuadrado de referencia mayor es
6k - 6k = 36k2.

Por otra parte, el area de la superficie B corresponde al area de un rombo cuya longitud de

sus diagonales es igual a 6k, de donde el area de B es:

. 6k -6k 36
Area de superfice B: = 7k2 = 18k?
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unidad de
Ik_'i medida

k

Figura 14. Comparacion de areas por complemento y utilizacion de féormulas.

Por complemento obtenemos el area de la superficie de 4

Area cuadrado mayor — Area de B = 36k? — 18k? = 18k?

Por lo tanto, las superficies A y B poseen la misma &rea.

Respuesta 2:

Por un pliegue a lo largo de la mediana vertical u horizontal del cuadrado de referencia

mayor, se obtiene la figura (para pliegue a lo largo de la mediana vertical):

Figura 15. Utilizacion de pliegue vertical.

pliegue vertical R §

El rectangulo de referencia mayor que se ha obtenido por este pliegue tiene dimensiones 3k

y 6k (siendo k la longitud del lado del cuadrado pequefio de la cuadricula). Luego su éarea es
3k - 6k = 18k2.

Por otro el area del triangulo inscrito (region punteada) en este rectangulo, de base 6k y altura
3k, es

3k-6k_18k2_9k2
2 2

Por complemento, la diferencia entre ambas areas, la del rectangulo de referencia y la del
triangulo inscrito es
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18k? — 9k? = 9k?

Por la accion de plegar, estas dos areas corresponden a la mitad del area de la superficie B y

A respectivamente, luego tanto A como B poseen la misma area.

También es posible, que algunos estudiantes utilicen el mismo razonamiento y estrategia,
pero en lugar de utilizar la accion de plegar utilicen la simetria de eje cualquiera de las
medianas del cuadrado de referencia mayor. Como las simetrias dejan invariante el area,
entonces el area de A y B es el doble de las areas de las regiones obtenidas por aplicacion de

esta simetria.
Respuesta 3:

otra posible resolucién, similar a la anterior, es aplicar dos pliegues, vertical y luego
horizontal (u horizontal y luego vertical) a lo largo de las respectivas medianas, resultado una

figura

-’ T [———

|
. —
4 pbegue vertical -
L N B BT w0 (Y R ED

pliegue horizontal

1

4

I 11

Figura 16. Utilizacion de pliegue vertical y horizontal.

El resultado de estos dos pliegues, es una figura de un cuadrado de referencia mayor que
contiene dos triangulos inscritos simétrico respecto de la diagonal, luego de igual area. El

area de este triangulo rectangulo es:

Luego por efecto del doble pliegues, el area de las superficies A y B es el cuadruple del area

del triangulo rectangulo anterior:
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433k 4 ke _ g
2 20

Luego ambas superficies poseen la misma area.
Respuesta 4:

Otra posible respuesta de los estudiantes es mediante la particién simétrica de las regiones
expresadas en una superficie mas simple. Las diagonales del rombo (superficie B)
particionan la superficie B en cuatro triangulos rectangulos congruentes entre si y
congruentes a cada triangulo rectangulo achurado que son parte de la superficie A. Llamemos
a este triangulo rectdngulo como tridngulo unidad. Luego como este triangulo es la cuarta
parte, en superficie, tanto de A como de B, se tiene entonces que el &rea de ambas superficies
es igual a:

3k - 3k
2

) , 9
4 - (Area tridngulo unidad) = 4 - =4- Ekz = 18k?

Esta estrategia utiliza la descomposicion o particion de figuras complejas en figuras mas

simples.

Actividad matematica 2

Consigna

2. Enlafigura de mas abajo, las rectas (CD) y (AB) son paralelas.
Serialar la respuesta correcta y describa en el recuadro la(s) estrategia(s)
utilizada(s):
1. El &rea del tridngulo ABC es mayor que la del tridngulo ABD.
2. El &rea del triangulo ABC es igual que la del tridngulo ABD.
3. El &rea del triangulo ABC es menor que la del tridngulo ABD.

40



Figura 17. Pregunta 2. Situacion Didéactica
a) Objetivo

Identificar los procedimientos utilizados por los estudiantes, para asi establecer los diferentes

niveles de conocimiento de los estudiantes en relacion al area del triangulo.

b) Posibles estrategias de resolucién

A continuacion, se presentan algunas de las posibles estrategias de resolucion de los

estudiantes de la actividad 2.
Respuesta 1:

Considerando que ambos tridngulos tienen en comun el lado AB, utilizaremos este lado como
lado basal de ambos tridngulos. Respecto de este lado basal y/o de su extension, la altura al
veértice C en el triangulo ABC y la altura al vértice D en el tridngulo ABD son iguales, ya que
ambos vertices se encuentran sobre la recta (CD) que es paralela a la recta (AB) donde se
encuentra la base de ambos tridngulos. En base a lo anterior, el area de ambos triangulos es
lamisma. Por lo tanto, la respuesta correcta es la alternativa 2. En esta resolucion la estrategia
es; primero es la utilizacion de la expresion (formula) del area de un triangulo cualquiera:

] b-h

Area triangulo = >
donde b es la base y h la altura del tridangulo. Luego, la comparacién de ambos triangulos

para encontrar elementos comunes (lados basal y altura).
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Respuesta 2:

Una posible respuesta de los estudiantes es que particionen ambos tridngulos, esto es
considerando F el punto de interseccion de los lados BC y AD, consideren la siguiente

particion:

- el tridangulo ABC es la unién (o yuxtaposicion) de los triangulos ABF y AFC,

- el tridngulo ABD es la union (o yuxtaposicion) de los tridngulos ABF y BDF

En base a esto, como el tridngulo ABF es comun, entonces todo se reduce a comparar las
areasdey AFC y BDF. Y para estos ultimos, es posible que por visualizacion considere que
el area del triangulo AFC es mayor que la del triangulo BDF dado la forma de cada uno. De
todo esto, entonces concluiria que el area del tridngulo AB¢ es mayor que la del tridngulo
ABD, sefialando que la respuesta correcta es la alternativa 1, y por consiguiente 2 y 3 las
considera falsas.

Respuesta 3:

Un posible desarrollo es que hagan la comparacién de las areas individualmente por la
comparacion de la base y altura. Esto es, para el triangulo ABC, de acuerdo a su posicion, es
natural que consideren como lado basal el segmento AB. Sin embargo, para el triangulo ABD
por su posicion, es posible que consideren como lado basal el segmento AD, en cuyo caso la

altura es la del vértice B. Luego proceder como sigue:

Lado basal AB del triangulo ABC es menor que el lado basal AD del triangulo ABD, y Altura

en C del triangulo ABC es mayor que la altura en B del triangulo ABD
En esta situacion, es posible dos respuestas:

- que el estudiante no pueda concluir una respuesta,
- que, al multiplicar la base y altura, se compensen las diferencias, es decir que el lado
basal AB del triangulo ABC que es menor que la del lado basal AD del triangulo ABD,

se compense con las respectivas alturas, concluyendo que el resultado es el mismo.
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Respuesta 4:

Considerar la altura del triangulo ABD la longitud del segmento BF, y para el triangulo ABC

aquella del lado AB en el vértice C, la longitud del segmento CE.

Figura 18. Utilizacién de altura de los triangulos ABD y ABC.

Luego para ambos tridngulos, considerar la misma base AB, y dado que (visualmente) la
altura CE es mayor que la BF, se concluye que el area del tridngulo ABC es mayor la del

triangulo ABD, es decir la respuesta correcta es la alternativa 1.

En este posible desarrollo, el error del estudiante es que en el triangulo ABD si ha considerado
la altura BF no puede asociar como la base el lado AB, si no mas bien el lado AD (la altura
de un triangulo es cada uno de los segmentos que une un vértice con un punto de su lado

opuesto o de su prolongacién y perpendicular a dicho lado o prolongacién).
Respuesta 5:

Aplicacion de la férmula para el célculo del area para el caso de triangulos rectangulos:

semiproducto de los catetos. En este caso,

- en el triangulo ABD, el semiproducto de los lados (como catetos) AB 'y BD

AB-BD

Area tridngulo (ABD) = 5

- enel tridngulo ABC, el semiproducto de los lados (como catetos) AC y CB

AC-CB

Area tridngulo (ABC) = 5
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Por visualizacion de las figuras, los lados AB y CB son iguales (en longitud), es decir el
estudiante asumiria este hecho. En ese caso entonces, se tendria

AC-CB_AC-AB _BD-AB

> > > = Area triangulo (ABD)

Area tridngulo (ABC) =

pues AC < BD. Luego, el area del triangulo ABC es menor que la del triangulo ABD. Por lo

tanto, la respuesta correcta es la alternativa 3.

Actividad matematica 3

Consigna

3. Un terreno ha sido dividido como lo indica la siguente figura.

En cada caso, en las siguientes preguntas a) y b), encierra en un circulo la respuesta
que consideres correcta y explica tu eleccion en el recuadro correspondiente.

Figura 19. Pregunta 3. Situacion Didactica

a) Objetivo:

Detectar un posible teorema persistente en el estudiante. Identificar fendmenos en los

estudiantes.
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b) Posibles estrategias de resolucion

A continuacion, se presentan algunas de las posibles estrategias de resolucion de los

estudiantes de la actividad 3.

Pregunta 3. a)

a) El areadelaparcelaAes Lasdos parcelastienen  El area de la parcela B
es la més grande. igual area. la mas grande.

Respuesta 1:

Una primera respuesta, por visualizacion de la figura, es la percepcién que la superficie B
sobrepasa la “posible linea perimetral recta” en su parte central con la superficie A, de donde,
se deduce que la parcela B tiene un area mayor que la de A. La confirmacion de esto se puede
establecer numéricamente por el conteo del nimero de pequefios cuadrados que contiene
cada parcela, constatando que la parcela B sobrepasa en tres de estos cuadrados pequefos

respecto de la parcela A.

Figura 20. Linea perimetral recta.

Se debe observar que, cada parcela comparte el mismo perimetro exterior, en longitud y
forma, y la division perimetral interior se realiza con una linea poligonal (objeto
unidimensional) por consiguiente la longitud de ésta permanece constante independiente de
la curvatura que puede tener en su trayecto. Esto no es el caso, si esta linea poligonal produce

una curvatura hacia la parcela A, haciendo ganar superficie a la parcela B en disminucién de
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la superficie de A, esto obedece al hecho que superficie (plana en este caso) es un objeto de

bidimensional (dos dimensiones).
Respuesta 2:

Una posible respuesta de los estudiantes es que establezcan que la parcela A es de menor area
que la de B, por medicién del area de cada una utilizando el nimero de cuadrados pequefios
(como una unidad comudn) que ocupa cada parcela. Por ejemplo, dos posibles alternativas

son:
Area parcela A: 27 4+ 4 = 18 cuadrados pequefios.
Area parcela B: 37+ 3 = 24 cuadrados pequefios.

O equivalentemente, otra alternativa es:

Area parcela A: 3 -7 — 3 = 18 cuadrados pequefios.
Area parcela B: 3 -7 + 3 = 24 cuadrados pequefios.
Respuesta 3:

Los estudiantes proceden por medicion del area y perimetro de ambas parcelas. Para ello, se
elige como unidad de medida comuin y basal el lado del cuadrado pequefio de la cuadricula.
Denotemos por k la longitud de este cuadrado unidad. En ese caso la medicién de las

respectivas areas seria:

Area parcela A: 3k -7k — 1k - 3k = 18k?
Area parcela B: 3k -7k + 1k - 3k = 24k? A | B

K

Figura 21. Unidad de medida “k”
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Respuesta 4:

Otra posible estrategia de los estudiantes para el area de cada parcela es, fijarse que la division
del lado superior o inferior de cada una, es el punto medio. Esto produce, en un primer
calculo, que el cuadrado de referencia mayor (linea perimetral de ambas parcelas) ha sido
dividido en dos partes iguales, donde cada una de estas partes iguales es igual, en superficie,

a:
6-7
5 = 21 cuadrados pequefios

Luego, en un segundo calculo ajustar el efecto de la divisién interior (que no es una linea
poligonal recta, sino poligonal con curvatura) la cual produce un plus de superficiede 1 -3 =
3 cuadrados pequefios. para la parcela B en disminucion de la parcela A. Asi finalmente, se

obtiene el siguiente resultado:

. 6 -
Area parcela A: — 1-3 = 18 area de los cuadrados pequefios

. 6-7
Area parcela B: — + 1-3 = 24 4area de los cuadrados pequefios

1 T

A B

|

Figura 22. Separacion de las parcelas

Por lo tanto, el area de la parcela A es mayor que la de la parcela B.
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Pregunta 3. b)

b) El perimetro de la parcela  Las dos parcelas tienen  El perimetro de la
parcela A es el mas grande. el mismo perimetro. B es el mas grande.

Respuesta 1:

En relacion al perimetro de cada parcela se constata que cada una tiene el mismo perimetro
externo, en cuanto a longitud, y la division perimetral interior tiene también la misma
longitud por tratarse una division unidimensional. Por consiguiente, ambas parcelas tienen

igual perimetro.

Figura 23. Division perimetral

Respuesta 2:

Para el perimetro, es posible que los estudiantes utilicen la afirmacion falsa “a mayor area,

mayor perimetro”, deduciendo que la parcela B tiene mayor perimetro.
Respuesta 3:

Los estudiantes proceden por medicién del perimetro de ambas parcelas. Para ello, se elige
como unidad de medida comun y basal el lado del cuadrado pequefio de la cuadricula.
Denotemos por k la longitud de este cuadrado unidad. En ese caso la medicion del perimetro

(en sentido reloj):
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Perimetro parcela A: 3+2+1+4+3+ 1+ 2+ 3+ 7 = 22 unidades de longitud k
Perimetro parcela B: 3+7+3+2+ 1+ 3+ 1+ 2= 22 unidades de longitud k
En conclusion, ambas parcelas tienen el mismo perimetro.

Respuesta 4:

Otra posible estrategia de los estudiantes para el perimetro de cada parcela es, medir el
perimetro total del cuadrado de referencia mayor (lo que equivale al perimetro externo de
cada parcela), de donde el perimetro externo de cada parcela es la mitad de este perimetro
total, es decir:

2-(6+7)

5 = 13 unidades de longitud del cuadrado pequefio

Luego a este perimetro se debe sumar la longitud del perimetro interior, que es comun a
ambas parcelas y que es igual a 9 unidades de longitud del cuadrado pequefio (por conteo
lineal). Asi finalmente, los estudiantes establecerian que el perimetro de cada parcela es igual
a

2-(6+7)

> + 9 = 22 unidades de longitud del cuadrado pequefio

Por lo tanto, ambas parcelas tienen el mismo perimetro.
3.3 ANALISIS DE LAS PRODUCCIONES DE LOS ESTUDIANTES
3.3.1 Analisis de producciones de los estudiantes y modo de recoleccion de datos

Para la realizacion del andlisis de las producciones de los estudiantes en primer lugar
se dejaron fuera todos los test en los cuales los estudiantes respondieron de manera correcta
cada problema planteado. Por consiguiente, solo se trabajo con 17 muestras de las 31 en total.
para el andlisis de las producciones conformamos 2 grupos; el primero constaba de los
estudiantes que tuvieron problemas o no respondieron la primera pregunta del test, lo cual
nos permiti6 observar las ambigiiedades que existian entorno a los términos empleados. Un
segundo grupo se formo con las muestras que presentaban algln error o no existio respuesta

para la pregunta dos y tres de la situacion didactica. Este grupo tuvo como objetivo analizar
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el nivel de conocimiento de cada estudiante y la aparicion de algun teorema en acto como “a

mayor area mayor perimetro”.
3.3.2 Analisis de los errores

Para facilitar el analisis de las respuestas de los estudiantes hemos disefiado una
tipologia especifica de los posibles errores que cometieron los estudiantes en el desarrollo de

la actividad.
3.3.2.1 Concepcién numérica

Incluye los errores que aparecen por una distorsion de un principio, unaregla, teorema
o definicion. En esta categoria se encuentran los errores por aplicaciones de teoremas sin las
condiciones necesarias, por aplicacién de propiedades que no corresponden, por la
realizacion de una valoracion inadecuada de una definicion, teorema o formula. Los errores
de célculo, los errores en la manipulacion de simbolos algebraicos elementales. Incluyen las
deficiencias en el contenido y los problemas especificos de conocimiento, necesarios para
desenvolverse satisfactoriamente en la tarea matematica. Estas deficiencias pueden
originarse en el desconocimiento de algoritmos, manejo inadecuado de conceptos basicos,

realizacion de procedimientos incorrectos, incomprension de simbolos, etc.
3.3.2.2 Concepcién geométrica:

Incluye los Errores debidos a dificultades para obtener informacion espacial: Muchos
errores matematicos surgen de las diferencias entre las imagenes espaciales y el pensamiento
espacial de los alumnos. Estos errores aparecen cuando es necesario hacer una representacion
espacial de una situacion matematica o de un problema geométrico y no se logra realizarlo
con éxito. Ademas, incluye los Errores debidos a la rigidez del pensamiento que surgen por
la falta de flexibilidad en el pensamiento, es decir el alumno no puede adaptar lo que ya sabe
a situaciones nuevas. En esta categoria estan los errores de asociacion, de inferencia, de
asimilacion y los errores generados por la aplicacion de reglas y propiedades validas solo en

algunos casos.

50



3.3.2.3 Incumplimiento de las normas de redaccion

Errores debidos a la redaccion y comprension de las instrucciones de trabajo: Surgen
por la dificultad que tienen los alumnos para comprender los enunciados de las actividades o
situaciones problematicas propuestas. Errores debidos a inferencias no validas l6gicamente:
Incluye los errores cometidos por un razonamiento incorrecto. Esta nueva informacion,
invalida, es luego utilizada para resolver el problema planteado ocasionando una respuesta

erronea.
3.3.2.4 Errores con el lenguaje natural

Para muchos alumnos el aprendizaje de conceptos matematicos, los simbolos, y el
vocabulario es una "lengua extranjera”. Esta dificultad es, en muchos casos, la causal del

error.
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4. RESULTADOS DE LOS ANALISIS DE DATOS

4.1 ANALISIS DE LA SECUENCIA DIDACTICA

Debido a la estructura de la secuencia didactica, es importante destacar que, para
resolver la primera pregunta, el alumno solo debia conocer los conceptos involucrados y las
férmulas correspondientes a cada uno, mientras que el segundo item apuntaba a evaluar la
capacidad del estudiante de aplicar diferentes conceptos y propiedades geométricas: *“ dos
tridngulos que comparten base y tienen igual altura tienen la misma area” y la Giltima pregunta
se queria evaluar la capacidad de los estudiantes de poner en juego otro tipo de habilidades,
hacer relaciones, comprender el enunciado e imaginar correctamente la situacién. Es decir,

quien intentaba resolver este problema tenia mas probabilidades de cometer errores.

A continuacién, se muestra un compilado de producciones de los estudiantes donde
se ejemplifican algunos de los errores dentro de los ejercicios de interés, para las actividades

de la situacion didactica.
Actividad 2: Producciones de los estudiantes

En la siguiente ilustracion podemos observar como el estudiante no es capaz de
utilizar los conceptos geométricos conocidos sobre el triangulo, ya que no considera que la
altura del tridngulo ABD se encuentra fuera de este, el hecho que en este ejercicio el
estudiante no pueda acceder de manera concreta a la utilizacion de la formula, crea un

obstaculo en el desarrollo de la respuesta.

Figura 24. Ausencia de conceptos geométricos del triangulo.
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En los siguientes casos los estudiantes no hacen uso de los conceptos geométricos. El primero
utiliza criterios de congruencia para calcular el area, lo cual no tiene relacion con el problema

planteado (area de una figura). El segundo utiliza un teorema en acto, ya que hace referencia

que el perimetro varia en relacion al area.

Figura 25. Utilizacion de criterios de congruencia para calcular el area.

Figura 26. Utilizacion teorema en acto “variacion de perimetro segun el area”

En el siguiente caso el estudiante, recurriendo a conocimientos de trigonometria, relaciona la
distancia de estos, es directamente proporcional a su area, sin tener en consideracion la
amplitud del angulo seleccionado.

Figura 27. Utilizacion de conocimientos de trigonometria.
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Actividad 3: Producciones de los estudiantes

El estudiante utiliza la férmula del area del rectangulo para calcular el area de la figura
sin considerar la forma de la superficie, lo cual nos lleva a pensar que el estudiante acude al

uso de férmulas premeditadamente.

Figura 28. Aplicacion de férmula sin considerar la forma de la figura.

El estudiante realiza un juicio al ojo para determinar cuél de las dos parcelas es mas grande,
en cuanto a la superficie, de donde, utilizando el teorema en acto “a mayor drea, mayor
perimetro”, determina su respuesta a la pregunta. Erronea, por cierto. Tampoco establece

una justificacion matematica.

Figura 29. Utilizacion de “juicio al 0jo” para comparar dos superficies.



4.2 PRESENTACION DE LOS RESULTADQOS

4.2.1 Categorizacion de los errores

Tras un analisis de las faltas cometidas y un trabajo de reagrupacion, hemos clasificado en 4 grupos, los cuales se han subdividido en

subgrupos de la siguiente manera:
A. Concepcion numérica

CATEGORIAS A
A 1 | No distinguir las diferentes magnitudes: Asignar la misma letra (b) a dos dimensiones distintas, para luego aplicar la formula

correspondiente segun la figura

A 2 | Confundir las unidades: Utilizar como unidad de medida un cuadradito para calcular el perimetro.

A 3 | Extender el uso de formulas a casos en los que no | A 3.1 Utilizar férmula del cuadrado para encontrar el area del triangulo.

son validos: A 3.2 Utilizar la formula para calcular el &rea del rectdngulo sin

considerar la forma de las superficies presentes.

Tabla 2. CATEGORIA A: concepcion numérica.
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B. Concepcion geométrica

CATEGORIAS B

B 1 | Ser sensible a la forma de la superficie: B 1.1 | Considerar que el area del triangulo varia segun la “inclinacion”

B_1.2 | Intentar transformar de manera visual una superficie para ver si

encaja con la otra.

B 2 | Ser sensible a los diferentes indices perceptivos | B_2.1 | No percibir la altura fuera del triangulo.

(por ejemplo, es dificil concebir la posibilidad de | B 2.2 | Percibir que el area de una superficie es mayor a la otra porque tiene

evaluar el area de un triangulo en: mas lados rayados (juicio al 0jo).

B_3 | Confundir las diferentes caracteristicas de la | B 3.1 | Utilizar teorema | B_3.1.1 A mayor perimetro, mayor area

superficie (por ejemplo, pensar que area Yy en acto:

i i . . B _3.1.2 *“Silas rectas son paralelas, las areas
perimetro varian necesarlamente en el mismo

) de los triangulos son iguales”
sentido).

B 3.2 | Utilizar un teorema inapropiado para resolver el problema (Thales
y ALA).

B_4 | Dividir las superficies en partes disociadas: Separar la figura en 4 triangulos iguales y 1 cuadrado, calculando sélo el &rea de un
triangulo y el area del cuadrado para luego comparar las superficies.

B_5 | Reconocer los elementos geométricos relevantes | B 5.1  No identificar la altura del triangulo.

para utilizar las formulas: B 5.2 No identificar que dos tridngulos comparten un lado (la base).
Tabla 3. CATEGORIA B: concepcion geométrica.
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C. Incumplimiento de las normas de redaccion

CATEGORIAS C

C_1 | Ausencia o formulacion incorrecta de soluciones | C_1.1  Error en el procedimiento de la adicion.

intermedias: C_1.2 Concluir que las areas de dos tridangulos son iguales, considerando
que estan entre dos rectas paralelas, sin tomar en cuenta que las

bases son iguales.

C_2 | Ausencia de solucion general: No hay respuesta.

Tabla 4. CATEGORIA C: incumplimiento de las normas de redaccion.

D. Errores con el lenguaje natural

D 1 | Vocabulario inadaptado (por ejemplo, una | D _1.1 | Mezclar lenguaje natural con lenguaje matematico.

confusion semantica entre los términos) D 1.2 | Utilizar criterios de congruencia y simbolos matematicos

inadecuados en el contexto.

D 1.3 | Utilizar términos de semejanza para referirse a igualdad de

perimetro.

D_2 | Uso incorrecto de conectores linglisticos

Tabla 5. CATEGORIA D: errores en el lenguaje natural.




4.2.2 Matriz de Errores

La compilacion y distribucion de todos los errores figuran en la siguiente matriz en forma de una tabla en la que hemos identificado los
errores cometidos por los estudiantes, observemos que se trata de una apreciacion cualitativa y no todos los errores, incluso dentro de
una misma categoria, son de la misma magnitud. Para mejor comprension de la matriz sefiala se ha realizado una codificacion de cada
error asi cada letra (A, B, C, D) indica la categoria del error cometido y los nimeros indican el error preciso que se ha observado. Asi,

el estudiante 2 cometid 3 errores, uno del tipo B, especificamente dividié las superficies en partes disociadas.
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Categorias

Errores

Problemas

ALM

ALM

ALM

ALM

ALM

ALM

ALM

ALM

ALM

ALM
10

ALM
11

ALM
12

ALM
13

ALM
14

ALM
15

ALM
16

ALM
17

N° Total
de
Errores

ERRORTIPO A
Concepciéon numérica

Al: No distinguir
las diferentes
magnitudes en
juego.

N

o

w

o

A2: Confundir las
unidades.

A3: Extender el
uso de las
formulas a casos
en los que no son
validas (por
ejemplo, hacer el
producto de las
longitudes de los
lados para
calcular el area
del
paralelogramo).

RIWN(=

A_3.1

RrlWOo|O

A_3.2

A_3.1

I [

ERRORTIPO B
Concepcidn geométrica

B1: Ser sensible a
la forma de las
superficies.

B_1.2

B_1.1

B2: Ser sensible a
los diferentes
indices
perceptivos (por
ejemplo, es dificil
concebir la
posibilidad de
evaluar el area de
un tridangulo en
cm2).

B_2.2

W N| R(WIN[F=[

o Ol m|O|N|O

B3: Confundir las
diferentes
caracteristicas de

B_3.1.1

B_3.2

B_3.2

59




la superficie (por
ejemplo, pensar
que areay
perimetro varian
necesariamente
en el mismo
sentido).

B_3.1.1

B4: Dividir las
superficies en
partes disociadas.

B_4

B5: Reconocer los
elementos
geométricos
relevantes para
utilizar las
formulas.

B_5.1

B_5.1

WIN| R WIN|=

O|INO|O|O |k

| |

ERRORTIPO C
Incumplimiento de las

normas de redaccion

Cl1l: Ausencia o
formulacién
incorrecta de
soluciones
intermedias.

c1.2

[y

WIN|=

c11

C2: Ausencia o
formulacién
incorrecta de
solucion general.

[y

c2

c2

N

c2

c2

c2

c2

c2

c2

c2

c2

c2

(-]

c2

[ |

ERROR TIPO D

Errores con el

lenguaje natural

D1: Vocabulario
inadaptado (por
ejemplo, una
confusién
semantica entre
los términos...)

D_1.2

D_1.1

N

WIN|= [

D2: Uso
incorrecto de
conectores
linguiisticos
(y, por tanto,
porque...).

N

o

I |

Tabla 6. Matriz de Errores.
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En los resultados de las evaluaciones se observaron que los errores en la resolucion
de la situacion planteada que se repitieron con mayor frecuencia fueron el error C_2: en la
cual el alumno no entrega una solucion, y los errores pertenecientes a la familia B_3: donde

el alumno confunde caracteristicas de la superficie, la siguiente tabla muestra la frecuencia

Universidad del Bio-Bio. Sistema de Bibliotecas - Chile

con que se cometieron errores pertenecientes a cada familia.

Tipo de error Total de errores
N° %
Tipo A 7 21,21
Tipo B 10 30,30
Tipo C 14 42,42
Tipo D 2 6,06
Total 33 100,00
Tabla 7. Frecuencia de errores cometidos.
Frecuencia de errores cometidos por los estudiantes
3 s
= Tipo B
= Tipo C
= Tipo D

Figura 30. Frecuencia de errores cometidos por los estudiantes




En la siguiente tabla podemos apreciar los distintos tipos de errores cometidos en cada uno

de los items

Item A B C D
I 2 2 2 0
T 0 7 10 2

1T 5 1 2 0

Tabla 8. Cantidad de errores cometidos por items.

De esta tabla de cada error cometido por los alumnos, podemos apreciar que gran cantidad
de los errores fueron realizados en el “item II” con 19 de los 33 errores (58%
aproximadamente) cometidos por los estudiantes debido a que este representaba un desafio
para determinar el conocimiento del area como magnitud. Por otro lado, los tipos de errores
mas frecuente son el ERROR TIPO C “Incumplimiento de las normas de redaccion” (42%),
seguido del ERROR TIPO B “Concepcion geométrica” (30%), con estos datos, podemos
sospechar que nuestra muestra tiene un bajo conocimiento en geometria y en las normas de

escritura de la matematica.

Item I I 11
Correctamente 11 0 7
Cometido errores en el 4 8 10
procedimiento

En blanco 2 9 0

Tabla 9. Resumen tipo de respuesta por item.

En la tabla anterior podemos ver las respuestas correctas, las que cometié algun error o dejo
en blanco. podemos apreciar que el item | gran parte respondié de manera satisfactoria el
item, por otra parte, ninguno lo hizo en el item I1. Cabe destacar que en el item 11 todos los

alumnos respondieron, aunque sea erroneo.
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5. CONCLUSIONES

5.1 DOS ANGULOS DE ANALISIS
5.1.1 Ambito didactico

Es necesario aclarar que el resultado de este trabajo no puede considerarse de ninguna manera
concluyente debido al escaso tamarfio de las muestras, a la conformacion no aleatoria de los
grupos evaluados y a la heterogeneidad de los cuestionarios utilizados.

El aprendizaje de la magnitud longitud y su medida es un proceso que requiere de la
intervencion de la escuela, pues su construccion esta ligada al desarrollo de desempefios y
habilidades como la percepcion, la comparacion, la medicion y la estimacion, que les
permiten a los estudiantes acercarse a los diferentes contextos en los que la magnitud longitud

esta presente.

La ensefianza del concepto magnitud debe involucrar diversas situaciones donde esta tenga
utilidad. Su ensefianza debe hacerse a partir de procesos de medicion en los que los
estudiantes visualicen todas las aplicaciones de este concepto, pues a través de ello
construiran el verdadero sentido y significado de aprender sobre la magnitud de longitud y

su medida.

El trabajo en la escuela se debe redimensionar pues el tratamiento que se le debe dar a la
magnitud area debe ser a partir de situaciones de aprendizaje donde el estudiante construya
el concepto de ésta, viendo bajo los procesos de medicién la importancia que tiene comunicar
las diferentes medidas, y la necesidad de utilizar técnicas de calculo méas apropiadas para

hallar el area de una superficie.

Se cumplieron los objetivos propuestos, al identificar y analizar los errores cometidos por los
alumnos en el instrumento aplicado. Con dichos errores propusimos diversas

categorizaciones y se obtuvieron conclusiones destacandose que:

- Desarrollos muy apegados a lo algebraico y escasamente relacionados con la resolucién

de problemas.
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- Abordaje de contenidos completamente descontextualizados y poco articulados con los
restantes.

- Escasa importancia otorgada al desarrollo de competencias relacionadas con la lectura
critica de datos y analisis de graficas.

- Tratamientos de problemas demasiado centrados en lo numérico.

Un mismo error puede aparecer en diferentes procesos de resolucion, lo que dificulta una

clasificacion definitiva y una jerarquia del mismo.

Las categorizaciones realizadas son empiricas y por lo tanto debemos tener en cuenta las
limitaciones del modelo; sin embargo, se pueden fundamentar desde la practica y ser de
utilidad para docentes y autoridades interesados en el diagnostico, tratamiento y superacion

de errores.
5.1.2 Ambito matematico

Podemos evidenciar diversos procedimientos empleados por los estudiantes en las distintas

situaciones problemas presentadas, tales como:

Realizar procedimientos que no tienen relacion con el problema planteado, (ejemplo: utilizar

criterios de congruencia para calcular el area de una figura).
Aplicacion de teoremas en acto: “el perimetro varia en relacion al area”

Extender el uso de formulas a casos en los que no son validos (ejemplo, utilizar la formula

del area del cuadrado para calcular el area de un tridngulo)

Falta de conocimientos previos para aplicar en situaciones, lo cual por ejemplo no percibir la

altura fuera del triangulo.

Hemos evidenciados dificultades en la utilizacion de conceptos, simbolos y vocabulario
matematico, y al efectuar el pasaje del lenguaje corriente al lenguaje matematico, en la
representacion espacial de una situaciébn matematica o de un problema geométrico.
Deficiencias en el manejo de algoritmos, hechos basicos, procedimientos, simbolos y

conceptos matematicos, falta de flexibilidad en el pensamiento para adaptarse a situaciones
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nuevas; comprenden los errores por perseveracion, los errores de asociacion, los errores de

interferencia, los errores de asimilacion.

Como cierre queremos dejar planteadas algunas cuestiones, ya que el trabajo realizado puede
abrir nuevas vias de investigacion, estableciendo diversos problemas a indagar. Algunos
aportes que nos ofrece este estudio y que se pueden abordar en futuros trabajos son:

- Anélisis de los enunciados de problemas en términos de posibles inductores de errores

- Anélisis cualitativo de errores a partir de entrevistas

- Aplicacion y evaluacion de las propuestas realizadas.

- Teniendo en cuenta los errores aqui analizados se puede hacer un tratamiento curricular
de los mismos, organizando, implementando y evaluando unidades didacticas que los
contemplen.

- Realizacion de estudios para constatar hipotesis alternativas que justifiquen el origen o
causa de determinados errores algebraicos analizados en el presente trabajo.
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7. ANEXOS

7.1 CONSENTIMIENTO

Titulo de la investigacion: Una ingenieria diddctica hacia una aproximacion a la nocion de
magnitud en la formacion de profesores de primer afio de la Universidad
del Bio- Bio

Investigadoras: Estudiantes de Pedagogia en Educacion Matematica de la Universidad del
Bio-Bio.

Maritza Araceli Cadiz Durdos
Miriam Yesenia Fuentealba Torres
Jorge Andrés Pinela Carrasco

Directora de la Investigacion: Sara Pascual, Ph.D

A) INFORMACIONES A LOS PARTICIPANTES

1. Objetivos de la investigacion
Este proyecto tiene por finalidad analizar nuevas formas de ensefianza en torno a los conceptos de
magnitud y medida. Adaptar tipos de tareas que favorezcan la comprension y su utilizacién n la
resolucidn de problemas.

2. Participacién en la investigacion
Su participacién en la investigacion nos aportard informacidn que nos permitird identificar
dificultades de resolucién para la mejora de la ensefianza de estos tipos de problemas. Ademas, su
compromiso con el desarrollo de la actividad favorecera el aprendizaje y contribuird a la autonomia
y motivacidn de ejercitarse.

3. Confidencialidad
La informacion que se relna sera confidencial y no se usara para ningun otro propdsito fuera de los
de esta investigacion de tesis.
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B) CONSENTIMIENTO

Declaro haber tomado conocimiento de las informaciones descritas mas arriba, haber obtenido las
respuestas a mis preguntas sobre mi participacién en la investigacidon y comprender el objetivo, las
ventajas e inconvenientes de esta investigacion.

Apellidos:

Nombres:

Firma:

Correo Electrénico:

Doy mi consentimiento para que los datos anénimos recogidos en esta investigacion serén
utilizados en el proyecto de tesis, en marco de respeto confidencialidad y de proteccién de
las informaciones.

Si No

N
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7.2 EVALUACION DIAGNOSTICA
MAGNITUDES Y MEDIDAS
1. Para cada situacion, sefialar el nimero de la respuesta correcta :
1. el area de la superficie rayada A es mas grande que la de B.

2. el &rea de la superficie rayada A es igual que la de B.
3. el &rea de la superficie rayada A es mas pequefia que la de B.

a)

N I

Justifica tu respuesta:
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b)

Justifica tu respuesta:
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A: superficie achurada

B: superficie punteada

Justifica tu respuesta:
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2. En lafigura de més abajo, las rectas (CD) y (AB) son paralelas.
Sefalar la respuesta correcta y describa en el recuadro la(s) estrategia(s) utilizada(s):
1. Elareadel triangulo ABC es mas mayor que la del tridngulo ABD.
2. El érea del triangulo ABC es igual que la del triangulo ABD.
3. El area del triangulo ABC es menor que la del triangulo ABD.

Justifica tu respuesta:
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3. Un terreno ha sido dividido como lo indica la siguente figura.

En cada caso, en las siguientes preguntas a) y b), encierra en un circulo la respuesta que
consideres correcta y explica tu eleccion en el recuadro correspondiente.

a) ElareadelaparcelaAes  Lasdos parcelas tienen El &rea de la parcela B
es la mas grande. igual area. la mas grande.

Explica tu eleccion:
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b) El perimetro de la parcela  Las dos parcelas tienen  El perimetro de la parcela
A es el méas grande. el mismo perimetro. B es el méas grande.

Explica tu eleccion:
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