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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccion

El calculo diferencial e integral es una rama de la matematica que surgié en el siglo XVII con la
finalidad de resolver problemas de area, volimenes de regiones, sélidos de revolucion y problemas
relacionado con la fisica. En el siglo XVII nacen las integrales impropias e infinitas desde un
enfoque geométrico, pues con este tipo de integrales se pretende resolver ciertos problemas de
area, volumen de regiones no acotadas e incluso problemas relacionados con las probabilidades
y problemas de convergencia. Existen varios resultados sobre las integrales impropias e infinitas
en el estudio de los problemas de convergencia y de existencia, algunos de estos resultados son
los teoremas de comparacion, comparacién por cociente, convergencia absoluta, Abel y Dirichlet,
criterio de Cauchy, Dirichlet y M-Weierstrass, que son aplicados de forma similar a las series
numéricas.

En este trabajo analizaremos los fundamentos tedricos de la convergencia de integrales impropias
e infinitas, los teoremas relacionados con la convergencia de integrales impropias e infinitas y los
teoremas vinculados con la existencia de las integrales infinitas. Ademés de sus aplicaciones al
calculo de area y volumen de regiones no acotadas como por ejemplo, calcular el drea de una
region de la curva de estrofoide, que se precisara mas adelante.
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1.2. Formulacién del problema

Las teorias matematicas han sido aplicadas a diferentes conocimientos del saber que se asemejan
frecuentemente a los campos ajenos a esta materia, como algo dificultoso, frio y lejano a todo
el comportamiento y realidad de una comunidad integradora. Principalmente la historia nos ha
mostrado que las contribuciones geométricas han sido uno de los conocimientos que han favorecido
en el desarrollo de ciertas teorias matematicas. Entre éstas, quiero enfocar la atencién en las
integrales impropias e infinitas, mas precisamente, la convergencia y la existencia de las integrales
impropias e infinitas aplicadas de acuerdo a su definicién y a teoremas o criterios similares a las
de las series numéricas. Estos teoremas han sido una poderosa herramienta para el desarrollo de la
convergencia y existencia de las integrales impropias e infinitas, pues estos criterios han permitido
resolver ciertos problemas de convergencia y existencia, en donde la definicién no es suficiente, es
por ello que se requiere de estos teoremas. Ademads su importancia en las aplicaciones geométricas,
particularmente el cdlculo de area y volumen han permitido simplificar los calculos. Desde un
punto de vista matematico riguroso, es relevante hacer un estudio de la convergencia y existencia
de este tipo de integrales y sus aplicaciones al calculo de area y volumen de regiones no acotadas,
asi como algunos ejemplos.
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1.3. Marco tedrico

1.3.1. Antecedentes historicos

Uno de los primeros célculos de integrales en intervalos infinitos surge en el siglo XVII y el enfoque
utilizado para realizar este tipo de cédlculos era de cardcter geométrico, también llamado enfoque
de tipo de Lebesgue. Henri Leén Lebesgue fue un matematico Francés, que nacié el 28 de junio
de 1875 en la ciudad de Beauvais y fallecié el 26 de julio de 1941 en la ciudad de Paris. Lebesgue
introdujo la integral que lleva su nombre, que generalizaria el concepto de integral de Riemman.
Posteriormente, llega Grégoire de Saint-Vincent que fue un jesuita matemédtico y geémetra de la
escuela Belga, en la cual fue el primero en tratar las integrales impropias de forma explicita. Su
principal motivacion era la investigacion, la bisqueda y la generalizacion de resultados. Entonces
la generalizacién de la integral impropia aparece en el escenario matematico de forma natural.

Grégoire de Saint-Vincent trabajé en el estudio de las secciones cénicas y da una expresion para
el area bajo la hipérbola y = —, en un manuscrito del ano 1625, publicado en Amberes en 1647.
x

Saint-Vincent demuestra que si se disponen puntos segin una progresiéon geométrica sobre una de
las asintotas de una hipérbola, las areas cortadas bajo la curva por las paralelas a la otra asintota
son iguales. Por lo tanto, estudia los valores de las fracciones en términos de area.

F(z) = / £(¢) dt.

De aqui se deduce, un lenguaje mateméatico moderno, que la

/C’Odm
— = 0.
.

Mucho mas tarde, Wallis y Leibniz atribuyen a Saint-Vincent la demostracion de que la primitiva

de la funciéon y = —, es la funcion logaritmica. Con este tipo de calculo, Saint-Vincent daria lugar
x

al concepto de integracion.

Luego llega Fermat, que fue un matematico Francés, que desarrolld el calculo de ciertas integrales
importantes. El trata completamente el problema de una curva que va hasta el infinito cuya area es
finita, utilizando las funciones potenciales. Esto fue redactado en el ano 1655, pero su publicacion
fue en el ano 1668.

La suma infinita sera para Fermat un punto de partida para las cuadraturas. En esta obra aborda
las curvas para las cuales es clara la presencia de un producto, o un cociente, de una potencia
de la abscisa por una potencia de la ordenada. El caracter impropio de las areas calculadas esta
remarcablemente senalado y el area bajo la hipérbola se demuestra de forma infinita. En su obra
de 1668 desarrolla el calculo integral de la parabola generalizada.

/xadx,a<0,/ d—x
0 a T
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Fermat utiliza técnicas parecidas a las sumas de Riemman, siendo por tanto una aproximacion
geométrica. Por otro lado, si consideramos la hipérbola generalizada z® - y* = a, Fermat aborda el
caso de a = 2, = 1, obteniendo el siguiente resultado (con a =1, xy > 0)
/ *“dx 1 1
- = xo . _2 = —.
v T2 xg X

De forma general y utilizando una notacion mateméatica moderna, Fermat muestra que para una
hipérbola del tipo 2% - y” = a con & > B > 0, se obtiene como &rea

po g [T Y ey
5]
Este trabajo tiende a la generalidad, es decir, utilizando el mismo método y utilizando series
geométricas, da la cuadratura de familias de curvas cuyos trozos varian hasta el infinito.

El nuevo enfoque del siglo XVIII es el de reemplazar la integral por un desarrollo de series numéri-
cas. En esta época los extremos de integracién de una funcién no se escribe (notacién creada
por Fourier), la integral impropia aparece de forma implicita y todos los métodos asintéticos se
relacionan con ella. Asi, las integrales no plantean problemas, salvo para el calculo explicito.

Este nuevo enfoque surge en los trabajos de Newton y Leibniz, pues para ellos la aproximacién
ya no es geométrica, sino formal. Asi, se contempla la integraciéon como una anti derivada y esto
implica la existencia de la funcién. Es decir, la funcién que se quiere derivar esta bien definida y
por lo tanto no habra problemas entre los extremos de integracion. El problema principal consiste
en el desarrollo asintético de la funcion.
x
/ £(t) dt.
a

/j f(t) dt =2"+ ...

Lo que puede ser considerado como una variante de la integracion impropia. Por lo tanto, las
cuestiones que se plantean hacen referencia a una definicion precisa de la funcién, en relacién con
las integrales impropias de segunda especie. Leibniz se interesd por el calculo del desarrollo de
integrales impropias utilizando la serie alternada del tipo

Z(_l)# ~ /xof(t) dt.

Donde més tarde Bernoulli estudia su convergencia.

Esto es,

La tendencia actual de separar el estudio de las integrales impropias en primera y segunda especie
tiene sus razones historicas ya que en el comienzo los autores sélo se dedicaban al estudio de estas
integrales utilizando problemas geométricos e intervalos infinitos.

Otra de las evidencias de este cambio, de eliminar los problemas sobre los intervalos finitos o
infinitos, es la ausencia de un tratamiento de las integrales impropias en la introduccién del analisis
infinito de Euler (1748). Euler utiliz6 el criterio de la integral y reintrodujo algunas consideraciones
geométricas. Histéricamente el desarrollo de las comparaciones entre la integral y la serie asociada
a una funcion fue tardio, aunque Fermat ya habia utilizado las series para calcular integrales.
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Luego llega Cauchy un matemaético Francés, miembro de la academia de ciencia en Francia que
redefine la integral de una funciéon continua por medio de las sumas de Riemman sobre un seg-
mento, de esta forma Cauchy rompe la tradicién de considerar la integral como una anti derivada
y retomando entonces el enfoque geométrico. Cauchy se enfrenta directamente al problema de
las integrales impropias y crea la nocién de valores principales. En 1821 en su curso de analisis
algebraico, Cauchy estudia las integrales del tipo

e—0

lim /E f(z) de.

Lo que da lugar la definicién del valor principal de Cauchy. Si la funcién f(x) no es acotada en
x = 0, esta integral es impropia. Pero el problema principal es la convergencia de la funcién, puesto
que se puede encontrar funciones f cuyo valor principal es finito, pero la integral impropia cuyo
intervalo contiene al cero es divergente. Cauchy definicién el valor principal como una alternativa
a la divergencia de la integral impropia.

Durante el siglo XIX se desarrollan las técnicas para asegurar la convergencia de las series de
Fourier. Luego a Bertrand se le debe a su gran trabajo sobre la busqueda de los criterios de

convergencia para la serie Z f(n) segin el comportamiento de la funcién f(x) en el infinito.

o0

De manera similar, se puede hacer para estudiar la convergencia de la integral f(z) dz, mirando

a
el comportamiento de la funcién f(z) hacia el infinito. Parece ser que la teoria de las integrales
impropias tuvo un vinculo con la teoria de las series divergente durante el siglo XIX, en donde esta
se retoma a un problema de integraciéon impropia.

Cuando los matematicos estudiaron la teoria de las integrales impropias fue necesario llegar hasta
la teoria de la integracién de Lebesgue, pues con este tipo de integrales se resolvieron algunos
problemas que la integral impropia planteaba. Naturalmente Lebesgue elimina las consideraciones
precedentes de Cauchy, tomando el problema con los valores de la funcién y el valor absoluto de
una funcion de Lebesgue-integrable.
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1.4. Marco Conceptual

1.4.1. Integral impropia

Una integral impropia es aquella integral definida en la que la funcién deja de estar definida en
algin punto en el intervalo de integracién. Es decir, uno o los dos limites de integracion son
infinito,o dentro del intervalo de los limites de integracién, existe algiin punto en el cual la funcién
no existe.

Este tipo de integral se resuelve igual que cualquier otro tipo de integral, aunque al tener algin
punto en el cual la funcién no estd definida, es necesario seguir la notacién siguiente:

9] b
/ f(x) dz = lim/ f(x) de = lim F(x) — F(a).
a b—oo [, b—o0
Existen tres tipos de integrales impropias:

Integral impropia de primera especie
Definicién 1.4.1.1 Sea [ una funcién acotada y definida en el intervalo [a,o0),a € R.. Si para

b
todo b > a la funcidn es integrable en [a,b] y ademds es finito el bh’m / f(x) dr < o0, se dice que
— 00 a

existe la integral impropia de [ en |a,+00) y es convergente. Si no existe la integral impropia de
f en [a,00) es divergente.

Definicién 1.4.1.2 Sea f una funcién acotada y definida en el intervalo (—oo,b], b € R. Si para
b
todo a < b la funcion es integrable en |a,b] y ademds es finito el limite 1im f(z) dz < oo,
a——0o0
se dice que existe la integral impropia de f en (—oo,b] y es convergente. Si no existe la integral

impropia de f en (—o0,b] es divergente.

Definicién 1.4.1.3 Sea f una funcion acotada y definida en el intervalo (—oo,00). Si para todo
b
a < b la funcidn es integrable en |a,b] y ademds son finitos los limites lim fz) de < ooy
a——00 a
b
bh'm f(z) dr < oo, se dice que eziste la integral impropia de f en (—o0,00) y es convergente,
— 00 a

es decir ,

/ f(x) de = lim f(z) dx + blim f(z) dx < 0.
o a——oo —o0 ..

a
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Integral impropia de segunda especie

Definicién 1.4.1.4 Sea f una funcion definida en (a,b] y supdngase que f es integrable en [a +
b

e, bl Ve > 0. Si existe y es finito el ll'm+ f(z) dx < 0o, se dice que eziste la integral impropia
e—0 ate
de [ en (a,b] y es convergente.

Definicién 1.4.1.5 Sea f una funcidn definida en un intervalo |a,b) integrable Riemman en todo
la, z] siendo a < x < b tal que liI? fx) = h’rrll) f(x) = £oo. Entonces diremos que:
T—0" T—r

b T b—e
[ 1@ de =t [ gty de =i [ @) d

cuando este limite existe y es finito, en cuyo caso la integral impropia es convergente. Si el limite
anterior fuese infinito diriamos que la integral impropia es divergente y si el limite no existe, la
funcion no tiene integral.

Definicién 1.4.1.6 Si la funcion f es no acotada en c € [a,b], entonces se define:

e—0t e—0t

/abf(as) dx:/acf(:c) dx—i—/cbf(x) dr = lim /:Ef(x) dr + lim ;f(x) dr.

Integral impropia de tercera especie

Definicién 1.4.1.7 Son aquellas en la que se obtienen combinando las integrales impropias de
primera y sequnda especie. Por ejemplo:

/+°° dov /0 de /1 dr /+°° dz

a2z ) a? o+ T2 . a%

Este tipo de integral es convergente si y solo si cada una de sus componentes es una integral
convergente.
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1.4.2. Integral infinita

Definicién 1.4.2.1 Si f es Riemman integrable en [a,c| para cada ¢ > a. Sea I.. la integral parcial

dado por:
s / /.

Se dice que es la integral infinita de f sobre {x : x > a} si para todo € > 0, existe un nimero real
M (e) tal que si ¢ > M(e) entonces |I — I.| < e. En este caso denotamos I por:

+oo +o0
[ 1] @

+o0o
Definicién 1.4.2.2 (Convergencia absoluta) Si la integral mﬁm'ta/ |f(x)| dz existe, entonces

+o0
decimos que [ es absolutamente integrable sobre {x : x > a} o que la integral infinita f(x) dx

a
es absolutamente convergente.

Definicién 1.4.2.3 (Convergencia uniforme) Sea f una funcién de valor real, definida para (z,t)

satisfaciendo x > a y a < t < . Supongamos que para cada t en J = [a, ] la integral infinita
+0o0

F(z) = f(z,t) dx existe. Decimos que esta convergencia es uniforme en J si para todo € > 0

a
existe un numero M (e) tal que si ¢ > M(e) yt € J, entonces

<eE.

‘F(t) - /acf(:c,t) da
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1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo General

Analizar las integrales impropias e infinitas como herramienta matematica para resolver problemas
de convergencia, existencia y geométricas.

1.5.2. Objetivos especificos

e Estudiar la convergencia de integrales impropias de primera, segunda y tercera especie, a través
de su definicion.

e Estudiar los teoremas de convergencia para integrales impropias (Criterio de comparacién, criterio
de comparacion por cociente, convergencia absoluta, criterio de Abel y Dirichlet) a través de sus

demostraciones y ejemplos.

e Estudiar la existencia de la integrales infinitas por medio de teoremas (Criterio de Cauchy,
comparacion con el limite, Dirichlet) y su definicién.

e Demostrar los teoremas de convergencia absoluta y uniforme para integrales infinitas.

e Aplicar el estudio de las integrales impropias a la resolucién de problemas geométricos.



Capitulo 2

Integrales Impropias

2.1. Integrales impropias de primera especie

Las integrales impropias de primera especie son aquellas integrales en donde uno o ambos limites
de integracion tienden al infinito. A continuacién se presenta las definiciones formales de la integral
impropia de primera especie.

Definicién 2.1.1 Sea f una funcion acotada y definida en el intervalo [a,00),a € R.. Si para

b
todo b > a la funcidn es integrable en [a,b] y ademds es finito el bh'm / f(z) dx < 00, se dice que
— 00 a

existe la integral impropia de f en |a,+00) y es convergente. Si no existe la integral impropia de
f en [a,00) es divergente.

y=f(x)

b— oo

Figura 2.1: Integral impropia de primera especie cuando el limite de integracién superior tiende a
infinito
Definicién 2.1.2 Sea f una funcion acotada y definida en el intervalo (—oo,b], b € R. Si para

b
todo a < b la funcion es integrable en |a,b] y ademds es finito el limite 1im / f(z) dr < oo,
a——00

se dice que existe la integral impropia de f en (—oo,b] y es convergente. Si no existe la integral
impropia de f en (—oo,b] es divergente.

12



CAPITULO 2. INTEGRALES IMPROPIAS 13
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-4% “ 33 -3 e 2 =13 -1 03 Q [ ] 1 b

a— —oo

Figura 2.2: Integral impropia de primera especie cuando el limite de integracion inferior tiende a
menos infinito

Definicién 2.1.3 Sea f una funcion acotada y definida en el intervalo (—oo,00). Si para todo
b
a < b la funcidn es integrable en [a,b] y ademds son finitos los limites lim fz) de < ooy

a——0o0 a

b
bh’m / f(z) dz < oo, se dice que existe la integral impropia de f en (—o00,00) y es convergente,
— OO0 a

es decir

a——00 a

00 c b
/ f(x) de = lim f(x) dx-l—blim / f(z) dz < oo.

y=f(x)

3 28 2 -15 -1 05 0 1] i 15 2 24 3

a— —oo b— o

Figura 2.3: Integral impropia de primera especie cuando ambos limites de integracién tienden al
infinito
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2.1.1. Ejemplos de integrales impropias de primera especie

A) Veamos que la integral impropia de primera especie / — dx converge si y solo si ¢ > 1.
1 xe

Estudiemos primero el caso en que ¢ # 1.

© 1 b —¢c 4+ 172z=b 1 1
/ — dx = lim ¢ dr = lim [1} } = lim . { — 1] )
1

x€ b—oo fq b—oo | —c+ 1

z=1

1
Entonces, si ¢ > 1, tenemos que ¢ — 1 > 0, con lo que = — 0 cuando b — oo. Esto implica que

Por lo que la integral converge.

Sic < 1, tenemos que ¢ — 1 < 0, con lo que — — oo cuando b — oo, Esto implica que

bcfl

<1
/ — dxr =00, c< 1.
1 xe

Por lo que la integral diverge.

Unicamente queda estudiar el caso ¢ = 1. En efecto

ol _
/ — dz = lfm [Inz]*=} = lim [Inb —In1] = cc.
1

xT b—o0 b—o0

De modo que la integral diverge.

B) Dados a > 0 y «a # 1, estudiar la convergencia de la integral

/+oo dl’
a xa .
Nuevamente basta con estudiar el limite
to gy Tdt 1 1 1= 1 1 1
— = lim — = lim . = lim . —
o TY aooo f, t* zooco |[l—a tol| asol—a \xol gl

(1—a) a* U
39, a<l1

Por lo tanto, esta integral impropia es convergente cuando o > 1 y divergente si o < 1.
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C) Dado a > 0, estudiar la convergencia de la integral

[%
a z .

1
Claramente f(z) = — es integrable en [a, b] para cualquier b > a. Veamos el limite
T

[T [ ()] -2

Por lo tanto, como la integral impropia no existe, la integral es divergente.

o0

D) La integral / e~ dz converge si a > 0. En efecto, si b > 0, se tiene:

—0o0

b b —ab
—1 1
/ ezl gy = / e dr="""" 2 cuando b — oco.
0 0

—a a

oo
1
Por tanto, / el dg: converge y su valor es —. Por otra parte, si b < 0, se tiene:
0 a

0 0 0 b
/ el gy = / e™ dx = —/ e dt = / e % dt.
—00 —b b 0

0 1 o 2
Por tanto, / e~ dz también converge y su valor es —. Es decir, se tiene / el dp = =,
a a

—0o0 —00

E) Estudiar la convergencia de la integral

o
s
/ e* ¢ dx.
—0oQ

Resolvemos en primer lugar la integral indefinida haciendo el cambio de variable e* = t.

Calculamos a continuacién la integral impropia tenemos:

00 b
/ " dr = lim " dr = lim (—e = +e)=0+1=

o) b— o0 a b— o0

De lo que se deduce que la integral es convergente.



CAPITULO 2. INTEGRALES IMPROPIAS 16

2.2. Integral impropia de segunda especie

Definicién 2.2.1 Sea f una funcion definida en (a,b] y supdngase que f es integrable en [a +
b

g, b] Ve > 0. Si existe y es finito el 11'Ir£L f(x) dor < oo, se dice que eziste la integral impropia
e—0 ate

de [ en (a,b] y es convergente.

Definicién 2.2.2 Sea f una funcion definida en un intervalo |a,b) integrable Riemman en todo
la, z] siendo a < x < b tal que lfl})l flz) = h’n}) f(z) = £o0. Entonces diremos que:
—b~ x>

b T b—e
/ f(z) de = lim f(z) de =lim f(x) dx,
a z—=b" J, e=0 /.,

cuando este limite existe y es finito, en cuyo caso la integral impropia es convergente. Si el limite
anterior fuese infinito diriamos que la integral impropia es divergente y si el limite no existe, la
funcion no tiene integral.

Definicién 2.2.3 Si la funcion f no acotada en c € |a,b], entonces se define:

/abf(:c) dx:/acf(a:) dx—l—/cbf(x) dr = lim /:Ef(m) dr + lim ’ f(z) da.

e—0t e—0t cte
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2.2.1. Ejemplos de integrales impropias de segunda especie

Para estudiar este tipo de integral nos basaremos en la convergencia de integrales impropias, para
ellos se utiliza sus definiciones mencionadas en la seccién integral impropia de segunda especie. A
continuacion se presentaran algunos ejemplos.

-
d
A) Estudiar la convergencia de la integral impropia / ( < para todo a € R

b—x)~
Para o = 1. En este caso se tiene:

b~ b—e
/ L @ Yim [~ In(b— 2)"= = lim [n(b — @) — Ing] = 3.

b—=x e—=0t J, b—=x e—0t e—0t

Por lo tanto, en este caso, la integral impropia es divergente, pues su limite no existe.

Ahora para el caso a # 1. En este caso los calculos son:

/b‘ dzx y b=e gy y 1 b-e y 1 1 1
—— = [Im — = |1In = 111m —
« b—xz) 0t ), (b—2)* esot |[(a—1)(b—x)*1], esota—1 \ e (b—a)!
L L ) <1
: st «
={ 1=0a) (b—a)!
A st a>1

En base a los dos casos, podemos resumir diciendo que:

/b dr [ Converge st a<l1
. (b—2) | Diverge st a>1

B)Estudiar la convergencia de la integral

[
Z.
o VT

= 00, la integral es impropia en ambos extremos de integracién. Calculando

e~V
Como lim
z—0+ \/E

directamente la integral, obtenemos:

f
€ 2€f=>/
\/_

Por lo tanto, la integral es convergente.

dr = lim [-2¢"V7]E = lim [—26_\/E + 26_\/2] = 2.
A—0T A—o0t
B— oo B—oo
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C) Estudiar la convergencia de la integral

4
1
/ dx.
0 x_?)

4 1 3 1 4 1 3—e1 4 1
/ dx:/ dx—l—/ dxr = lim dr + lim dx =
0 T—3 0 T—3 3 T—3 e1—0 J r—3 220 Jg, T —3

1t o 3—¢ 3 . 4 _ 14 _ _ _ ‘ _ _
_Elllgo[lnu 31, 1+8121£10[1n|x 3|]3752—51111_1>10(1n| e1] —1In| 3|)—|—£1211_I)10(ln1 Iney) = —o00+ 0.

Como ambos limites son infinitos, la integral impropia es divergente.

D) Considera la integral
/5 dzx
-1 (l' — 1)3
I. Determine si la integral converge en el sentido corriente.
Es necesario tener claro que el integrando no esta acotado en x = 1.

Por definicion:

5

/5 dx I . Y > dx I -1 1_81+ I -1
———— = lim ————+ lim —— = lim |—0— m |—— =
(=1 asot Jo (= 1) ot iy, (= 1) asor [2( = 1)2 ] et [2(x —1)2]

, 1 1 ) 1 1
= lim ———2+11m 532 oo :ﬂ
e1—0t |8 2e7 e2—0t |25 32
Como los limites no existen, la integral no converge.

I1. Determinar si la integral converge en el sentido del valor principal de Cauchy.

Tomando €; = g5 = €, se tiene que:

/5 dx p /1—8 dx N /5 dx y 1 1 N 1 1 3
——= = lim — —|l=1Im (-t = — = | = =
(=123 om0t | )y (x—1)3  Jiio(x—1)3] esot |8 262 222 32 32

Asi la integral existe en el sentido del valor principal de Cauchy.
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2.3. Integrales impropias de tercera especie

Definicién 2.3.1 Son aquellas en la que se obtienen combinando las integrales impropias de pri-
mera y sequnda especie. Por ejemplo:

/—&-00@ B /0 dl’ / /+oo d$
R o+ 22

Este tipo de integral es convergente si y solo si cada una de sus componentes es una integral
convergente.

2.3.1. Ejemplos de integral impropia de tercera especie

Son aquellas integrales que tienen simultdneamente las condiciones de las de primera y segunda
especie. A continuacion se presentan algunos ejemplos.

a) Determinar la convergencia de la integral

Por definicién:

[ee] 061 1 d 1 kg 1
/ —dx— lim —dx—i—hm —dx+11m —dm—l— lim — dx =

k1—>oo e1—0 c eo—0 0+es k2—>oo d 1'2

1 1 1 ) 1 1 , 1 1
=lim (——+—|]+lim|({—+-)+lm|—=+— ]+ lim ([——+- ]| =0
k1—00 C kl 61—>0 &1 C e2—0 d E9 ko—00 k2 d

Por lo tanto, la integral impropia es divergente.

b) Estudiar la convergencia de la integral

Por definicién:

‘oo 2 1 too
da::/ d33+/ dr =
/0 (z—1 o (x—-1) s (x—1)

1—e 1 2 b 1
lim dr + lim dr + lim

d
eo- Jo (@ —1) ot Jie (m—1) bt Jy (x—1)

1

1

Como / ( 1 dx es divergente, por lo que la integral de tercera especie también lo sera.
o \T—



CAPITULO 2. INTEGRALES IMPROPIAS 20
c) Estudiar la convergencia de la integral

Bzfowm“

, f es continua en |0, +00[ con una asintota vertical x = 0, entonces
1
2/’

N
(z+1)vx

B se define como una integral impropia de tercera especie. Luego si u = y/x, entonces, du =

Noétese que si f(x) =

en efecto

0 1 0 b
/ ———dr = 2/ da du = lim 2/ d du = lim 2(arctan b—arctan0) = 2 - L —
o (@+ vz 0 b 0 2

U2 +1 b—o0

Como el limite existe, entonces B converge a 7.



CAPITULO 2. INTEGRALES IMPROPIAS 21

El estudio de la convergencia de integrales impropias queda limitada por su definicién con el
limite, pues hay ejercicios que son mas complejos y engorroso de resolver, por lo cual se requieren
de ciertos teoremas o criterios de convergencia aplicadas a las integrales impropias para resolverlas.
A continuacién se enuncian los teoremas con su respectiva demostracién y algunos ejemplos.

2.4. Criterios de convergencia

Teorema 2.4.1 (Criterio de comparacion). Sean f, g : [a,+0o0] — R integrables y no negativa en
[a,b] conb> a. Sieziste k >0 yc>a tales que 0 < f(x) < kh(x), para todo x > ¢, entonces:

“+o00

+oo

i. Si/ h(z) dx es convergente, entonces f(z) dx es convergente.
a Yoo al&—oo

i1. Si f(z) dx es divergente, entonces / h(z) dx es divergente.

a

b b
Demostracién: Si 0 < f(z) < kh(z), para todo = > ¢, entonces / f(z) doz < k:/ h(z) dx.
+00 +00 ¢ ¢
i. Si / h(x) dz es convergente, entonces / h(z) dx es convergente, entonces existe un nimero

b
real M tal que / h(xz) de < M, ¥b> a. Por tanto:

b b +o0
/ f(z) de < k‘/ h(z)de <k- M=M', Yb>c= f(z) dx es convergente.

a

+o0o +oo

ii. Si f(x) dz es divergente, entonces f(x) dz es divergente, entonces existen M > 0y

b>a tales que:

/cbf(:c)dx>M:>k:/ dm>/f dx>M:»/ dx>—:M'

+oo +oo
= / ) dx es divergente , por tanto/ h(z) dx tambien lo es. [J

Teorema 2.4.2 (Criterio de comparacion por cociente). Sea f,g : [a,b) — R, con a,b € R, dos
funciones positivas (f,g > 0) para las que se verifica que:

lim @)

=1>0, leR
e—b- g(x)
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b b
Entonces la mtegml/ f(x) dx existe si y solo si, existe la/ g(x) dx.

1
Demostracion: De la definicién de limite, si h'ril % =1 >0, para € = > existe un 0 > 0 de
z—=b— glox
modo que si z € (b — 4,b), entonces:
L_f@) 3
27 g(x) = 2

Por lo tanto,

%mme@wzﬁmm>Vw€®—&®

b— (5 b—d
Como las integrales de Riemann ) dxy / ) dx existen. Se aplica el criterio de
a

comparacion a las integrales f(z) dxy / g(x) dz, de esa forma queda demostrada. OJ
b5 b—5

“+o0

Teorema 2.4.3 (Convergencia absoluta). Sea f : [a,+00) — R, se tiene que, si f converge

a
—+00

absolutamente, entonces, la f converge.

Demostracion: Es claro que:

—lfI<r<Ifl /1A

0<f+1fl <2/f]
+oo

+0o0
Luego, por el criterio de comparaciéon, como por hipotesis / | f| converge, entonces, f+Ifl
a

a
converge.

Ademas, para x € [a, +00), tenemos que:

@) = @)+ 1) - 1@ = [ 1= [+im- [ 1

Como x — 400 y gracias a que ambos limites a la derecha existen, el teorema queda demostrado.
O
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Teorema 2.4.4 (Criterio de Abel y Dirichlet).
i. Sea f:|a,b) = R una funcion mondtona en [a,b).

ii. Sea g : [a,b) — C una funcion integrable en todo intervalo de la forma [a,t], a <t <b, y sea
G(a:):/ g a<zx<b
Ademds, supongamos que se cumple al menos una de las siguientes condiciones:
b
a) f es acotada en [a,b) y la integral impropia / g es convergente.
b) lim,;, f(x) =0 y G es acotada en [a,b).

Entonces la integral impropia / fg es convergente.

Demostracién: Notemos que en la condicién a) existe un limite finito lim G(¢). Por eso la funcién
t—b

G es acotada en ambos casos a) y b).

Para demostrar la convergencia de la integral impropia / fg, apliquemos el criterio de Cauchy.

Supongamos que a < 1 < x9 < by acotamos la integral / fg usando el segundo teorema del

valor medio de Bonnet:

[ s \ < (f()+2 |f@))  sup

1< t < o

= (fz)[+21f(@)) sup |G(t) = Gl

1 <t < o

Si se cumple a) y L = hrrll) G(z), entonces aplicamos la desigualdad:
z—

|G(t) — G(z1)| < |G(t) = L| + |G(21) — L]

Y obtenemos:

/ fg’ < 6( sup |f(17>\> sup [G(t) — L]
z1 z € [a,b) t >z
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Si se cumple b), entonces:

/”fg\ <6lf(x)] sup |G(@)

z € [a,b)

En ambos casos, la integral considerada tiende a cero cuando x; tiende al punto b. Asi queda
demostrado el teorema. [

Para tener mayor claridad del usos de estos teoremas en la aplicaciéon de la convergencia de inte-
grales impropias, se estudiaron algunos ejemplos.

2.4.1. Ejemplos de los criterios de convergencia

+00 | o3
/ | 81112x| i
1 x

i 1
| sin z| <l vezi
T

A) Estudiar la integral impropias

Claramente se tiene que:

0<—

+o0 d
Luego como la integral / —, es convergente. Se concluye por el criterio de comparacion, que
.

, | sin 7| .,
la integral ——— dx es también convergente.
1 x

/4 in x

2

B) Estudiar si /

o+ r

dz es convergente o divergente.

Por el criterio de comparacién por cociente:

sin
) 2 sin x
lim £ = lim =1
xz—0t z—0t T
x
/4 o w/4
. sin x . . . [ o
Por tanto la integral - dx y la integral — dx tiene el mismo caracter. Por el criterio
o+ T ot T

de comparacién, la ultima integral es divergente y la primera integral también es divergente.
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C) Estudiar la convergencia de la integral

1
cos | —
km T

o+ Vi

)
COos | —
<

VT

dx, conk € 7Z

Por criterio de comparacion:

1
x

dx es convergente

1

o [ e g, (11 1), s [
omo —— es convergente, pues (r = = , entonces —

or VT g P 2 o+ vV

también y por lo tanto la integral dada es absolutamente convergente.

D) Estudiar la convergencia de la integral

o -
sin
/ dxr para o >0
1

xa

1

Como la funcién f(z) = sinz, tiene primitiva F(z) = —cosz acotada y la funcién g(z) = —

:LvOé

es derivable y decreciente, con lim g(x) = 0, por el criterio de Abel - Dirichlet, se deduce que la
T—00

integral es convergente.



Capitulo 3

Integrales infinitas

3.1. Existencia de la integral infinita

Definicién 3.1.1 Si f es Riemman integrable en |a,c| para cada ¢ > a. Sea I. la integral parcial

dado por:
. / ;.

Se dice que es la integral infinita de f sobre {x : x > a} si para todo € > 0, existe un nimero real
M (e) tal que si ¢ > M (e) entonces |I — I.| < e. En este caso denotamos I por:

+oo +oo
[ 1] swa

3.1.1. Ejemplos de la existencia de la integral infinita

A continuacién se presentan algunos ejemplos de la existencia de la integral infinita. Para su
estudio, se utilizé la definicion.

1
A) Si f(x) = ~ parag > a > 0, entonces la integral parcial es:

I, = /C = dx = In(c) — In(a)

T

Como In(c) se vuelve infinito cuando ¢ — +o00, la integral infinita de f no existe.

26
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B) Sea f(z) = 2® parax > a > 0y « # —1, entonces,

¢ a+1 1T=¢ a+1 a+1 1
I. = / 2 dp = | 2 — (£ _ s = (Tt — goth).
a a+1], _, a+l a+1 a+1

T

Sia > —1, entonces a + 1 > 0 y la integral infinita no existe. Sin embargo, si a < —1, entonces,

+o0 a+1
/ o dp = -2
a a—+1

C) Sea f(x) = e ® para x > 0, entonces,

/ e ¥ dr =]—e"2
0

Por lo tanto, la integral infinita de f sobre {z : > 0} existe y es igual a 1.

=—(e“—=1).

Iyl
oo

Ahora abordaremos algunos criterios para la existencia de la integral infinita sobre el conjunto
{z : x < +a}. Aunque también se pueden aplicar para dar condiciones para la integral infinita
sobre R.

3.2. Ciriterios de existencia de la integral infinita

Teorema 3.2.1 (Criterio de Cauchy). Supongamos que f es integrable sobre |a,c|] Yc > a. En-

tonces la integral infinita f existe si y solo si para todo € > 0 existe un K(g) tal que si

/be

Demostracion: Supongamos que se cumple la condicion y dejamos que I, sea la integral parcial

definida para n € N por:
a+n
v [

b>c> K(e), entonces:

<e&.
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Vemos que I, es una secuencia de Cauchy de nimeros reales. Si I = lim(/[,,) y € > 0, entonces,
existe un N(e) tal que si n > N(e), entonces |I — I,,| < €. Sea M(e) = sup{K (), a+ N(e)} y sea
¢ > M/(e); entonces la integral parcial I. es dada por:

c a+N(e) c
L=[i=[ i+ s
a a a+N(e)

Donde se deduce que |I — I.| < 2e. Asi queda demostrado. [J

Teorema 3.2.2 Supongamos que f(x) > 0 para todo x > a y que [ es integrable |a,c| para todo
¢ > a. Entonces la integral infinita de f existe si y solo si el conjunto {I.: c > a} es acotado. En

este caso:
“+oco c
fzsup{/ f:cza}.

Demostracién: Si a < ¢ < b, entonces la hipdtesis que f(z) > 0 implica que 1. < I, entonces
1. es una funcién mondtona creciente de c. Por lo tanto, la existencia de lim I,. es equivalente a la
delimitacién de {I.: ¢ > a}. O

Teorema 3.2.3 (Comparacion de limites). Supongamos que f y g no son negativos e integrable
sobre |a, | para todo ¢ > a y que:

i)
Jm 9(z) 7 0.

“+oo +oo
Entonces ambas o ninguna de las integrales infinitas / f, / g existen.

Demostracién: En relacién al lim % # 0, podemos inferir que existe un ntimero positivo
T—400 g €T

A< By K > a tal que:

Ag(z) < f(z) < Bg(x) para = > K.
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La prueba de comparaciéon y esta relacion muestra que ambos o ninguna de las integrales infinitas
+oo “+o0o
/ f, / g existen. Dado que tanto f como g son integrables en [a, k]. Asi queda demostrado
2 k

el teorema. [

Teorema 3.2.4 (Dirichlet). Supongamos que f es continua para x > a y que la integral parcial:

C
Ic:/ f, c>a.
a
+oo

Es acotada y ¢ es mondtona creciente a cero cuando x — 400, entonces la integral infinita fo

3 a
existe.

Demostracién: Sea A un limite para el conjunto {|I.| : ¢ > a}. Si e > 0, sea K(e) tal que si
£
x > K(g), entonces, 0 < ¢(x) < oA Sib > c¢ > K(e), entonces se desprende de la forma de

Bonnet del segundo teorema del valor medio, que existe un nimero ¢ en [a, b] tal que:

/bewzw(c)/:f-

En vista de la estimacion:

/ f' = |I. - I] < 24A.

Resulta que:

/beg0‘<5.

Cuando b > ¢ ambos existen K (). Entonces podemos aplicar el criterio de Cauchy, de esa forma
queda demostrada el teorema. [
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Para tener mayor claridad del uso de estos teoremas en la aplicacién de la existencia de integrales
infinitas, se estudiaron los siguientes ejemplos.

3.2.1. Ejemplos de los criterios de existencia de las integrales infinitas

1
A) Si f(x) = y g(x) = 5 bara x > a > 0, entonces, 0 < f(z) < g(z). La integral

(14 22?)

+oo 1
infinita / — dx existe.
1 T

Del teorema de comparacion, se puede deducir que la integral infinita:

+oo 1
/ dx también existe.
1 1 -+ 332

Esto podria mostrarse directamente senalando que:

¢ 1
/ dxr = arctanc — arctan 1.
1 1 + .I‘Q

s
y arctanc — 5 cuando ¢ — +o00.

B) Sea p > 0 y considera la existencia de la integral infinita

T sinx
dz.
1 xP

. . ) 1
Si p > 1, entonces el integrando es denominado por — yes convergente. En este caso el teorema
x

de comparacion implica que la integral infinita converge. Si 0 < p < 1, este argumento falla; sin

embargo si establecemos f(z) =sinz y ¢(x) = —, entonces el teorema de Dirichlet muestra que
x

la integral infinita existe.
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C) Si h(z) = e y g(z) = e, entonces 0 < h(z) < g(z) para > 1. La integral infinita

+oo
/ e " dr existe, de donde se deduce del teorema de comparacion, que la integral infinita I =

+oo
2 ., . . . . . .
/ e ¥ dx también existe. Esta vez, una directa evaluacién de la integral parcial no es posible,
0

usando funciones elementales. Sin embargo, hay un artificio elegante que puede ser usado para
evaluar esta integral. Sea I. denota la integral parcial:

Ic:/ e da.
0

Y considerar la funcién continua positiva de plano f(z,y) = e~ en el primer cuadrante (z, Y).
La integral de f sobre el cuadrado S, = [0, ¢] x [0, ¢] puede ser evaluada como una integral iterada.

/ e~ (@ y?) — /C {/C e eV’ d:v} dy.
: o Lo

Esta claro que esta integral iterada es igual a:

([} {[ )

Ahora, sea R, = {(z,y) : 0 <z, 0 <y, 22+ y* < *} y notamos que el sector R, estd contenido
en el cuadrado S, y contiene el cuadrado S, /s.

Ya que f es positivo, esta integral sobre R, se encuentra entre su integral sobre S¢/5 y Se.

Por lo tanto,
(10/2)2 < f < (10)2.
R

Si cambiamos a coordenadas polares es facil evaluar esta integral. De hecho:

Jor= [}
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Y se deduce del Teorema 3.2.2 que:

oo |
e dx:sup[c:§\/7_r.
0

Por lo que la integral infinita existe.

3.3. Convergencia uniforme y absoluta

+o00
Definicién 3.3.1 (Convergencia absoluta) Si la integral infinita / |f(z)| dx existe, entonces

+oo
decimos que [ es absolutamente integrable sobre {x : x > a} o que la integral infinita f(z) dx

a
es absolutamente convergente.

Definicién 3.3.2 (Convergencia uniforme) Sea f una funcién de valor real, definida para (z,t)

satisfaciendo x > a y a < t < . Supongamos que para cada t en J = [a, ] la integral infinita
+oo

F(zx) = f(x,t) dx existe. Decimos que esta convergencia es uniforme en J si para todo € > 0

existe un numero M (e) tal que si ¢ = M(e) yt € J, entonces

<E.

‘F(t) - /:f(:v,t) dz

A continuaciéon abordaremos algunos teoremas para la convergencia absoluta y uniforme de inte-
grales infinitas.

3.4. Criterios de convergencia absoluta y uniforme

Teorema 3.4.1 (M - Weierstrass). Supongamos que [ es Riemann integrable sobre |a, c| para todo
c>a y para todo t € J.

Supongamos que existe una funcion positiva M definida para x > a tal que:

|f(x,t)| < M(x)para z > a, t € J.
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y tal que la integral

+o0
/ M (z) dx existe,

entonces para cada t € J, la integral

“+o00

F(t) = fla,t) dt,
es absolutamente convergente y la convergencia es uniforme en .J.

Demostracion: La convergencia de

+o00
/ |f(z,t)| dt para t € J.

Es inmediatamente consecuencia del teorema de comparacion y la hipdtesis. Por lo tanto, la integral
F(t) es absolutamente convergente para ¢ € J. Si utilizamos el criterio de Cauchy junto con la

estimacion:
b
/ f(z,t) dox
C

Podemos establecer facilmente la convergencia uniforme en J y es absolutamente convergente. [

< [ s [ )

El teorema de M - Weierstrass es 1til cuando la convergencia es absoluta y uniforme, pero no es
lo suficientemente fino como para manejar caso de convergencia uniforme no absoluta.

Teorema 3.4.2 (Dirichlet para convergencia uniforme y absoluta). Sea f continua en (z,t) para
x>ayt € J y supongamos que existe una constante A tal que:

/a Flat) da

Supongamos que para cada t € J, la funcion p(x,t) es mondtona decreciente para x > a y converge
en 0 cuando x — 400 uniformemente para t € J, entonces la integral

<A parac>a, teJ

+oo
F(t) = f(z,t)p(x,t) de converge uniformemente en J.
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Demostracién: Sea ¢ > 0 y asignar K(¢) tal que si x > K(¢) y t € J, entonces p(z,t) < 5A

Si b > ¢ > K(e) entonces se deduce de la forma de Bonnet del segundo teorema del valor medio,
que para cada t € J, existe un numero £(¢) en [c, b] tal que:

b e(t)
/ flz, t)p(z,t) dz = p(c, t)/ flx,t) da.

Por lo tanto, sib > ¢ > K(e) y t € J tenemos que:

< (e t)-2A <e.

/ flz, t)p(x,t) de

Entonces la uniformidad de la convergencia, se deriva del criterio de Cauchy. [J

Para tener mayor claridad del uso de los critrios en la aplicaciéon de la convergencia absoluta y
uniforme de integrales infinitas, se estudiaron algunos ejemplos.

3.4.1. Ejemplos de los criterios de convergencia absoluta y uniforme
A) Si f es dado por:

costx
)= —— >0, teR.
f(x7) 1+x27 ‘r— )

Y si definimos M por M(z) = (1 + 2?), entonces |f(z,t)| < M(z), ya que la integral infinita
+o0

M (z) dz existe.
0

Del teorema de M - Weierstrass, se deduce que la integral infinita

+ costx .
dx converge uniformemente para t € R.
0 14az?
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B) Sea f(xz,t) = e *z' para x > 0, t > 0. Esto vemos que la integral

+o0
/ e xt dx
0

converge uniformemente para ¢ en el intervalo [0, 4] para algin $ > 0. Sin embargo, no converge
uniformemente en {t € R: ¢ > 0}.

C) Si f(x,t) = e ™sinx parax >0y t > v > 0, entonces:

[f@ )] < e < e
Si establecemos M (x) = e~ 7%, entonces, el teorema de M - Weierstrass implica que la integral

+oo
/ e "sinx dr converge uniformemente,
0

para t > v > 0 y un calculo elemental muestra que converge a (1 +t*)~! (Nota: si t = 0, entonces
la integral no converge).

D) Considerar la integral infinita

+00 :
sin x
/ et dx parat >0,
0 x

donde interpretamos que el integrando es 1 para x = 0. Dado que el integrando estd dominado
por 1, es suficiente mostrar que la integral sobre ¢ < x converge uniformemente para t > 0. El

teorema de M - Weierstrass no aplica en este integrando. Sin embargo, si tomamos f(z,t) = sinx
—tx

y o(z,t) = , entonces la hipdtesis del teorema de Dirichlet satisface.



Capitulo 4

Aplicaciones

4.1. Area y volumen

Las integrales impropias tienen bastantes aplicaciones en geometria, particularmente con los con-
ceptos de area y volumen. A continuacién se presentan algunos ejemplos.

A) Hallar el drea comprendida entre la estrofoide y*(a + z) = 2%(a — z) y su asintota.

Solucién

a—=x
a+x

En forma explicita, la ecuacién es y = £+ x y su asintota es la recta x = —a.

Figura 4.1: Estrofoide

De acuerdo con la figura 4.1 y teniendo en cuenta la simetria, el area es:

0 0 2
la — la — 4
A:2/x ¢ xdmz?h’m T ¢ xdx:M
—a a-+x r——at J,. a-+x 2

36
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B) Hallar el drea situada a la derecha de z = 3 y acotada por la curva y =

el eje .
22— 1 y A

Solucion

Figura 4.2:

dx
22 —1
es una integral impropia. Resolviendo la integral indefinida por el método de fracciones simples,
obtenemos:

De acuerdo con la grafica de la figura 4.2, el area viene dada por la formula A = / que
3

b b
d 1 -1
A= lim L~ Zm |n>
b—o0 31'2— 2 b—oo $—|—13
1 1
1 b—1 1.1 1 —
== lim In ——In-=-limlh—2L 4 -In2=-In2
2000 b+1 272 2bme0 1
b
) 1
Por lo tanto el area de la figura 4.2 es de 5 In 2.
C) Calcular el area acotada por las curvas y = —, y = ] f 5 en el intervalo z € [1,00).
x x

Solucion
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w

o

-3

Figura 4.3:

De acuerdo con la grafica de la figura 4.3 y por definicién de integral impropia, tenemos:

* /1 b1
A—/ ST ) dr = lim St )
1 \x  1+22 booo J; \x 1+ 22

1 b
= lim {lnx - §ln(1 —|—x2)] = lim > = Inv2.

b 1
In ——-1In—
b—00 0 b—>oo(n\/1—|—b2 n\/§

D) Se considera la regién R acotada por las curvas y(z% + 1) + arctanz = 0 y 2%y®> = 1 en el
intervalo z € [0, 1].

i) Calcular el area de la regién R.
ii) Calcular el volumen del sélido obtenido al girar R alrededor del eje x.

Solucion:
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w

-3

Figura 4.4:

i) De acuerdo con la figura 4.4, el area viene dada por:

1
A:/ <x2/3+ar§tﬂ> dr = lim
0 xr +1

= lim (3_1_@ 3413 _ M)
2 2

ii) El volumen pedido es el mismo que el de la regién comprendida entre la curva y = 2~

39

y

el eje x en el intervalo [0,1] (Basta observar que al girar estd regién ya queda incluida la parte

comprendida en el cuarto cuadrante).

1 1
V—7r/ y2d$—7r/ 43
0 0

= —3r lim (173 — a71?) = .

a—07t

dr = lim -
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