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NOTACION

ar Funcion a es creciente (a: alfa, letra del alfabeto griego)
Aay, Diferencial entre el a(x;) — a(xj;_,) término

Axy, Longitud del k-ésimo subintervalo x;, — xj_;

[a, b] Intervalo cerrado de extremos ay b

Intervalo, del latin intervalum, entre vallas
Bern Bernoulli, la distribucion de Bernoulli o distribucién dicotémica
E(X) Esperanza matematica de la variable aleatoria X
Var(X) Varianza de la variable aleatoria X

Q En la teoria de probabilidades, se refiere al espacio muestral
P Particion (del intervalo [a, b])
P’ Particiobn mas fina que P

[|P]| Norma de particion, es el > de los n nimeros Ax;, = x; — Xy
P, Particion etiquetada

#la,b] Conjunto de todas las particiones posibles del intervalo
R Conjunto de las funciones Riemann integrables
f €ER(a) f es Riemann integrable con respecto a a
R Simbolo que reemplazara a R en este trabajo, solo para efectos
de evitar confusion con la notacion R del conjunto de los reales

inf infimo, del latin infimum, la mayor cota inferior

sup Supremo, del latin supremum, la menor cota superior
m Minimo, representa al infimo

Méaximo, representa al supremo

M
2.m

Sumatoria del infimo de los valores de la funcién en el k-ésimo
subintervalo

S

Sumatoria del supremo de los valores de la funcién en el k-
ésimo subintervalo

S(P,f,a) Suma parcial de Riemann-Stieltjes de la funcion f con respecto
aa

L(P,f,a) Suma inferior de Stieltjes de la funcidn f respecto a «
L, del inglés Lower, inferior

UPP,f,a) Suma superior de Stieltjes de la funcién f respecto a «
U, del inglés Upper, superior

b Integral inferior de Stieltjes de f con respecto a «, equivalente a
fa f da la siguiente expresion: [ = (f, a)

fEfda

Integral superior de Stieltjes de f con respecto a a, equivalente
a la siguiente expresion: I = (f, a)




RESUMEN

El presente trabajo de investigacion se centra en el estudio de las bases teoricas
gue le dan el sustento a la integral de Riemann Stieltjes. Inicia con el desarrollo de
los conceptos basicos que permitan entender el concepto de la integral de
Riemann, y luego como una extension de la misma se continta con el desarrollo
de la teoria que le da forma a la integral de Stielties mediante la presentacion de
teoremas y sus demostraciones y finaliza con una aplicacién de la misma integral
a la teoria de probabilidades.



INTRODUCCION

Desde la antigiedad los hombres intentaron encontrar soluciones a cuestiones
qgue representaban problemas en la vida cotidiana. El cémo, constituia el desafio
fundamental. Desde el registro de las primeras pinturas rupestres con expresiones
gue sefialaban cantidad hasta el desarrollo de las matematicas griegas, hay una
extensa linea de tiempo donde el conocimiento cientifico de debatia entre la
observacion de fendmenos de la natureleza y la religiosidad pagana. Sucesivas
civilizaciones establecidas en el Medio Oriente fueron sentado las bases de lo que
iba a ser el florecimiento del pensamiento helénico y su influencia en el mundo
antiguo. Sin embargo, como todas las civilizaciones, la griega no escapdé a su
destino y después de una larga supremacia poco a poco fue menguando su poder
e influencia a manos del naciente imperio romano. El asesinato de Hypatia en el
415 d.C. suele sefalarse como el fin de la escuela matematica griega y su largo
reinado milenial.

Debi6 pasar casi otro milenio para que comenzara a vislumbrarse en Europa los
gérmenes de una ola de pensamiento critico que cuestionaba el razonamiento
cristiano para explicar muchos fenémenos. En el intermedio de ese periodo de
oscurantismo, el aporte de herencia matematica griega a los arabes resulté vital
para mantener viva y presente la ciencia. Dada la enorme influencia que aun
ejercian los postulados de Euclides, el desarrollo del pensamiento matematico
nacia y moria siempre en la busqueda del lenguaje geométrico para explicar
cualquier razonamiento matematico. Conceptos tales como infinito o indivisibles
entre otros, se comienzan a tornar habituales entre los pensadores de la época, el
interés por el espacio celeste abre aun mas el espectro y la necesidad de expresar
los descubrimientos acelera el avance de la matematicas.

Lo restringido de la aritmética para explicar muchos fenémenos fisicos y naturales
obliga a ir un paso mas adelante. El desarrollo del calculo como herramienta
necesaria para suplir esa necesidad hace su aparicidon con los primeras ideas de
Cavalieri, y luego con Wallis, Gregory y Barrow; pero basica y fundamentalmente
en las ideas de Newton y Leibniz, a pesar sin embargo de que Arquimides ya lo
utilizaba para calcular areas y voliumenes en lo que hoy conocemos como calculo
integral.

Durante el siglo XVIII los conceptos matematicos se amplian mucho mas y la idea

de Newton de la integral de una funciébn como la inversa de la derivada son
expandidas con el aporte de otros matematicos. En su formulacion, tanto la
derivada como la integral se basan en el concepto de limite para poder calcular
expresiones que se van tornando infinitamente pequenas.

El matematico francés Louis Cauchy (1789-1857) fue el primero en plantear la
necesidad de una definicion de integral mas general y la prueba de su existencia,
para una clase de funciones mas amplia. Su trabajo consistié en subdividir por
primera vez el intervalo de definicion en pequefios subintervalos y definir a la
integral como el limite de una suma. Sin embargo seria el matematico aleman
Bernhard Riemann (1826-1866) quien organiz6 la informacion dispersa y
desarroll6 una definicion formal y rigurosa para el uso de la integral.
Sucesivamente el concepto se fue ampliando y se agregaron nuevos puntos de
vista que generalizaban el concepto de integral.

En 1887 el matematico italiano Giuseppe Peano (1858-1932) publica su trabajo
“Aplicaciones geométricas al calculo infinitesimal” y en ella se define por primera
vez el concepto formal de area para el estudio de las funciones continuas.

Todas las sucesivas aportaciones gue en las Ultimas tres décadas del siglo XIX se
realizaron a la integral de Riemann, experimentan una nueva transformacién
cuando el matematico holandés Thomas Stielties (1856-1894) desarrolla un



meétodo alternativo para definir la integral de Riemann y dar respuesta a problemas
que la primera no podia resolver. En 1894 Stielties habia publicado una
investigacion sobre fracciones continuas (Recherches sur les fractions continues)
y en su desarrollo introduce una nueva forma de trabajar la integral de Riemann,
con no una sino que con dos funciones. Esta generalizacion a la integral como una
extension de la misma enseguida present6 grandes ventajas de aplicaciéon en las
diferentes ramas de la matematica como también en la fisica, extendiendo el
concepto de &rea bajo una curva y ocupando dos funciones para integrar variables
continuas y discretas.

La integral de Riemann es con toda probabilidad uno de los conceptos que como
estudiantes de Analisis Matematico o Calculo se estudiaran en la Universidad. En
el caso de Stieltjes y a diferencia de Riemann, amplia la integral e involucra dos
funciones: f y a. Se construye de manera similar a la integral de Riemann, vale
decir, dentro de un intervalo [a,b], luego se define una particion P que la
entenderemos como un conjunto de puntos finitos x,, x4, ..., x, donde:

a=xu<x < <xp1<x,=Db

y suponemos que la funcion f es real y acotada, y definida en el mismo intervalo.
Aun mas interesante y potente, la integral de Stieltjes conserva aun su identidad
cuando la funcién no es continua y es ahi donde se vuelve manifiesto su valor, o
bien también cuando la funcion no admite ser derivable.

En este proyecto de tesis, dedicado a la integral de Riemann-Stieltjes,
introducimos el tema presentando en primer lugar algunas definiciones y principios
basicos para entender la integral de Riemann, con esa base posteriormente se
desarrollan los teoremas que fundamentan la integral de Riemann-Stieltjes,
enunciando las definiciones y demostrando sus teoremas, puesto que nuestro
trabajo de tesis es una abstraccion de la clasica integral de Riemann. A
continuacion se presenta el concepto de la g-derivada y el Teorema Fundamental
del Calculo para la integral de Riemann-Stieltjes.

Finalmente, buscando una aplicacion del concepto al campo de la matematica en
la ensefianza media, se presenta una aplicacion a la teoria de probabilidades en el
uso de la esperanza y la varianza matematica.



Formulacion del Problema

En el desarrollo de las mateméticas, los avances que experimentan ciertas ramas
de la disciplina en el transcurso del tiempo con el aporte de muchos
investigadores, a menudo logran que un concepto se amplie en el sentido de
responder a mas interrogantes, en cierto modo, aumenta el espectro original que
abarcaba el principio estudiado.

Tal es el caso de la integral de Riemann-Stieltjes, que corresponde a una
generalizacion de la integral de Riemann, y que en su extension permite ampliar
enormemente el potencial de la herramienta original.

Conocer mejor la teoria que le da consistencia a la integral de Riemann-Stieltjes
mediante el estudio y desarrollo de los teoremas que le dan forma a su estructura,
es parte del objetivo del presente trabajo.
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Objetivos

1. Objetivo General

Analizar la integral de Riemann-Stielties mediante el desarrollo de los
teoremas que la sustentan.

2. Objetivos Especificos

I. Describir las generalidades de la integral de Riemann-Stielties a
través de la demostracion paso a paso de sus teoremas.

II.  Conocer el teorema fundamental del célculo para la integral de
Stieltjes analogo a la integral de Riemann.

[Il.  Identificar la aplicabilidad de la integral de Riemann-Stielties en la
teoria de probabilidades.
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Capitulo 1. Resefas Biograficas

1.1. Bernhard Riemann

Bernhard Riemann, de nombre completo Georg Friedrich Bernhard Riemann,
nacio en la ciudad alemana de Breselenz, Hannover, el 17 de septiembre de 1826.
De profesion matematico, realizd0 contribuciones en las diversas areas de la
matematica y destacan entre ellas sus muy importantes aportes al campo del
analisis y la geometria diferencial, cuyos profundos y novedosos enfoques
establecieron la matematica que le daria el fundamento a Albert Einstein para el
desarrollo de su teoria de la relatividad. Se dice de Riemann que es uno de los
ejemplos de entre los varios que pueden encontrarse en la historia de las
matematicas, en el que se da la dualidad de profunda capacidad creativa a la
solucion de problemas, y a su vez, corta vida.

Riemann, de personalidad timida e introvertido toda su vida, nacio en el seno de
una familia pobre pero en la que reinaba un caracter serio y piadoso y una vida
hogarefia estimulante; fue el segundo de seis hermanos pero su salud fragil fue
también el denominador comun en la familia y debié lamentar la pérdida de su
madre Charlotte y todos sus hermanos, expecto llse, a una temprana edad. Su
padre Friedrich Bernhard Riemann, era un pastor protestante de economia
precaria que le instruyd en historia, aritmética y geometria, habia luchado en las
guerras napoleodnicas y provenia de una larga linea de ministros luteranos, su
abuelo materno habia sido consejero de la corte de Hannover. EI mas estrecho
carifilo unia a Riemann con su familia y asi se mantuvo durante toda su vida, como
gueda de manifiesto en la correspondencia rescatada. Tuvo en su nifiez la suerte
de tener un maestro de escuela de apellido Schulz, quien le ensefid los
fundamentos de la aritmética y geometria avanzada que su padre en su mejor
intencién, no podia enseniar.

En 1840, su progenitor, preocupado por un mejor desarrollo de su hijo, lo deja con
su abuela en Hannover y éste logra ingresar al prestigioso Lyceum, donde estudio
hebreo y cosa extrafia para sus maestros, traté de probar la certeza del libro de
Génesis por medio de razonamientos matematicos. Dos afios mas tarde fallece su
abuela y el joven Riemann se traslad6é al Johanneum Gymnasium, de Lineburg,
no tan prestigioso como el anterior pero donde quedaria de manifiesto la
genialidad de Riemann. En ese periodo se hace asiduo visitante de la biblioteca y
estudia entre varios libros uno que le marcaria a futuro en el desarrollo de sus
investigaciones, la “Teoria de los numeros”, del destacado matematico francés
Adrien-Marie Legendre, y un tema del que a posterior se haria particularmente
famoso, la distribucion de los nUmeros primos.
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En la primavera de 1846, a la edad de 19 afios ingres6 a la Universidad de
Gottingen. Desde pequefio habia estado inmerso en un ambiente religioso y le
parecié natural seguir el camino tomado por su padre, a quien profesaba gran
carifio, por lo que se anot6é en la carrera de teologia. Su asistencia a algunas
clases de matematicas de Moritz Stern y en particular a un curso impartido por
Gauss, de 69 afios a la fecha y por aquel entonces el matemético mas importante
del mundo, sobre el Método de los minimos cuadrados, le decidié a querer esa
ciencia por profesion. En 1847 su padre, con quien Riemann siempre mantuvo una
relacién afectiva muy cercana y del que nunca hubiera tomado una decision sin
consultar y esperar su venia, logr6 no sin menos esfuerzo reunir el dinero
suficiente para que su hijo se pudiera cambiar desde la facultad de teologia y
comenzar a estudiar matematicas. A sugerencia de Gauss, se march6 a mediados
de 1847 a la Universidad de Berlin (1847-1849) a estudiar con la brillante
generacion de matematicos que habia en aquel momento, donde seria alumno de
otros ilustres matematicos: Jacobi, Steiner, Eisenstein y Dirichlet. Su permanencia
en la universidad fue fructifera en cuanto a que en esa época comenzé a trabajar
en la elaboracién de lo que seria su teoria general de variables complejas y
ademas porque la influencia que recibi6 de Dirichlet en su modo particular de
razonar los problemas seria manifiesto en el futuro, pues adopté su forma intuitiva
y trabaj6 de acuerdo con sus métodos. En marzo de 1848 estallaron
manifestaciones y movimientos obreros por toda la Confederacion Germanica
(Alemania) en lo que se conoce como la Revolucion de Marzo y el joven Riemann
rapidamente se vid envuelto en las manifestaciones tomando partido en la defensa
de la monarquia y siendo llamado a la milicia, incluso ayud6 a proteger al rey
Federico Guillermo IV de Prusia en su palacio de Berlin. Permanecio alli por dos
afios y volvio nuevamente a la Universidad de Goéttingen en 1849. En su periodo
de vuelta, Riemann fue asistente durante 18 meses de Weber, quien habia
retornado de Leipzig a ocupar una catedra de fisica en Géttingen en el tiempo en
gue Riemann estuvo en Berlin. Este acercamiento con Weber mas su relaciéon con
el profesor Listing, también fisico, marcaron en Riemann una solida formacién en
fisica tedrica y también en topologia, que resultaron cruciales en sus posteriores
investigaciones. El 16 de diciembre de 1851 presenta su tesis, que habia sido
supervisada por Gauss, “Grundlagen fur eine allgemeine Theorie der Funktionen
einer veranderlichen complexen Grosse” (Conceptos basicos para una teoria
general de las funciones de variable compleja), una tesis doctoral considerada una
joya matematica jamas presentada por un estudiante de postgrado, basada en las
hoy llamadas ecuaciones de Cauchy-Riemann y en la que aparecen el tipo de
superficies que se conocen con su nombre. En su informe sobre la tesis, Gauss
describié este trabajo como “...una disertacion propia de una mente creativa,
activa y genuinamente matematica y de una fértil y gloriosa originalidad”. Tras
volver a la Universidad de Gottingen, Riemann pretende alcanzar un puesto
remunerado de profesor, el cargo era de profesor auxiliar, un Privatdozent, y para
ello habia que superar una prueba de habilitacion, para lo cual era preceptivo dar
una conferencia ante el claustro sobre un tema de la materia.

El postulante al cargo debia proponer tres temas y el jurado escogia cual de ellos
era el que iba a tener que defender el ponente. El criterio tomado por el jurado
para elejir el tema de exposicidbn oral seguia cierta pauta l6gica, es decir, el
ponente presentaba la terna con el tema de sus exposiciones en orden de
preferencia descendente, y el jurado en virtud de ello generalmente elegia el
primer o segundo tema, pero casi nhunca el tercero. Para la exposicién, Riemann
trabajé durante largos 30 meses sobre la representacion de funciones por series
trigonométricas, en el cual analizé las condiciones de Dirichlet para el problema de
representacion de funciones en serie de Fourier como primer tema de la terna. El
segundo tema era una idea que Riemann llevaba trabajando un tiempo; y el
tercero, a sélo un par de meses de la exposicion surgié por una peticion de Gauss
basado en una geometria que discutia algunos principios de Euclides. La terna
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con los nombres de las exposiciones que Riemann propuso fueron en orden de
preferencia como sigue:

1. Sobre la representacion de una funcion por una serie trigonometrica.

2. Sobre la resolucibn de dos ecuaciones de segundo grado con dos
cantidades indeterminadas.

3. Sobre las hipétesis en las que se funda la geometria.

Contra toda prevision, Gauss, en su condicion de presidente del tribunal
examinador, eligio el tema en el que Riemann menos preparacion -en teoria por el
tiempo que tuvo de prepararlo- tenia, el tercero. Gauss habia estado trabajando
el Ultimo tema durante largo tiempo, sabia de su complejidad y tenia curiosidad
por saber como Riemann lo abordaria. El 10 de junio de 1854, un afio antes de la
muerte del viejo profesor Gauss y después de esperar que su delicado estado de
salud se restableciera, presenté su ensayo “Ueber die Hypothesen welche der
Geometrie zu Grunde liegen” (Sobre las hipotesis en las que se funda la
geometria), considerada quizas como la mayor leccion cientifica individual jamas
presentada por el hombre. Una extraordinaria clase magistral impartida por
Riemann la cual versa sobre los fundamentos de la geometria, se desarrolla como
una generalizacion de los principios de la geometria euclidiana y la no euclidea. La
unificacion de todas las geometrias se conoce hoy en dia como geometria de
Riemann y es basica para la formulacion de la teoria de la relatividad de Einstein.
Lo que transforma en extraordonario el texto es que esta redactado de una
manera simple y con demostraciones matematicas breves y claras. La profundidad
de los pensamientos de Riemann superaron todas las expectativas de Gauss y la
audiencia. Al regresar a la reunién de la facultad, le comento al fisico aleman
Wilhelm Weber su mas alta estima por las ideas presentadas por Riemann,
hablando con un entusiasmo que era raro en Gauss. Un afio después, al fallecer
Gauss, su catedra seria ocupada por Dirichlet.

En 1855 la pérdida de su querido padre y la pesada carga financiera que tuvo que
soportar para mantener a su familia afectaron su salud, minandole y provocando
una crisis nerviosa, refugiandose en la montafia donde encontr6 salud a su
enfermedad. Ascendié en la profesion académica a través de una sucesion de
trabajos mal remunerados, hasta que se convirtio en profesor titular en 1859,
ocupando la catedra de Gottingen un 30 de julio para suceder a Dirichlet,
sentandose en un trono que era considerado lo mas grande para un matematico y
disfrutando al fin de una seguridad econémica que siempre le habia sido negada.
Al poco tiempo fue elegido miembro de la Academia de Ciencias de Berlin, y como
tal, un recién electo debia informar sobre sus mas recientes hallazgos, y Riemann
escribié y envié su Unica publicacion, sobre los nameros primos, la “Ueber die
Anzahl der Primzahlem unter einer gegebenen Grésse” (Sobre el niumero de
primos menores que una cantidad dada), una de las grandes obras maestras que
cambiaron de manera significativa la direccion de la investigacion matematica, el
mas célebre trabajo de Riemann y el tema que le habia apasionado 15 afios
antes, en esa publicacion consta la famosa Hipétesis de Riemann. A los 36 afios,
en junio de 1862 se caso con Elise Koch, amiga de su hermana, y con quien tuvo
una hija. En el otofio de ese afio nuevamente su salud se pone a prueba cuando
un fuerte resfriado se transformd en tuberculosis. Tratd de luchar contra la
enfermedad refugidndose por periodos en el clima mas benigno del sur de ltalia,
gracias a la ayuda econdmica que le proporcioné el gobierno aleman. Tras volver
a Gottingen para atender sus compromisos académicos sintio la necesidad de
poner en orden todos sus papeles, pues presentia su final. Para el invierno de
1865-1866 la salud de Riemann se deteriora y parte de Goéttingen en su tercer
vigje a ltalia, pero una guerra con Austria le hace muy penoso el viaje y le impide
llegar a su destino, Sicilia, quedandose entonces en Selasca, en las margenes del
lago Maggiore, frontera con Suiza, donde muere de tuberculosis el 16 de junio de
1866, poco antes de cumplir los cuarenta afios. La mala de salud impidié que
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Riemann publicara todo su trabajo y algunos de sus mejores trabajos sélo vieron
la luz a titulo péstumo, por ejemplo la Gesammelte Mathische Werke (Coleccion
de trabajos mateméticos), editado y publicado en 1876 por su amigo y alumno,
Richard Dedekind.

La influencia de Riemann fue inicialmente menor de lo que podria haber sido.
Goéttingen era una universidad pequefia, Riemann era un profesor pobre y, para
empeorar las cosas, varios de sus mejores estudiantes murieron jévenes. Pero su
trabajo se gano el respeto de algunos de los mejores mateméaticos de Alemania,
incluido su amigo Dedekind y su rival en Berlin, Karl Weierstrass. Otros
matematicos fueron atraidos gradualmente a sus trabajos por su profundidad
intelectual y de esta manera estableci6 una agenda para el pensamiento
conceptual sobre el calculo. Este énfasis fue tomado por Felix Klein y David
Hilbert, quienes mas tarde establecieron Goéttingen como un centro mundial para la
investigacion matematica, con Carl Gauss y Bernhard Riemann como figuras
iconicas. Gracias a la intervencion de Hilbert a principios del siglo XX que la figura
de Riemann alcanza gran popularidad, quien utilizd6 para sus explicaciones el
calculo de variaciones. Ademas de sus importantes trabajos en teoria de nimeros,
series trigonométricas, ecuaciones diferenciales, geometria no-euclidea,
geometria diferencial, también son conocidas sus aportaciones al analisis
matematico, y entre ellas, una idea de integral definida mas general que incluye el
caso de una funcién acotada que admite infinitas discontinuidades desarrollada
mas tarde por Thomas Stieltjen; también se dedica a las funciones de variable
compleja y pone los fundamentos de la topologia.

En el afio 1900 se celebré la segunda version del Congreso Internacional de
Matematicas, en Paris, Francia, donde David Hilbert anuncio la ahora famosa lista
de 23 problemas no resueltos en matematicas, hoy llamados los Problemas de
Hilbert. En el nimero ocho esta la Hipotesis de Riemann, adn irresoluta. Dice la
historia que poco antes de su muerte en 1943, alguien le preguntd cual seria su
primera pregunta si fuera resucitado al cabo de 500 afios, a lo que respondio
inmediatamente, ¢ Ha demostrado alguien la hipotesis de Riemann?.

Su mujer Elise rescato la mayor parte de sus articulos privados de ser destruidos
por un descuido de su ama de casa y los mantuvo bajo llave hasta que murid. En
1920 se hicieron publicos gracias al matematico y editor C.L. Siegel.
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1.2. Thomas Stieltjes

Thomas Jan Stieltjes, nacio el 29 de noviembre de 1856 en la ciudad de Zwolle,
Overijssel, Paises Bajos. Fue un matematico holandés del siglo XIX cuyos
trabajos estan ligados al analisis matematico: teoria de fracciones continuas
funcionales, teoria de integracion aproximada, teoria de polinomios ortogonales y
el problema de los momentos, ademas de realizar enormes contribuciones tales
como la cuadratura de Gauss, entre otras. Sin embargo, para la mayoria de los
matematicos su nombre se recuerda en asociacion con la integral de Riemann-
Stieltjes y la integral de Lebesgue-Stieltjes.

Su padre, del mismo nombre, fue un reconocido ingeniero civil como también un
activo miembro del Parlamento holandés. Sin embargo, mas que en la politica se
destacé como ingeniero, famoso es por la construccion de varios puertos
alrededor de Rotterdam y se le recuerda con una estatua erigida en su honor en
reconocimiento a sus servicios prestados en Noordereiland, en Burgemeester
Hoffman Plein, Rotterdam. Resulta curioso que al ser figuras con el mismo
nombre, la biografia del padre destaque en el diccinario de personas famosas de
los Paises Bajos en relacién con el hijo matematico, a pesar de los importantes
aportes de este ultimo. Thomas Stieltjes padre tuvo siete hijos, y Stieltjes hijo fue
el segundo de los siete, tuvo dos hermanos y cuatro hermanas.

En 1873 comenzo6 sus estudios universitarios en la Escuela Politécnica de Delft,
pero esos afios los pasé encerrado en la biblioteca leyendo las obras de Gauss y
Jacobi en lugar de asistir a clases. Su pasion estaba en el disfrute de leer las
obras de estos grandes matematicos en lugar de asistir y estudiar los cursos, por
lo que la consecuencia natural fue reprobar los examenes finales. Sucesivos
fracasos en los examenes finales en 1875y 1876 tuvieron a su padre al borde de
la desesperacion. Este, en un intento por enmendar el rumbo de su hijo y
procurando que pudiera adquirir un oficio que le sustentara en el futuro, intervino
ante quien era su amigo, el astronomo holandés Hendricus Gerardus van de
Sande-Bakhuyzen, director del Observatorio de Leiden, para conseguirle un
trabajo para su hijo.

En abril de 1877 comenzd un trabajo como Asistente en el Observatorio, pero su
padre que habia hecho todo lo posible para ayudar a su hijo en cuanto pudo, no
iba a vivir mucho tiempo después y murid el 23 de junio de 1878 en Rotterdam. No
se sabe mucho del periodo inmediatamente posterior, pero sin duda el hecho que
marcard un antes y un después en el rumbo que tomaria su vida en lo que
respecta a la matematica, ocurrié el 8 de noviembre de 1882, cuando comenzd
una fructifera correspondencia con el matematico francés, Charles Hermite, a la
época titular de la catedra de algebra superior en la Facultad de Ciencias de Paris,
correspondencia que duraria el resto de su vida y en la cual intercambiaron 432
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cartas. El motivo por el que Stieltjes escribié a Hermite se referia a su trabajo en
mecanica celeste, en concordancia con su trabajo en el Observatorio, pero el tema
rapidamente derivé hacia las matematicas y comenz6 a dedicar su tiempo libre a
la investigacion en esa ciencia.

El aflo 1883 comenzaria frenético en la vida de Stieltjes. El 1 de enero el director
del Observatorio de Leiden, van de Sande-Bakhuyzen, con gran vision y en un
gesto extraordinario acepto la solicitud de Stieltjes para detener su trabajo como
observador y permitir dedicar su tiempo libre hacia los temas mateméticos. El
mismo aflo en el mes de mayo, contrajo matrimonio con Elizabeth Intveld, y
aunque claramente es un evento importante en su vida personal, este hecho
también marcaria un giro en cuando a su vida profesional, puesto que su esposa
lo alent6 fuertemente a dejar el trabajo astrondmico y dedicarse a tiempo completo
a las mateméticas. En el mes de septiembre, desde la Universidad de Delft se le
pidi6 a Stieltjes que sustituyera a F.J. van den Berg, quien habia caido enfermo,
para ocupar su plaza en la ensefianza de la geometria. En el corto periodo de
septiembre a diciembre impartid clases sobre geometria analitica y geometria
descriptiva, y ello lo convencié en forma definitiva que el estudio de la matematica
eran la Unica forma posible de valerse profesionalmente, por lo que presentd su
renuncia el 1 de diciembre de 1883 al cargo de Asistente en el Observatorio.

En los primeros dias de 1884 le ofrecieron un puesto en la catedra de analisis en
la Universidad de Groningen, cargo al que sin embargo debia concursar con otros
postulantes. Y aunque era el primer candidato a ocupar el puesto, su falta de
certificacion académica lo privd de ello. El 13 de marzo de 1884 le escribio a
Hermite: “...La Facultad de Groningen me ha puesto en primer lugar para la
vacante, pero el Ministro ha nombrado a uno de los otros. Probablemente la razén
haya sido que no tuve ninguna posibilidad de seguir el camino estandar, ya que no
he recibido ningun titulo de la Universidad”.

Ese duro golpe no lo desanimé y en abril de 1885 a instancias de Hermite se
muda con su familia a Paris, en el mismo afio fue elegido miembro de la Real
Academia de Ciencias de Amsterdam. En el afio siguiente recibié su doctorado en
ciencias por su tesis sobre series asintoticas y es nombrado profesor titular en la
Universidad de Toulouse en la catedra de calculo.

Stieltjes trabajo en casi todas las ramas del andlisis, fracciones continuas y teoria
de numeros. Su trabajo sobre las fracciones continuas le valié el reconocimiento
de sus pares y en 1893 la Academia de Ciencias de Paris lo galardond con el
Premio Ormoy.

Ese desarrollo queda plasmado cuando el 18 de junio 1894 public6 "Recherches
sur les fractions continues” (Investigacion sobre fracciones continuas), una obra
profunda en la que menudo a Stieltjes se le considera, en virtud de ello, como el
“padre de la teoria analitica de las fracciones continuas” por su valioso aporte en
esta area.

El trabajo de Stielties también es visto como un primer paso importante hacia la
teoria de los espacios de Hilbert. Su trabajo en series divergentes y funciones
discontinuas fue notable y contribuyé ademas en el campo de las ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales, la funcion gamma, la interpolacion y las
funciones elipticas.

Thomas Stielties murié el 31 de diciembre de 1894 y fue enterrado en el
cementerio de Terre Cabade, en Toulouse, el 2 de enero. Fallecié a la temprana
edad de 38 arfios recién cumplidos y lo une a Riemann, entre otras cosas, por el
inestimable aporte al desarrollo de las matematicas y su inesperada partida
estando aun en la plenitud de sus capacidades intelectuales.
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Capitulo 2. Definiciones y Principios Basicos

En el siguiente capitulo se presentan las definiciones y conceptos bésicos
minimos necesarios para entender el concepto que da forma a la integral de
Riemann, y posterior a ello ampliarlo luego a la generalizaciéon hecha por Stieltjes.

Definicién 2.1. Una funcion f tiende hacia el limite [ en el punto a si para todo
£ < 0existeun § >0, tal que paratodox, si 0<|x—al <4, entonces |f(x)—
l| < €, lo que se denota por lim f(x) = L.

X—a

Definicién 2.2. Una particion del intervalo [a,b] ¢ R es un conjunto finito y
ordenado {x,, x4, ..., X,_1, X, } de puntos en [a, b] que satisfacen lo siguiente:

a=x)<x; < <xXp1<x,=Db

Denotaremos la particion P por P = {x;}I-,, Que reescrito para su mejor
comprension se puede leer del siguiente modo:

P={x}io={a=xy<x <x <+ <xp_y <x,=Db}

y llamaremos a los elementos x; puntos de la particion. Cuando una particion P’
contiene los puntos de P, diremos que P’ es un refinamiento de P y lo
denotaremos por P c P', es decir, la particibn P’ es mas fina que P, o un
afinamiento de P. Asi que, P c P'implica que |P’'| < |P|, pero el reciproco no es
cierto.

Si para cada intervalo de la particiéon P elegimos un punto t, € [x;_,,x;] diremos
gue P es una “particion etiquetada”, es decir, un intervalo identificado con t;, y la
denotaremos por la expresion P = {t;, [x;_1,x;]}]=,. El simbolo Aq;, expresa lo
siguiente:

Aay = a(xy) — alxg_),

de modo que esa diferencia en cada longitud se puede entender como la variacion
del k — ésimo subintervalo, expresado en la sumatoria de tales diferencias como:

Z Aa, = a(b) — a(a)
k=1

Definicion 2.3. Sea P = {ty, [xx_1, xx]} k=, una particion de [a,b]. Lo anterior se
puede expresar para su mejor comprension con la siguiente definicién: Sea P =
{x0, x4, ..., x,} UNa particién del intervalo [a,b] y sea t, un punto del subintervalo
[xk_1, xx]. Una suma de la siguiente forma:

S(f,P,a) = Z £t day,
k=1

Se denomina una suma de Riemann-Stielties de la funcion f con respecto a la
funcion a.

Diremos que una funcién f es Riemann integrable con respecto a la funcion a en
el intervalo [a,b], y se describe “f € R(a) en[a,b]" si existe un nimero A con la
siguiente propiedad: dado un £ > 0 existe una particion P, de [a,b] tal que para
toda particion P mas fina que P, y para todo t; en [x,_4, x], tenemos:
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|S(f,P,a) —A| <¢

Siempre que P es una particion etiquetada que refina P.. Cuando dicho numero A
existe, estd determinado de manera Unica y sera denotado por fabf da. En este

caso, decimos que la integral de Riemann-Stieljtes existe y escribimos f € R(a)
en [a,b].

Observacién: R representa el conjunto de las funciones integrables segun
Riemann, pero para evitar confundir al lector con la notacién R del conjunto de los
reales, en lo sucesivo se reemplazara por la letra R.

Nos referiremos a las funciones f y a como el integrando y el integrador
respectivamente.

En el caso particular en que a(x) = x, la integral se llama simplemente integral de
Riemann y se denota fabf dx, o bien por fabf(x) dx y se escribe S(P, f) en vez de
S(P,f,a). Un alcance importante es que segun la literatura que se consulte, el

valor numérico de la integral fabf(x) da(x) no depende de x, siendo ésta una

“variable ficticia” que puede ser reemplazada por el simbolo mas conveniente
segun el caso, pero si depende y Unicamente de las variables f,a, a y b.

Las principales propiedades de la integral de Riemann-Stieltjes se presentan en
los teoremas del siguiente capitulo. Debemos considerar ademas que la integral
de Riemann-Stieltjes es lineal en ambos, integrando e integrador.

Teorema 2.4. Si f es continua en [a,b], entonces f es Riemann integrable en
[a, b].

Demostracion: Supongamos que f es continua en [a,b] y ademas [a,b] es
cerrado y acotado, es decir compacto, entonces f es uniformemente continua, por
tanto, dado un ¢ > 0 existe un § > 0 tal que para todo x e y de [a, b], tenemos:

=yl < 8= 1f) ~ fO) < 35—

tomemos una particion P = {x, x;, ..., x, } del intervalo [a,b] conn € N ;
b-a b-a
dado que n > — » entonces 6> 5

tenemos que x,y en (x;_,, x;) tal que,

f(x)>Mi—m

£
f()’)<mi+m

. b-a .
setiene que [x — y| < (x; — x;_1) = —, asi,

&
f(x)—f(J’)<m

& & &

& & &

Mi= 3= " ™30 =2 ~30b-a)
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& & &

Mi=mi < = 3m-2 "30b-a)
Iy < 3¢
i TS 30 2 a)
M _ &€
i mi_(b_a)J

Luego, para todo i tenemos que:

UGF,P) = LU P) = ) (My =) (2 = i)

g n
<o a);(xl- —xi1)

_ &
T (b-a)

-(b—a)

= ¢ qged

Nota: En el desarrollo de los siguientes capitulos, en algunas
ocasiones aparecen escritas las expresiones integral de Riemann Yy
de Riemann-Stieltjes respectivamente, con frecuencia en un espacio
de texto breve. Para evitar la redundancia, se reemplazara el uso de
integral de Riemann-Stieltjes por el de integral de Stieltjes, que
es absolutamente equivalente.
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Capitulo 3. Integral de Riemann

En el estudio de la integral de Riemann, una referencia importante a considerar es
gue su desarrollo se hace sobre espacios acotados, por lo que enseguida
debemos pensar en una integral definida. A pesar del enorme salto en el
desarrollo cualitativo y cuantitativo de la matematica que significo el
descubrimiento de la herramienta del célculo por Newton y Leibniz, la rigurosidad
de la misma estaba entredicho a pesar de los métodos de integracion desarrollado
por ambos y de su enfoque sistematico. Aln debieron pasar casi 200 afios hasta
gue Bernhard Riemann estableciera los cimientos que le daban la rigurosidad
necesaria para poder ser formalizada, en una publicacion de 1854. Caracterizada
desde un comienzo por lo intuitivo en cuando a su uso, en el desarrollo de los
teoremas se nota la enorme influencia de Dirichlet sobre Riemann en cuanto a
evitar hacer de las demostraciones, largos y complejos calculos matematicos. Lo
hecho por Riemann fue un primer paso serio en sentar las bases, posteriores
generalizaciones evitaron algunas situaciones que la integral de Riemann no podia
solucionar. En este capitulo y a modo de introduccion al tema de estudio,
comenzaremos por entregar algunas definiciones necesarias que nos serviran
para el desarrollo de éste y el proximo capitulo y que serén utiles para comprender
mejor la demostracion de los teoremas.

Definicién 3.1. Sea [a,b] un intervalo cerrado cualquiera. Definimos una particion
P de dicho intervalo como un subconjunto finito de puntos x,, x4, ..., x,,, donde:

P ={a = xy, xq,%y,..., X, = b}
y ademas, x;_; < x;, paratodoi=1,2,...,n.

El conjunto de todas las particiones de [a, b] lo indicamos como P([a, b]). Una
particion como la indicada divide al intervalo [a,b] en n subintervalos [x;_;, x;],
cada uno de longitud x; — x;_.

Luego, el Ax; = x; —x;_4, cONni=1,2,..,n.

De todos los valores del subintervalo x,, escogidos, se pueden encontrar multitud
de sumas de Riemann y todas ellas relacionadas, independendiente de la parte
del intervalo tomado, a la misma funcion.

Junto con la particion P elegimos para cada i =1,2,...,n los correspondientes
puntos intermedios c¢; € (x;_;, x;]. Podemos ver el detalle en la siguiente figura:

AY

Figura 1: Particion de un intervalo
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Definicién 3.2. Dada una particion P del intervalo [a, b], definimos como la norma
de la particién al segmento de longitud mas grande de dicho intervalo:

I|P|| = max {x; — x;_1}, paratodoi=12,..,n

es decir, consideramos la norma infinito | ||. (el lector faciimente puede deducir
gue a mas particiones, mas exacto es el resultado de calcular un area).

Sea f es una funcion real definida y acotada en [a,b] (que f sea una funcion
definida y acotada en el intervalo [a, b] significa que [a,b] € Dom(f), es decir, f(x)
existe V x € [a,b] ), y sea P = {x,,x,..,%,} una particion de [a,b]. Como f es
acotada en [a, b], también lo es para cada subintervalo I; = [x;_4, x;] de P, luego
podemos definir el minimo y el maximo como:

m; = inf {f(x) /x € [x;_1,x;]},  (dondex;_; <x < x;)
y también:

M; =sup {f(x) /x € [xi_1,x;]}, (dondex;_; <x <x;)

Observacién: La existencia de m;(f) y de M;(f) estd garantizada por ser f una
funcién acotada en [x;_q, x;].

Definicién 3.3. (Sumas inferior y superior) La suma inferior y superior de f con
respecto a P estan dados respectivamente por:

1,P) = ) i = i)
i=1

S(f,P) = Z M;(x; — x;-1)
i=1

e Interpretacion Geomeétrica:

Si f(x) =0 Vx € [a,b], entonces las sumas superior e inferior de la funcién
f tienen una interpretacién geométrica sencilla. I(f, P) corresponde al area
de los rectangulos inscritos. Mientras que S(f,P) es el area de los
rectangulos circunscritos. (Figura 2)
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Definicién _3.4. (Integral inferior y superior). Definimos la integral inferior de f
como:

b
[ £6 dx = sup 17,y

y analogamente a la integral superior de f como:

b
[ £6 ax=ims 57,y

Definicién 3.5. (Integral de Riemann) Si las integrales superior e inferior son
iguales, decimos que f es Riemann integrable en el intervalo [a, b] y la escribimos
como fER (R representa el conjunto de todas las funciones Riemann
integrables):

b
ff(x) dx

Como f es funcion acotada, existen dos numeros, m y M, tales que:
m = inf{f(x) / x € [a,b]}
M = sup{f(x) / x € [a,b] }
Es claro que para Vi = 1, ...,n se tiene que:
m<m(f(x)) S M;(f(x))<M, paraa<x<b
Luego:
Vie{l,..,n} mO;—xi_1) <mi(f)(x; —xi—1) < M;(f)(x; — xi-1) < M(x; — xi_1)

De aqui que para cualquier particion P, sumando desde i = 1 hasta i = n tenemos
que:

m(b—a) <I(f,P) <S(f,P) <M(b—a)

Como P es una particion cualquiera, se concluye entonces que las sumas de los
nameros I(f,P) y S(f, P) también forman parte de un conjunto acotado y con esto
se demuestra que las integrales inferior y superior estan definidas para toda
funcion acotada f (por la definicion 3.4.)

Ejemplo: Determinar el area bajo la curva en el intervalo dea=0 y b=x >0,
para la funcién f(x) = x2.

e Paso 1. Como el ejercicio no nos entrega el dato del nimero de intervalos,
sea entonces n el numero que dividira al intervalo [0,b], por lo tanto, cada

“parte” tiene una longitud h = b/n. Si a cada punto de la division llamamos
como un x;, tenemos que:
(3)
Xi=1|—
n

Se ha dividido [0,b] en n subintervalos I; = [x;_4, x;] de longitud h cada uno.

e Paso 2: Se extiende un rectangulo inscrito bajo la curva en cada intervalo I;
lo mas alto posible. Cada uno de los cuales posee las siguientes
caracteristicas:
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Base h
Altura fxi—1)
Area = h-f(xi_1)

b [ b\ b}
z(““z) =() -2

y=x?

=
=

e Paso 3: Se replica el procedimiento anterior y en cada intervalo se levanta
un rectdngulo circunscrito a la curva de la funcién, de la menor altura
posible. Cada i — ésimo rectangulo posee las siguientes caracteristicas:

Xig X

1

Base h
Altura f(x)
Area = hef(xi—1) -
y=x*
b . b 2 b ° N2 7
= () =G o Z
a X, X

Paso 4: Con la construccion grafica se puede apreciar claramente que el

area que se desea calcular esta acotada como sigue:
n
3

D) azasy () 0

i= i=

Las sumatorias se calculan recordando que:

O, nn+1)@n+ 1)
Zl - 6

i=1

De este modo tenemos:
n-—1 n-1

Z(i_l)zzzizzzizz(n—1)n6(2n—1).

i=0 i=1

Luego las cotas buscadas para el area A son:

6 n2

b* (n+D@n-1) _ b3

<4 < _.(n+1)(2n+1)

6 n2

La desigualdad presentada es valida para todo n € R, por lo tanto, dejando
a un lado la expresion geométrica, se puede pensar en una sucesion en los
R, tal que si tomamos el limite de la sucesién cuando n — oo, se tiene que:

b3 b3
— < A < —,
3 - - 3

Por lo tanto, el area A buscada es:
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Capitulo 4. Integral de Riemann-Stieltjes

Después de la formulacion de la integral de Riemann se intentaron varias
generalizaciones y una de las mas exitosas fue la llamada integral de Riemann-
Stieltjes, en honor de quien la desarrolld, el matemético holandés Thomas J.
Stieltjes, quien la publico en 1894. A diferencia de Riemann, Stieltjes trabaja con
dos funciones, f vy a, que llama integrando e integrador, f(x) y a(x)
respectivamente, donde de las sumas por diferencia del integrador de a(x;) —
a(x;_,) se obtienen los valores que permitirdn resolver una integral. De esta
transformacion entre las sumas de Riemann por las diferencias de a, se obtiene
un diferencial 4a,, tal que la funcion cumple que « : I — R. La notacion habitual
con el que se le reconoce es:

b b
f f(x) da(x), o bien por este: j fda

Cualquiera de ambos a alguno similar son aceptados. Una situacién especial se
da cuando la integral de Riemann se presenta como a(x) = x, ocurre entonces
que si la funcion « tiene derivada continua, por la definicibn se cumple que la

integral de Stielties fabf(x) da(x) se transforma en una de Riemann

fabf(x)a’(x)dx, mientras que la notacion de la diferencial da(x) puede entenderse

como el diferencial a’(x) dx. La importancia de la integral de Stielties se hace
manifiesta cuando se presentan casos tales que la funcion no tiene derivada o
bien esta se comporta de forma discontinua, su uso en la teoria de las
probabilidades lo hace una poderosa herramienta cuando se trabajan con
variables que son en parte discretas y en parte continuas. De hecho, tal como lo
expresa Tom Apostol (Andlisis matematico, pag. 185) [2], la clave sera siempre
tomar “... una eleccion adecuada de una funcion discontinua «, puesto que una
suma finita o infinita puede expresarse como una integral de Stieltjes, y la
sumacion y la integracion Riemann ordinaria llegan a ser entonces casos
particulares de este proceso mas general.” Su alcance en el campo de la fisica y
los problemas que se abordan es muy amplio pero escapan al desarrollo del
presente trabajo. Sin embargo, hay que dejar presente que la generalizacion de
Stielties no explica todos los problemas que la integral de Riemann no podia
solucionar, pero es el primer paso serio en remediar esas dificultades y que
terminan casi por desaparecer con una generalizacion aun mas amplia en base a
la teoria de Stieltjes, la integral de Lebesgue.

A continuacién presentaremos los teoremas y sus demostraciones que dan forma
a la integral de Stieltjes, concepto mas general que las del capitulo anterior
dedicado a Riemann. Existen varios enfoques para estudiar y evaluar las
integrales, siendo alguna de ellas la linealidad, integracién por partes, cambio de
variables, entre otras.

4.1. Propiedades Lineales

En la integral de Riemann-Stielties decimos que conserva la linealidad respecto al
integrando y al integrador, es decir, satisface los contenidos de los dos proximos
teoremas.

Teorema 4.1.1. Sean f,g:— R, silafuncion f € R(a) y la funcidbn g € R(a) en
el intervalo [a,b], entonces c;f +c,g € R(a) en [a,b] para cualesquiera de las
constantes c1 y cz, y tenemos:
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b b b
f(c1f+czg)da=clffda+czfgda

a

Demostracion: Sea h = c¢,f +c,g, Y P una particion cualquiera del
intervalo [a,b], se puede escribir:

n
S(P,cif +cy9,a) =S(P,h,a) = Z h(t,) Aay
i=1

n n

= Z ¢ f(ty) Aay, + Z ¢z g(t) Ay

i=1 =
n n

= ClZf(tk) Aa, +c Zzg(tk) Aay,
i=1 i=1

=¢SSP, f,a) + c,S(P,g,a)

Dado un valor € > 0, tomemos una particion P, tal que P, < P implique
que:

<e&

b
‘S(P,f,a) —j f da

a

Tomando una particion P’ tal que P/' c P implique que:

<g

b
‘S(P,g,a) —f gda
a

Luego, sea P, = P/ UP,), entonces para una P mas fina que P, se
tiene que:

b

b
‘S(P,h,oc)—clf fda—czf g da
a a

< leyle + leyle

ged

Teorema 4.1.2. SifeR(a)y f € R(B) en [ab], entonces f € R(c,a + ¢,B) en
[a,b] para cualesquiera par de constantes c; y c,, Y Se tiene que:

b

fbfd(cla+c2,8)=c1f fda + c, fbfdﬁ

Demostracion: Tomese un A = c;a + ¢, y una particion P cualquiera del intervalo
[a, b], tenemos que:

SP.AA) = ) f(6) M= ) f(t) Bay +¢; ) f(t) BFy
k=1 k=1 k=1

= ¢S(P,f,a) + c;S(P,f,B)

Dado un ¢ > 0, elijamos un P/ tal que P 2 P/ implique que:
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|S(P,f, a) — fabf da| <,
y ahora tobmese un P, tal que P 2 P/’ implique que:
|sP.s.8) - [} 1 dp| <.

Si se toma P, = P/ U P!", se tiene que para una P mas fina que P,,
entonces:

ISP, f,a) + S(P,f,B) — Al < lcile+ |czle

< |C1|€ + |C2|€

b b
= ‘S(P,f,a)+S(P,f,B)—(clffda+cszdﬁ

< leygle + leyle

b b
=>‘S(P,f,/1)—<clf fda+czf fd,[)’)

Pero como |S(P,f,/1) — fabf d/1| < |cile + |cyle y por la definicion 2.3.

de la integral de Riemann-Stieltjes fabf dA es Unicoy se obtiene que:

f:fd/l = clLbfda+c2Lbfd,8

= fbfd(cla+czﬁ)=c1jbfda+czjbfd,8 qed

Teorema 4.1.3. Sea c € (a,b). Si dos de las tres integrales de 1) existen,

entonces la tercera también existe y se tiene que:

fcfda+fbfda=fbfda 1)

Demostracion: Tomando P una particion de [a,b], con c € P, seaP' =Pna,cly
P" =Pn|[cb] donde P’ es una particion de [a,c] y P una particion de [c, b]
respectivamente, por definicion de las sumas de Riemann-Stielties se tiene la
siguiente igualdad:

S(P,f,a) =S(P',f,a) + S(P",f,a)

i) Suponiendo que f:f da existe y fcbf da también, entonces dado un &£ >0
existe una particion P, de [a, c] tal que P’ 2 P/ se tiene que:

£ 1
<37 (1

S(P',f,a) — fo da

y dado que existe un P/’ del intervalo [c, b], tal que P 2 P!, entonces se tiene
que:

£ 2
<37 (2)

b
|S(P”,f, a) —f fda

Ahora si P, = P/ UP!" es una particién de [a,b] tal que P es una particiébn mas fina
P, , combinando (1) y (2) tenemos que:
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<e+e
2 2

c b
‘S(P’,f, a)+S(P",f,a) —f fda —f fda
lo cual implica que:

<ég

S(P,f,a)—fcfda—fbfda

y por la definicion de la integral de Riemann-Stieltjes, resulta:

fcfda=fcfda+fbfda

ii) Suponiendo la existencia de la fabf day la facf da, entonces dado un e >0
existe una particion P, del intervalo [a, b] tal que si P 2 P,, se tiene que:

<e¢ 3)

b
‘S(P,f,a) —f f da

y dado que existe una particién P/ del intervalo [a, c] tal que si P' 2 P/ se tiene la
igualdad (1). Si P/’ = P, — P/ es una particion del intervalo [c, b] tal que P"" 2 P/,
combinando las igualdades (1) y (3) se tiene que:

< &
£— =,
2

b c
S(P,f,a)—S(P’,f,a)—j fda+jfda

lo cual implica que:

b €
<3,

s fo- | )

a

fda+fcfda

y por la definicion de la integral de Riemann-Stieltjes, se tiene que:

']-bfda=']-bfda—fcfda

iii) Suponiendo la existencia de la fabfda yfcbf da, entonces dado un >0
existe una particion P, del intervalo [a, b] tal que si P 2 P, se tiene la igualdad (3) y
existe una particion P/" del intervalo [c,b] tal que si P 2 P!" se tiene la igualdad
(2). Por otro lado, si P/ = P, — P/’ una particion del intervalo [a, c] tal que P' 2 P/,
combinando las igualdades (2) y (3) se tiene que:

< &
€ -z,
2

b b
S(P,f,a)—S(P”,f,a)—f fda+f f da

lo cual implica que:

b

|S(P’,f,a)—fbfda+f fda

<8
2;

y por la definicion 1.2. de la integral de Riemann-Stieltjes, se tiene que:
[4 b b
ffdaszda—ffda qed
a a Cc

Es decir, esto prueba que fabf da existe y es igual a facf da + fcbf da ged

4.2. Integracion por Partes
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En la integral de Riemann-Stieltjes existe una notable relacion entre el integrando
f(x) y el integrador a(x). La existencia de fabf da implica la existencia de fab a df,
y el reciproco también es cierto, es decir, “si existe la integral segun Riemann-
Stieltjes de f(x) con respecto a a(x), también existe la integral segun Riemann-
Stielties de a(x) respecto de f(x) en el mismo intervalo [a,b]”. Entre ambas
integrales se verifica una relacion interesante que expresa una cierta ley de
reciprocidad para la integral, que se le conoce con el hombre de integracién por
partes y que se cumple en el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1. Si f € R(a) en [a,b], entonces a € R(f) en [a,b] y se cumple
que:

b b
[ 1o da+ [ awaf = r®a) - r@ e,

a

La integral de Riemann-Stielties puede ser tratada mediante sumas superiores e
inferiores al igual que la integral de Riemann.

Observacion: La integral fabf da 0 bien fabf(x) da representan lo mismo

., ., . b .
Demostracion: Sea un € > 0 un numero real cualquiera. Como fa f da existe,

entonces se tendra una particion P, de [a,b] tal que para toda P' 2P,
(P' mas fina que P,) se tiene que:

<e (D

b
S(P',f,a) —j f da

a

p . . . b .
Tomese una suma cualquiera de R-Stielties para la fa a df, entonces se tiene
que:

n

SC.f@) = ) alt) A () ()
k=1

n

= Z a(ty) flx) — a(te) f(xXk-1),
k=1

k=1

y se tiene que P es mas fino que P,.. Escribiendo A = f(b)a(b) — f(a)a(a), se
obtiene la siguiente identidad:

A=) ft) el = ) flat@er) ()
k=1 k=1

Restando las dos igualdades, (1) de (3), se tiene que:

A=SP.af) = ) flu)alm) = ) flu ) alt,)
k=1 k=1

- Z a(ty) fx) + ) al(ty) f(xk-1)
k=1

k=1

= D 16 [aGu) = a(td] + ) fxi) [alt) — alxi)]
k=1 k=1
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Si se hace P' = {ty, x¢, t1, X1, t3, X5, ...., ty, X} las dos sumas pueden considerarse
en una sola de la forma S(P', f,a), donde P’ 2 P 2 P,. Por lo cual, si se cumple la
ecuacion (1), se tiene que:

<&

b
A—S(P,a,f)—f fda

siempre que P sea mas fina que P,, asegurando de esta manera la existencia de
b
J, adf,lacuales:

b
A—ffda qed
a

4.3. Cambio de Variable

El método de cambio de variable es una herramienta necesaria cuando dada la
dificultad que plantea el desarrollo de una integral, sea que ésta no tenga una
primitiva inmediata o bien porque la estructura de la expresion requiera simplificar
los términos mediante una variable auxiliar y hacer la integral mas sencilla, se
deba ocupar un método de cambio de variable o sustitucion y transformar la
integral original, que no tiene primitiva, en una integrable inmediata o0 mediante
funciones compuestas. La dificultad sin embargo, radica en ser capaz de tener la
imaginacion de hacer la eleccion correcta de la variable puesto que lo que se
desea obtener es una integral mas simple con la derivacion de la funcion
compuesta. A continuacion se enuncia un importante teorema sobre cambio de
variable en una integral de Riemann-Stielties que nos permite encontrar esas
integrales de funciones cuando las mismas no son primitivas o de integracion
inmediata, a saber.

Teorema 4.3.1. Sea la funcion f € R(a) en [a,b] y sea la funcion g continua y
estrictamente monodtona definida en un intervalo S de extremos c y d .
Supongamos que a=g(c)y que b = g(d). Definimos las funciones hy f como
las funciones compuestas tales que h(x) = f[g(x)]y que B(x) = a[g(x)], con x €
S. Entonces h € R(F) en Sytenemos que:

fbfdazfdhdﬁ

Demostracion: Supongamos que la funcién g es estrictamente creciente en el
intervalo S, con ¢ < d. Por lo tanto g es una funcion inyectiva, es decir, es uno a
uno y posee funcion inversa g~! continua y creciente en el intervalo [a,b]. Por lo
cual, a cada particion P = {y,, y,, ..., y»} €n el intervalo [c,d] le corresponde una
Unica particion P’ = {xy,x4,...,x,} en el intervalo [a,b], siendo x, = g(yy) .
pudiendo reescribirse la particion P’ como P'=g(P), y P =g7'(P"), por lo
pronto, un refinamiento de P produce un refinamiento en P’, y el reciproco es
cierto, que la particiéon P’ produce un refinamiento en P.

Dado un valor € > 0, existe una particion P/ en el intervalo [a,b] tal que dada una
particion P’ mas fina que P/ implica que |S(P',f,a) — fabf da| < e.

Sea P, = g 1(P/) la particion correspondiente y sea P = {y,, V1, ..., Vn}, ambas
particiones en [c, d] més finas que P.. La suma de Riemann-Stieltjes seria:
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S(P, 1) = ) hlug) By
k=1

donde uy € [yi-1, Ykl Y 8Bk = Bk) — B(Vk-1)-

Si hacemos que t, = g(ux) y que x, = g(yx), tenemos que P’ = {xg, X4, ..., X} €N
el intervalo [a, b] es una particién mas fina que P/, resultanto entonces que la suma
de Riemann-Stieltjes es:

SP,h ) = ) h(w) BB
k=1

D 1) BO) = B0
k=1

> £ @yl - gD
k=1

= Z fd[alx) — alxe_q)]
k=1

=S f,a)

y puesto que t; € [x,_q, Xx], pOr consecuencia |S(P, h,B) — fabfda| < ¢, de donde
se deduce que:

S(P,h,B) =S(P',f,a) qed

4.4. Funcion Escalonada

Este tipo de integrales estan definidas a tramos en cualquier parte del intervalo
[a,b] siempre que la funcién a(x) sea acotada y definida en ese intervalo y que a
su vez sea discontinua en un numero p finito de puntos ¢, tal quea<c¢, <c¢, <
< ¢, <b. Sia(x)es constante en cada intervalo (c,_4,c;) Se dice entonces
que la funcion es escalonada. Si la funcion a« es constante en todo el
intervalo [a,b], entonces la integral fabf da existe y su valor es cero, por la

Definicién 4.4.1. y larazon es que en cada suma S(P, f,a) = 0.

Sin embargo, ¢ qué sucede cuando la funcidén a es discontinua en algan punto c;?,
en esa discontinuidad de salto la integral fa f da no necesariamente existe, y si

existe, su valor no necesariamente es cero. Lo anterior queda explicitado en la
siguiente definicion y teorema, a saber:

Definicién 4.4.1. Si la funciéon a es constante en el intervalo [a,b], la integral

fab f da existe y vale cero. Esto se verifica puesto que:

S(P.f@) = ) f() Aa
k=1

= if(tk)zn: Aay,
=1 =1

= D £t [ab) - a(a)]
k=1
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y dado que segun la definicion a es constante, tenemos que: a(b) = a(a), se
tiene:

SCP.f,@) = ) f(&) [ald) — a(@)]
k=1

= zn:f(tk) -0
k=1

=0

Teorema 4.4.2. Dado los puntos a, by c, tales que a < c < b, se define la funcion
a en el intervalo [a, b] con los valores a(a), a(b) y a(c) arbitrarios, tales que

alx) = a(a) si a<x<c y
a(x) = a(b) si c<x<b

Sea f una funcién definida en el intervalo [a,b] de manera que por lo menos una
de las funciones f 6 @ es continua a la derecha de c (c*) y por lo menos una de
ellas es continua a la izquierda de c (c™). Entonces f € R(a) en [a,b] y se tiene
que:

b
[ £ da = f@late?) - ae)

Si ¢ = a, la integral fabf da se cumple reemplazando a(c™) por a(c), y lo mismo
en el caso de que c = b, se cumple cambiando a(c) en lugar de a(ct).

Demostracion: Sea P una particién del intervalo [a,b]. Si ¢ € P, todo término de la
suma S(P,f,a) es nulo salvo los dos términos procedentes del subintervalo
bisecado por el punto ¢, pongamos pues:

S(P,f,a) = f(te-lalc) — alc)] + f(t)[alc) — al()],
donde: t,_;, < ¢ < t;. Esta igualdad también puede expresarse del siguiente modo:
A= [f(tk-1) — f(O]lalc) — alcD] + [f (&) — F(O]lalc™) — ald)],
donde: A=S(P,f,a)— f(c) [a(c*) —a(cT)].

Luego se tiene que:
1Al < |f (tk—1) = F O] lal(c) = alc)| + |f (&) — f(O lalc™) — a (o)l
Si f es continua en ¢, para todo € > 0 existe un § > 0 tal que la ||P|| < § implica:
|f(te-1) — fO] < e y If&)-f@l<e
entonces:
|A] < ela(c) — alcT)| + elalc™) — a(o)]

Esta desigualdad sin embargo se verifica tanto si f es continua o no en c. Por
ejemplo, si f es discontinua a la derecha y a la izquierda de c, entonces a(c) =
a(c”)y a(c) = a(c™) y obtenemos A = 0. Por otro lado, si f es continua a la
izquierda pero discontinua a la derecha de c, entonces a(c) = a(c*) y se obtiene:

|A] < gla(c) —a(c)|

Por ultimo, si f es continua a la derecha y discontinua a la izquierda de c,
entonces a(c) = a(c™) y se obtiene:
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|A] < ela(c™) — a(o)l

Luego la ultima desigualdad escrita es véalida en cualquier caso, y por lo tanto,
gueda entonces demostrado el teorema.

Teorema 4.4.3. (Reduccién de integral de Riemann-Stielties a una suma finita).
Sea la funcién a una funcién escalonada definida en el intervalo [a, b] con salto a;
en x;, siendo a < x; < x, < -+ < x, <b. Consideremos f una funcién definida en
[a, b] de manera que por lo menos una de las funciones f o a sea continua a la
derecha de x; y una por lo menos continua a la izquierda de x;. En estas

condiciones fabf da existe y se cumple que:

b n
[ 70 dat = )
a k=1

.z p . b .
Demostracion: Segun el Teorema 4.1.3., la integral fa f da se puede escribir
como una suma de integrales:

b x1 ) b
[ Ferdat = [ @ dat + | @ e+t [ 5@ dao),

Xn-1

donde cada integral de la forma:

Xk
f f(x) da(x), conl <k <n,
Xk—1
del tipo considerado en el Teorema 4.4.1., resulta:
Xk
j f(x) da(x) = f(c) [alcd) — alc)], conl<k<ny x,_q,<cp<x,
Xk—1
guedando la integral:

.Lbf(x) da(x) = j:lf(x) da(x) + j:zf(x) da(x) + - +J;b

1 n-—

f(x) da(x),

= feDla(xy) —alx))] + flc)a(xy) — a(x)] + -+ f(cp) [alxy) — alxy)]

= fleDas + fledaz + -+ fcp)an

= Z fx) ay qed
k=1

Teorema 4.4.4. (Funcién parte entera). Dado una suma }7_; a,, definimos la
funcion f en el intervalo [0,n] como sigue:

f)=a, sik—-1<x<k (conk =1,2,..,n) f(0) =0,

Entonces:

XN R [ 1o a

k=1 k=1
donde [x] es el mayor entero < x

Demostracion: La funcion parte entera de x €s uno de los ejemplos mas sencillos
de funciones escalonadas. Su valor en x es el mayor entero que es menor o igual
que x y se representa por [x], es decir, [x] esla funcién parte entera de x. De

33



modo que el valor de [x] es el Unico entero que satisface las desigualdades [x] <
x < [x]+1.

La funcion [x] es una funcién escalonada continua por derecha y con salto igual a
1 en cada punto x entero. Y por la izquierda la funcion f es continua en 1,2, ..., n.
Dada una particion P = {xq, x4, ..., X}, donde 0 =x, <x; < -+ < x, =n, Si para
Xx—1 Y X, Se tiene que [x,] = [x,_1] = r, entonces para cada entero k € [x,_q, x|
se tiene que:

fCIUk*] = [k~ = f(k) [r — 7]
=fx)-0, - =0,

y si para x,_; Y x;, tenemos que [x,] # [x,_,], entonces para un entero k €
[x—1, X, ], S€ tendra que:

fUOATT-kT=fU)- 1,
= fk)

Ahora, aplicando el teorema 4.4.3. se tiene que:

] fCdlx] = f0)([0*] - [0D) + f(DA1TT] - [17D + fF@A2*] - [27D + -
0
+fm([n] = [n7])
=0+f(D-1+f2)-1++f(n) 1

n

= if(k) - D ged
k=1

k=1

45. Integradores crecientes con monotonia. Integrales superior e
inferior

En el desarrollo de la teoria de integracion de Riemann-Stieltjes, cuando la funcion
a es creciente, las diferencias Aa;, que aparecen en las sumas de RS son todas
positivas.

Para la integral de Riemann, encontrar el area de una region limitada por una
funcion, f por ejemplo, se plantean las sumas de Riemann ) f(t,) 4x;, como
aproximaciones del area por medio de rectangulos. Del mismo modo, otra forma
de plantear dicha cuestion es por medio de las sumas superior e inferior de
Riemann, considerando las aproximaciones por exceso y por defecto mediante las
sumas Y, M, Ax, Yy Ymy Ax,, donde M, y m; son el supremo y el infimo
respectivamente de los valores de la funcion en el k — ésimo subintervalo.

CAS - BacGabra

(] & 3 @ €0 &0 e Q
T f

o g

B
® L

 F(x) 1= 4 Modelo geométrico, R
- - sumas superior e inferior P
2 aim SumaSupel de Riemann-Stieltjes
a:= 11.94

3 b := Sumalnferi
+ b:=9.24

a=11.94
b =9.24

Figura 3: Modelo geométrico de una suma superior e inferior de Riemann

La figura nos muestra el area determinada tanto por arriba como por abajo de la
curva para las sumas superior e inferior de Riemann respectivamente. Por lo que
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podemos deducir sin mayor generalidad que el infimo de todas las sumas
superiores es un numero real llamado la integral superior de la funcién f, lo mismo
es vélido para el supremo de todas las sumas inferiores y que dan forma a la
integral inferior de la funcion f.

En el caso por ejemplo de funciones continuas, las dos integrales anteriores son

iguales a fabf(x) dx, pero no siempre es el caso y un problema importante es

hallar las condiciones relativas a la funcién para que las integrales superior e
inferior tengan valores coincidentes. Lo relativo a este tipo de situaciones se
detallan en las siguientes definiciones y teoremas, a saber:

Definicidn 4.5.1. Sea P = {x;}}-, una particion de [a,b] y sea:

Mi(f) =sup {f () /x € [xi—, i}y mye(f) = inf {f(x) / x € [xpe—1, xi]}

Los numeros:

ULP,@) = ) Mi(Pday, y
k=1

L P@) = ) my (HAa,
k=1

se llaman respectivamente, las sumas de Stieltjes superior e inferior de la funcion
f respecto de a para la particion P. Puesto que siempre se cumple m,(f) <
M, (f), sila funcién « es creciente en el [a,b], entonces se cumple que 4a;, >0,y
esto se puede escribir como:

my (f)Aay, < M (f)Aay,

de lo que se concluye que las sumas inferiores no pueden exceder a las sumas
superiores. Ademas, lo primero que observamos es que debido a que la funcion «a
es creciente en [a,b], se tiene que para cualquier particién P del intervalo [a,b] se
cumple la desigualdad:

L(f,P,a) < S(f,P,a) < U(f,P,a).

es decir, se cumple que las sumas se Stielties se desplazan entre las sumas
inferior y superior respectivamente.

Definicién 4.5.2. Supongamos que la funcién a es creciente en el intervalo [a, b].
Definimos la integral superior e inferior de Stieltjes de f con respecto a la funcion
a del siguiente modo:

b
f fda=inf{U(P,f,a)/P € p[a,b]}, integral superior de Stieltjes
a

b
f fda = sup{L(P, f,a)/P € ][a,bl}, integral inferior de Stieltjes
a

La notacion I(f,a) e I(f,a) también se usan para escribir las integrales superior
e inferior respectivamente. Como ya se menciono en el principio del capitulo, en el
caso particular en que a(x) = x, las sumas superior e inferior se representan por
UP,f) vy L(P,f) y se llaman sumas superior e inferior de Riemann
respectivamente.

Teorema 4.5.3. Conjeturemos que la funcién @ » en el intervalo [a, b], entonces
tenemos que:
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i) SiP'es maés fina que P, entonces:
U(P',f,a) <U(P,f,a) y L(P'.f,a) =2 L(P,f, a)

i) Dadas dos particiones, P; y P,, se tiene que:
L(P,f,a) < U(P,f, @)

Demostracion: Este teorema nos demuestra que dada una funcién a /2
(a creciente), un refinamiento de la particion aumenta las sumas inferiores y
disminuye las sumas superiores, para ello demostraremos i). Basta probar que P’
tenga un punto mas que P, sea por ejemplo este el punto c, para que se cumpla la
condicién. Si este punto ¢ pertenece al subintervalo i — ésimo de P, se puede
escribir como:

UL L) =Y M (B + M [a(e) — alxi)] + M7 [a(x) — ()],

k#i

donde las sumatorias de los supremos, M’ y M"’ designan el supremo de la funcion
fen[x;_,c] y [cx;] respectivamente. Pero dado que M' < M;(f) y que M" <
M;(f), tenemos que:

> M) A + M) — alii)] + M [a(x) — a(o)]
k=1

k=i

< Z My (f) Aay, + M'[a(c) — a(x;i—1)],
k=1

de donde tenemos que:
UP,f,a) <UPf,a)

Del mismo modo, tomando como referencia la demostracion anterior,
analogamente podemos tomar las particiones P y P’ y escribirlas como:

L(P',f,a) = z:=1 my (f) Aay, + m'[a(c) — a(x;_1)] + m" [a(x;) — a(c)],

k+i

donde las sumatorias de los infimos, m’ y m", designan el infimo de la funcién f
en [x;_4,c] ¥ [c, x;] respectivamente. Pero dado que m' = m;(f) y que m" = m;(f),
tenemos que:

> ma() by +m'lae) - alri-)] +m"laGe) — a(@)]
k=1

k#i

> Z my (f)Aay, + m'[alc) — alx;_1)],
k=1

donde se tiene que:
L(P',f,a) ZL(P,f,a)

Para demostrar el punto ii), consideremos la particibn P =P, UP,. Por la
demostracion del punto i), tenemos que:

L(P,f,a) < L(P,f, a) y UPf,a)<UP,f,a) (1)

Ademas, dado por la definicién 4.5.1., se tiene que:

L(P,f,a) <S(P,f,a) <U(P,f, a) (2),

Luego, de la combinacion de (1) y (2) tenemos que:
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L(P,f,a) <L(P,f,a) <SP, f,a) <UP,f,a) <U(P,f,a),
por lo tanto,

L(P., f,a) <UP, f,a) qed

Teorema 4.5.4. Supongamos que la funcién a es creciente en el intervalo [a, b].
Entonces, I(f,a) < I(f,a).

Demostracion: Dado un valor € < 0, existe una particion P; tal que se cumple que:

U(P,f, @) <I(f,a) +¢,

y por el teorema 4.5.3. se tiene que I(f,a) +& es una cota superior para todas
las sumas inferiores de L(P, f, «). De esto, tenemos que:

I(f,0) < I(f,a@) +¢,

y dado que épsilon es un valor arbitrario, implica que:

I(f,a) < I(f, @) ged

4.6. Condicion de Riemann

Puesto que esperamos que la integral superior e inferior sean iguales, el mismo
razonamiento se espera para las sumas superior e inferior, que lleguen a ser tan
préximas la una de la otra como se quiera. Asi pues, parece natural buscar las
funciones f para que la diferencia entre U(P,f,a) — L(P, f,a) se pueda hacer
arbitrariamente muy pequefia. Las siguientes definiciones y teoremas lo abordan,
a saber:

Definicion _4.6.1. Se dice que la funcion f satisface la condicion de Riemann
respecto de la funcién a en el intervalo [a,b] si, para todo € > 0, existe una P, tal
gue si una particion P cualquiera es mas fina que P, se cumple que:

0<U(P,f,a)—L(P,f,a) <e

Teorema 4.6.2. Sea a una funcion creciente en el intervalo [a,b]. Si la funcién f
satisface la condicion de Riemann, entonces las tres siguientes proposiciones son
equivalentes:

) f € R(a)en|ab]
ii) La funcion f satisface la condicion de Riemann respecto a la funcion a en
[a,b]

i) 1(f,e) =1(f, @)

Demostracion: Se probara que la secuencia de cada proposicién implica la
siguiente, en una secuencia completa, tanto asi que i) implica la parte ii), y ésta la
parte iii), y finalmente la parte iii) a la parte i).

Sin mas generalidad, supongase que la parte i) es verdadera. Por lo tanto, Si
a(b) = a(a), la parte ii) se justifica trivialmente; asi pues, podemos suponer que
a(a) < a(b). Dado un ¢ > 0, elijamos una particion P, cualquiera de modo tal que
para toda particion P mas fina y cualquiera sea la eleccion de un t, y unt’,, se
obtenga que:
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n n

€ €
Zf(tk)Aak_A <§ y Zf(t’k)Aak_A <§'
k=1 k=1

donde A es un valor real tal que A = fabf da. Combinando estas desigualdades
obtenemos que:

<2
3 €

Z[f(tk) — f(t')] Aay

k=1

Dado que:
My (f) — my(f) = supremo {f (x) — f(x")|x, x"en [x_1, x; ]},
se deduce que para todo h > 0 es posible elegir una subparticién t, y t'; tal que:
fte) — f(&') > M (f) — my(f) — h,
y eligiendo un h = %e/[a(b) — a(a)], se puede escribir:

n

UP,f,0) = LB fo) = ) [M(F) = my (P)] Ay

k=1

NgE

[f(6) - (D1 Aa + h ) Aa
k=1

<
k=1
2 1
< e+t §€/[d(b) —a(a)] - [a(b) — a(a)]
2 1

= §e+§e=£,

de donde se obtiene que:

n

U(P'f'a) —L(P,f,a) < Z[f(tk) _f(t,k)] Aafk + hZAak < ¢,
k=1

k=1
por lo tanto, i) implica ii).

Sin mas generalidad, supongamos ahora que la parte ii) es verdadera. Dado un
€ > 0, existe una particion P,, tal que si por el contrario existe una particion P
cualquiera que sea mas fina que P,, se verifica que:

UP,f,a) <L(P,f,a)+¢,
luego, para tal particion P se tiene que:
I(f,a) < UP,f,a) < L(P,f,a)+¢ < I(f,a) +¢,

es decir, I(f,a) < I(f,a) + &, para todo € > 0, y por lo tanto, I(f,a) < I(f,a).
Pero segun el teorema 4.5.4. también se cumple la condicion opuesta, que
I(f,a) = I(f,a), por lo tanto, se demuestra que ii) implica iii).

Por Gltimo, sin mas generalidad supongamos que iii) es cierto, I(f,a) =I(f,a) y
sea un real cualquiera A su valor comun. Se quiere demostrar que la fab f da existe
y que su valor es igual a A. Dado un ¢ > 0, elijamos una particién P’, de manera
tal que U(P,f,a) < I(f,a) + ¢ para toda particion P mas fina que P',. En el
mismo sentido, elijamos también una P/ tal que L(P,f,a) > I(f,a) — ¢ para toda
P mas fina que P/'. Si la particion P/’ = P/ U P/’, podemos escribir:

I(f,a) —e < L(P,f,a) <SP, f,) U, f,a) <I(f,a) +¢,
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para toda particion P mas fina que P.. Pero puesto que segun la parte iii),
I(f,a) = I(f,a) = A, esto significa que |S(P, f,a) — A| < &, siempre que la particion
P sea mas fina que P,. Lo que demuestra que la integral fabf da existe y su valor
es igual a A. Por lo tanto, se demuestra que: parte iii) implica i). qed

4.7. Condicidn suficiente para la existencia de la integral de Riemann-
Stieltjes

En el desarrollo de los teoremas anteriormente visto, hemos supuesto siempre la
existencia de integrales y estudiado sus propiedades, sin embargo, ¢cémo
podemos estar seguros cuando la integral existe?. El siguiente teorema nos
presenta una condicién suficiente para que ello ocurra.

Teorema 4.7.1. Sila funcién f es continua en el intervalo [a,b] y la funcién a es
de variacion acotada en el mismo intervalo, entonces f € R(«a) en [a, b].

Demostracion: Basta demostrar el teorema para cuando la funcion a es creciente,
con a(a) < a(b). La continuidad de la funcion f en [a, b] implica necesariamente la
continuidad uniforme de la misma, asi que dado un ¢ > 0, podemos encontrar a
suvez un § > 0 que depende solo de ¢, tal que:

lx —y| <6 implica |f(x)—fy)|< %, donde A = 2([a(b) — a(a)])

Si P, es una particion de norma ||P.|| < &, entonces para una P més fina que P, se
tiene que:

M(H) = mi() < 2,

puesto que M, (f) —my(f) = sup{f (x) — f(W)Ix,y € [x,_1, x,]}, basta multiplicar
la desigualdad por Aa;, y sumando, se tiene que:

Z{Mk(f) —mi(f)} - Aay = Z M (f) Aay — Z my (f) Aay
=1 k=1 k=1

=U(P,f,a) — L(P,f,a) < % -;Aak

&
= e —a@p “P 7@

< &€

N| m

Quedando verificada la condiciéon de Riemann, por lo tanto, f € R(a) en [a,b].

Capitulo 5. La g-derivada v el TFC para la integral de
Stieltjes
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En la obra de Thomas J. Stielties, Recherches sur les fractions continues
(Investigacion sobre fracciones continuas), aparecida en 1894, Stieltjes obtiene
una generalizacion de la clasica integral de Riemann, la cual tiene enorme
importancia en la matematica contemporanea y que hoy se conoce con su
nombre. Como concepto es mas amplia que la integral de Riemann, donde su
campo mas conocido —en el contexto de nuestros estudios de pregrado- es el
calculo de areas en espacios acotados encerrado bajo la curva de una funcién,
pero que se muestra feble en el tratamiento de ciertas funciones que son
continuas (derivables) en el sentido de Riemann pero no integrables, la
herramienta propuesta por Stieltjies permite encontrar solucion a ciertos problemas
haciendo que la integral dependa de dos funciones, el integrando y el integrador,
para cuando las funciones sean continuas y discretas.

A continuacién presentaremos una introduccién al concepto de la g-derivada
que es una extension de la derivada comin, en base a una investigacion sobre el
Teorema Fundamental del Célculo (TFC) para la integral de Riemann-Stieltjes,
basados en el trabajo de Castillo y Chapinz [5], y desarrollaremos un teorema que
generalice la derivada comun en términos de la g-derivada hasta obtener una
expresion equivalente a la forma del TFC (1) para la integral de Stieltjes.

b
[ £ ax=Fw) - r@ (1)

Al respecto, la relacion entre la derivada comun y la g-derivada es equivalente a
la relacidon entre la integral de Riemann y la de Stieltjes.

5.1. La g-derivada

Daremos la definicion de la g-derivada y se detallaran los teoremas mas
importantes, omitiendo en este apartado las demostraciones para desarrollar la
idea principal.

Definicion 5.1.1. (Definicion de la g-derivada ). Supongamos que f y g son
funciones definidas en R en un mismo intervalo abierto I (acotado o no
acotado), y que la funcion g es continua y estrictamente creciente. Sea x,
un punto del intervalo I. Decimos que f es g-diferenciable en x, Si

lim f(x) - f(xo)

existe.
X—=Xg g(x) - g(xo)

Si este limite existe, se denotara su valor por D, f(x,) Yy lo llamaremos la g-
derivada de f en x,.

Por supuesto, si g(x) = x, entonces la g-derivada de f es la derivada comin
habitual de la funciéon f. Notese que si f'(xy) ¥ g'(x,) existen, y g'(xq) # 0,
entonces:

@ fx)
Dy flxo) = im oy = 9(xo)

. [f (x) = f(x0)] / (x — x0)
x-x0 [g(x) — g(x0)] / (x — x0)
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f'(xo)

B g’ (xo)

Podemos ejemplificarlo en el siguiente ejercicio:

e Sif(x)=g(x), entonces por la definiciéon 5.1.1. tenemos que:

o g(x) = g(x0)
Dof o) = im0 = g Cxo)

En consecuencia, g es una funcién g-diferenciable, es decir, admite derivadas
en toda direccion.

Teorema 5.1.2. Sean f y h ambas funciones g-diferenciables en x,, Yy con
una constante k € R. Luego f+h, f-h, y k-f son cada una de ellas g-
diferenciables en x,. Sus g-derivadas son las siguientes:

i) Dg(f +9)(x0) = Dygf (x0) + Dgh(xo)

i) Dy (f - h)(xo) = Dgf(xo) - h(xp) + f(x0) - Dyh(x)
i) Dg (k- f)(x0) =k-Dyf(xo)

Teoremab5.1.3. Si f es g-diferenciable en x,, entonces f es continua en x,.

5.2. TEC para la Integral de Riemann-Stieltjes

En analisis matematico, uno de los resultados mas notables es el Teorema
Fundamental del Célculo (TFC), que como concepto matematico relaciona la
derivacion y la integracion, y a pesar de que su descubrimiento se remonta a
buscar soluciones a problemas diferentes entre si, a la vez los relaciona dado que
son procesos inversos el uno del otro. A diferencia por ejemplo de la integral de
Riemann donde podemos calcular areas a través de sumas de limites, el TFC nos
entrega un método mas simplificado para resolver esas mismas cuestiones
mediante integrales definidas.

Buscaremos encontrar entonces un TFC que vincule a ambas integrales en
términos de la derivada comuan, tomaremos las definiciones elementales de la
teoria de integracion y diremos que, dada una funcién f en un intervalo cerrado
[a,b] , definido en el conjunto de los R y con a < b, entonces F es la
funcion primitiva de f, si cumple que:

F'(x) = f(x)

Puesto que hemos encontrado una primera relacion de igualdad, tomaremos la
relacion expuesta para desarrollar la integral de Riemann que nos sirva para
encontrar una expresion equivalente en términos del TFC.

i) Sea f:[a,b] » R una funcion integrable en [a,b], si F:[a,b] = R cumple
que F'(x) = f(x), V x € [ab], entonces:
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b b
f f(x)dxzf F'(x) dx = F(b) — F(a) (D

i) Para la integral de Riemann-Stieltjes, se quiere encontrar una expresion
equivalente a (1) con respecto a la funcion g-derivada. Sea g:[a, b] — R,
si F:[a,b] » R es una funcion diferenciable y la funcion F';(x) = f(x),
V x € [ab], entonces se cumple que:

b
[ £ag=r)-F@

Definicién 5.2.1. Sea f:(a,b) — R, una funcion definida en el intervalo abierto I.
Se dice que F es una g-antiderivada de f en I, si:

DyF(x) = f(x), Vx €l

Observacién: se denotara por R(g) al conjunto de todas las funciones Riemann-
Stieltjes integrables con respecto a g, donde g es una funcion continua, acotada y
estrictamente creciente en el intervalo [a, b].

Teorema 5.2.2. Sea f € R(g). La funcién:

F(x)=jxfdg, X € [a,b]

es continua en [a,b]. Ademas si f es continua en el intervalo, entonces F es una
g-antiderivada de f en (a,b).

Teorema 5.2.3. (TFC para la integral de Stieltjes). Sea f € R(g). Supongase que
F es una funcion continua en [a,b] y que es una g-antiderivada de la funcion f
en (a,b), entonces:

b
[ £dg=rF)-F@@

Demostracion: Sea P = {x,, x4, ..., Xx,} una particion de [a,b], por el teorema del
valor medio de Riemann-Stieltjes existe un t;, € [x,_q, x;] tal que:

F(xy) — F(xg—1) = DgF (t) [g(xx) — g(x—1)]
= f () [9(x) — ge-1)]

Luego,
F(b) = F(@) = ) F() = Flx)
k=1
=D £t 196 = gCei)]
k=1
= 5(P.f.9)
Por lo tanto,

Fb) = F(@) = tim > f(6) [90a) = g(xe-r)]
k=1

IPll—-
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b
=ffdg qed

b
o [ rag=ro)-F@

Queda demostrado el Teorema Fundamental del Calculo para la integral de
Riemann-Stieltjes mediante el concepto de la g-derivada.

Capitulo 6. Una aplicacion a la Teoria de Probabilidades
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Luego de iniciar con una introduccién a la integral de Riemann y de presentar la
teoria de la integral de Riemann-Stielties con sus teoremas y demostraciones,
finalizaremos con aplicaciones convenientes de la misma a la teoria de
probabilidades. Para ello, comenzaremos primeramente con una breve
presentacion de algunas definiciones y axiomas necesarios de la teoria de
probabilidades.

6.1 Definiciones fundamentales

Definicién 6.1.1. Sea 2 una coleccion no vacia de elementos, el conjunto 2
se llama espacio muestral y sus elementos se llaman eventos elementales.

Definicién 6.1.2. Sea A una familia de subconjuntos de 1, los elementos de la
familia A se llaman eventos aleatorios.

Propiedades de A: Vamos a estipular para A las siguientes propiedades:

P1l: Q € A (adelantando la definicion de P(Q) = 1

P2: Si A € A, entonces A° € A (donde evidentemente estamos
definiendo a P(A°) = 1 — P(A4)).

P3:Si A € Ay B €A, ysondisjuntos, entonces AUB € A

P4: Si A, € A, para n=123,..., y los A, son disjuntos dos a dos,
entonces U,-; 4, €A

Definicién 6.1.3. Sea {2 un conjunto no vacio. Una clase de A de subconjuntos
de 2 que satisfacen las propiedades P1, P2, P3 y P4 se llama un algebra de
subconjuntos de Q.

Definicién 6.1.4. Si una clase A de subconjuntos de 2 satisface las
propiedades P1, P2 y P4, entonces se la denomina una o-algebra de
subconjuntos de 1.

Axiomas de probabilidad. Si A es una o-algebra de subconjuntos de Q, vy a
cada conjunto A € A se le asigna un numero real no negativo P(A4), tenemos que:

Al: P(A) <0
A2: P(Q) =1
A3: (Aditividad finita). Si Ay, ....,A,, € A son disjuntos dos a dos, entonces:
P(Un=14;) = Xi=1 P(A)
A4d: (o — aditividad) . Si Ay,A,,..,A, €A son disjuntos dos a dos,
entonces:
P(Up-14n) = Xy=1 P(4n)

Definicion 6.1.5. Una terna (2, A, P) que satisface los axiomas Al, A2, A3y A4 se
llama un espacio de probabilidad. Donde 2 es un conjunto no vacio, A es una o-
algebra de sub-conjuntos de 2 y P es una funcion real definida sobre A.

Definicién 6.1.6. La funcion P: A — [0,1] se le llama una medida de probabilidad.

Definicién 6.1.7. Una variable aleatoria X: Q) — R es una funcion tal que:

{w:X(w)<x}eA
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para cada x € R. Esta condicion supone que la dupla (£, A) es un espacio medible.

Definicién 6.1.8. Si (2,A) es un espacio medible, entonces podemos definir a la
funcién distribucion F de X como:

E(x) =P(w:X(w) <x

y esto puede ser hecho sin inconvenientes dado que el conjunto {w: X(w) < x} €
A y podemos aplicarle P al mismo.

6.2 Esperanza de una variable aleatoria

Definicién 6.2.1. Asumamos que X es una variable aleatoria con una funcion
de distribucién F. La esperanza (o valor esperado) de X,E(X), si existe, queda
definida por:

E(X) = jxdF(x)

Ahora podemos comenzar a aplicar entonces los conceptos que aporta la integral
de Riemann-Stieltjes. Tomando la definicion anterior (definicion 6.2.1) vemos
que la interpretacion de la esperanza de X,E(X) se aclara a partir de la
aproximacion (sumas parciales de §) de Riemann-Stieltjes:

n

E(0) = ) a(F() = Fxi-1))

i=1
con sus correspondientes puntos intermedios ¢; € [x;_;, x;]-

Es decir, tomamos un valor cualquiera que X pueda tomar, c;, y lo multiplicamos
por (F(x;) — F(x;_1)); si la diferencia x; — x;_; es lo suficientemente pequefia,
entonces (F(x;) — F(x;_,)) resulta cercana a P(X = ¢;), y extendemos las sumas a
todos los posibles valores ¢; que pueda tomar X.

Este concepto lo podemos simplificar en dos casos respectivamente:
a) SiF es una funcion salto que toma valores en los puntos x;, entonces:
[o0]

FCO = ) xi(F(x) = Fxi)

i=1

b) Si F es diferenciable con derivada f = F’, entonces:
B0 = [ x£G)

Por lo tanto, al haber definido a la esperanza matematica mediante la integral de
Riemann-Stielties, obtenemos una formula general para la misma que es
valida tanto para variables aleatorias discretas como continuas, como asi también
para sus posibles combinaciones (variable aleatoria mixta).

Esta ultima variable aleatoria aparece usualmente en algunas aplicaciones de
funciones aleatorias (cambio de variable).

6.3 Esperanza de funciones de variables aleatorias

Permitamosle a g ser una funcién g:R - R tal que [ g(x) dF(x) < o y que:
{w:gX(w) <u}le A

para todo u € R, 0 sea, estamos expresando que g(x) es una funcién medible. Por
lo tanto podemos definir a la funcion distribucion de Y, F,, como:
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Fy(y) = P(w:Y(w) <)

Entonces podemos definir a la esperanza de Y como:
B0 = [y @)

si la funcion existe. Para poder obtener la esperanza de Y debemos obtener
primero a la funcion distribucion de Y, Fy.

El siguiente teorema nos dice que bajo ciertas condiciones, podemos obtener
la esperanza de Y sin obtener la funcion distribucion de Y, apelando al
concepto de esperanza generalizada.

Teorema 6.3.1. (Esperanza generalizada) . Si X es una funciéon de variable
aleatoria y g es una funcion g:R —» R tal que [ g(x) dF(x) < «, entonces las
variable aleatoria Y = g(x) tiene por esperanza:

B0 = [ gt dF )

Demostracion: La suma de Riemann-Stieltjes para el lado izquierdo de la ecuacion
resulta:

D alF o) = Byl = ) 6 P(Y € Griwyil)

2 l

= Z ¢ P(g(X) € i—r, i)

l

=) P € g HGL D

l

con ¢; € (yi_1,yi]- Debemos notar que:
¢ € icvyil ©di=g7' () € g HOi—Lyil}
e g(d;) € (Yi-1, i

Entonces lo anterior resulta igual a:

> 9@ P(X € g™HGi- D)

cond; € g~ H{(y;_1, yi1}.

Debemos notar ademas que si los intervalos (y;_;,y;] forman una particién, es
decir son disjuntos y su unién alcanza a todo el intervalo, entonces los intervalos
(xi—1,xi] = g7H(y;i—1, y;]} también forman una particion. Luego la expresion
anterior puede ser escrita como:

> 9@ PX € Gy i)
i
con d; € {(x;_1,x;]}, la cual es una suma de Riemann-Stieltjes para el lado derecho

de la ecuacion, y el teorema queda demostrado.

La afirmacion del teorema anterior se puede escribir para los dos casos de F, o
sea, que F sea una funcion salto o que F sea una funcién diferenciable con
derivada f = F':
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( Z 9 (DF () = F(xi1))
E(g(x)< ¢
| f 9(x) FGo)dx

Ejemplo: Calcular la esperanza de una variable aleatoria X para el caso particular
de que g(X) = Iy}, donde A es un conjunto en R.

Solucion: Estamos en presencia de una variable aleatoria de Bernoulli, cuya
funcién de distribucion es una funcién salto, con discontinuidad en 0 y 1, de forma
tal que:

E(Igeeny) = 0(F(0) = F(0) + 1(F(1) — F(1.))
=(F(D-FQ1))
= P(gX)=1)
= P(X € 4)

Podemos notar también que el lado izquierdo de la expresion anterior es:

E(lwen) = [ fen 4F QD)

_ J dF (x)

De esta forma podemos llegar a la formula:
P(X € 4) = f dF (x)
A

Y en particular tenemos que P(X € R) = fR dF(x) =1

Lema 1: Sea X una variable aleatoria con distribucion F. Entonces se cumple que:

E(@aX+b)=aEX)+b

Demostracion: Tenemos que:

E(aX + b) =f(aX+b) dF (x)

=afxdF(x)+bde(x)

=aEX)+ b qed
Es decir, la esperanza es un operador lineal.

6.4. Varianza de una variable aleatoria

Definicién 6.4.1. La varianza de una variable aleatoria, si existe, de define como:

Var(X) = E((X —p)?)
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en donde u = E(X) es la medida de distribucion.

Lema 2: Sea X una variable aleatoria con distribucion F. Entonces se cumple que:

Var(X) = E(X?) — (E(X))?

Demostracién: Tenemos que:

Var(X) = E((X — 1)?)
= E(X? - 2Xu + u?)
= E(X?) — 2uE(X) + u?
= E(X?) — 2u? + p?
= E(X?) — p?

= E(x?) - (E)’ ged

Ejemplo: Calcular la esperanza y la varianza de la variable aleatoria X € Bern(p)
Solucion:

B0 =[x dR()= ) ufG) = 07(0) +1/(1) = 0(1—p) +1p = p

4

BOC) = [ 22 dR@) = ) xf() = 0°F(0) + 12£(1) = 001 = p) + 1p = p

Xi
Entonces tenemos:

Var(X) = E(X?) = (E(X))* =p—p* =p(1 —p)

Lema 3: Sea X una variable aleatoria con distribucion F. Entonces se cumple que:

Var(aX + b) = a*Var(X)

Demostracion: Primero debemos tener en cuenta que E(aX +b) =aE(X)+b.
Entonces tenemos:

Var(aX + b) = E((aX + b — aE(X) — b)?)
= E((aX — aE(X))")
= E(a*(X —w?)
= a’E((X — w)?)

Es decir, la varianza no es un operador lineal.

Tal como se habia comentado para el caso unidimensional, al haber definido a la
esperanza matematica mediante la integral de Riemann-Stieltjes, obtenemos una
férmula general para la misma que es valida tanto para variables aleatorias
discretas como continuas, como asi también para sus posibles combinaciones
(variable aleatoria mixta).

Teniendo en cuenta lo anterior, la definicion de la esperanza matematica mediante
la integral de Riemann-Stielties también nos permite definir la esperanza
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matematica de la suma de X +Y cuando, por ejemplo, X es continua e Y es
discreta.

La esperanza de X +Y no seria posible de calcular si hubiésemos definido
solamente a la esperanza de variables aleatorias discretas y continuas como
casos separados, es decir, con sumas e integrales ordinarias de Riemann.

Este es un fallo comin que presentan los textos comunes de Teoria de
Probabilidades y el hecho de utilizar en su lugar la integral de Riemann-Stieltjes.
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Conclusion

La integral de Stieltjes es un concepto que generaliza a la integral de Riemann y
que conserva, entre otras, algunas propiedades analogas como la linealidad del
integrando por ejemplo. Ademas, en el curso de nuestro trabajo descubrimos que
la definicion dada por Stieltes de esta integral no es Unica, existen mas
generalizaciones, principalmente la integral de Lebesgue, que sigue la linea de
Stieltjes y amplia aiin mas el espectro de soluciones que la integral de Riemann
no podia resolver.

Presentamos en primer término la integral de Riemann con sus definiciones para
comprender a priori la idea del concepto a trabajar, para luego profundizar en los
capitulos siguientes con la integral de Riemann-Stielties y los teoremas y
definiciones méas importantes que le dan sustento. Se continu6 con una
introduccion al concepto de la g-derivada y su aplicacion para obtener el Teorema
Fundamental del Célculo para la integral de Stielties. En la parte final, la tesis
estuvo dedicada a la aplicacion en teoria de probabilidades y la definiciéon de la
esperanza matematica, por ser un campo abierto en cuanto ha contenido a
trabajar eventualmente en la enseflanza media. En este Ultimo caso, no habria
sido posible calcular la esperanza matematica de la suma de dos variables
aleatorias, si hubiésemos definido solamente a la esperanza de variables
aleatorias y continuas como casos por separados, es decir, como sumas e
integrales ordinarias de Riemann. Por lo que se puede concluir y comprobar a
ciencia cierta que este constituye un buen ejemplo que justifica la definicién y
aplicacion de la integral de Riemann-Stielties como una herramienta util en la
solucion de diversos problemas que la integral de Riemann no puede explicar por
si misma.

A lo largo de nuestro trabajo de tesis nos encontramos con algunas dificultades en
cuanto a encontrar literatura disponible sobre la integral de Riemann-Stieltjes,
puesto que la gran mayoria de los textos de estudio dedican sus presentaciones
principalmente al desarrollo de la integral de Riemann, que por cierto constituye el
primer acercamiento de los estudiantes de cursos superiores en el estudio del
célculo integral por la facilidad que presenta en la comprension del concepto.

Finalmente en la realizacion de esta tesis dedicamos nuestro esfuerzo en intentar
exponer los teoremas de la integral de Riemann-Stieltjes —dentro de lo posible- de
una forma clara e intentando desarrollar las demostraciones paso a paso, teniendo
presente que la compresion de este tipo de textos requiere por parte del lector de
cierto dominio de los contenidos o estar al menos familiarizado en la lectura de los
simbolos utilizados.
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