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Resumen

En este trabajo de investigacion, se mostraran algunas definiciones y demostraciones de
famosas desigualdades, principalmente en los espacios de Banach, el cual es considerado
uno de los objetos de mas importante estudio dentro del analisis funcional.

En el primer capitulo, se definiran conceptos introductorios que ayudaran en la
comprension de conceptos como espacios Vvectoriales, espacios normados, espacios
métricos, las p-normas, entre otros.

A continuacién, se presentan los espacios de Banach, y todos los conceptos asociados a él,
como la sucesion de Cauchy, desigualdad geométrica y espacios completos, para concluir
con la definicién y demostracién de los espacios de Banach, aportando con algunos
ejemplos asociados.

Correspondiente a la tercera y ultima seccion, damos paso a los espacios ¢, donde
previamente se definen y demuestran conocidas desigualdades, tales como, desigualdad de
Cauchy, desigualdad triangular, desigualdad de Holder y desigualdad de Minkowski, las

que abren camino a los espacios de sucesiones ¢, llegando a concluir este trabajo con un

teorema que vincula estos conceptos y los anteriormente mencionados.
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INTRODUCCION

El analisis clasico se entiende como el estudio de variables como magnitudes y numeros,
mientras que, el andlisis funcional consiste en que las variables sean tratadas como
funciones para estudiarlas como conjunto. Esta rama de las matematicas, comienza a
aparecer en el siglo XVIII, al considerar el conjunto de soluciones de algunas ecuaciones
diferenciales. Sin embargo, cobra mas importancia en el siglo XIX donde Volterra lo

declara en 1900 como el “siglo de la teoria de las funciones”.

Banach fue la figura mas importante en el desarrollo del andlisis funcional, con la aparicion
del libro “Théorie des opérations linéaires” en el afio 1932, donde recopilé sus propios
trabajos, ademas de todos los resultados e investigaciones sobre espacios normados de la
época, algunos de los cuales, siguen siendo de gran relevancia en la actualidad dentro de
esta area, ademas Banach plantea diversas preguntas que fueron més adelante fuentes de

investigacion para muchos trabajos dentro del analisis funcional.

En 1960 la investigaciobn matematica sobre espacios normados y espacios de Banach
mostré un considerable crecimiento, lo que dio paso a que la teoria de los espacios de
Banach ganara mayor profundidad y alcance. La mayoria de los problemas clasicos fueron
resueltos y se logré una mayor conexion entre la teoria de los espacios de Banach y otras

areas de la matematica.

Dentro del marco de la investigacidn del analisis funcional, la siguiente investigacion estara
centrada en introducir al lector en los espacios de Banach, para esto daremos a conocer
algunos conceptos previos necesarios para la investigacion, tales como espacios vectoriales,
espacios métricos, topologia, entre otros, ademas, se mostraran algunas definiciones y
propiedades tanto de los espacios de Banach como los espacios Ip centrandonos en la

demostracion de las normas p.



CAPITULO I: PRIMEROS CONCEPTOS

Para comenzar, daremos ciertas definiciones del area del analisis funcional, centrado en
espacios vectoriales, como, por ejemplo, norma, producto escalar, equivalencia, entre otros,
los cuales seran de ayuda para comprender mas adelante los conceptos asociados a espacios
€, y de Banach.

En el desarrollo de definiciones y demostraciones, K denotard, de igual manera, el cuerpo

R (de los numeros reales) o C (de los nimeros complejos).
1.1. Espacios vectoriales

Un espacio vectorial sobre un cuerpo K es una estructura algebraica creada a partir de un
conjunto no vacio V, una operacion interna llamada suma (+) definida para los elementos
del conjunto y una operacion externa llamada producto escalar (.) definida entre el conjunto
y el cuerpo matematico. Los elementos en V se llaman vectores y los elementos en K
escalares. Se dice que (V,+,) es un espacio vectorial si se cumplen las siguientes

condiciones:

(i)  (V,+) esun grupo abeliano
(i)  La operacién K xV — V satisface las siguientes condiciones para todo x,y €
V,a,f €K
a) a-(v+w)=a-v+a-wVa€eEK,v,weV
b) (a+b)-v=a-v+b-v,Va,beEK,vEV
c) 1-v=v,VveV
d (a-b)-v=a-(b-v),VabeK;veV



1.2. Espacios métricos

Se Ilama espacio métrico al par (X, d), formado por un conjunto no vacio X, y una funcién
d: X X X — R llamada funcién distancia o métrica de X, la cual cumple con las siguientes

propiedades:

(i) d(x,y)=0siysolosix=1y
(i) d(x,y) =d(y,x)paratodox,y € X
(i)  d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) paratodo x,y,z € X

Los elementos en el espacio métrico X se les llama puntos de X.

Un ejemplo sencillo de espacio métrico lo encontramos en el espacio euclideo de

dimensién n, dotado de su métrica (R™, d,,)

d(x,y) =

1.3. Espacios Normados

Definicion 1.3.1

Dado un espacio vectorial V sobre el cuerpo K, se define la norma sobre V como una
funcion || ||:V — R, que satisface las siguientes propiedades:

1. |lx|]| =osiysélosi,x =0

2. |lax|| = |la]llx|l, para todo @ € K,x € E

3. llx+yll < x|l + llyll, para todo x,y € E



A continuacion, demostraremos las propiedades recién mencionadas para el caso de R™

1-llx|]] =0 &x=0

Demostracion:

Evidentemente, si x # 0, se tendria ||x]|| = (x]|x) > 0

2.- ||ec x|| = || - ||x]||, para todo x€ K,x € E

Demostracion:

llax|| = y/(ax1)? + -+ +(ax,)?

= Ja2x,2 + . +a?x?

= Jaz(xf + - +x2)

=+ a%/x?+ -+ x2

= |a||]x]|
3-llx +yll < llxll + llyll, para todo x,y € E

Demostracion:

llx + y112 = Cerpy1)? + oo+ 00 + )
=xZ +2x171 + e + X2+ 2x,y, + ¥
=X+t X2 200+ X V) YR A YR

2 2
= ||x|| +2(x1y1+"'-"+xnyn)+||y||
Aplicando la desigualdad de Cauchy

X1Y1 + e XYy S ||x||||J’||



Se tiene que
= |1xI|” + 2Geyys + -+ oo A2y + |1 < 1]+ 2] 121 91] + |I71]
= [|1x1] + [Iy1]]°

= [+ ¥ < [lxl] + 1]
aplicando raiz cuadrada obtenemos
|l +yl1| < [1xl] + [yl

1.3.2. Topologia de la norma

Para cada norma ||-|| € R™ podemos considerar, para cada x € R™ y cada r > 0, la bola

abierta y cerrada.
Definiremos la bola abierta de centro x y radio r, como:
By (x,7) = B(x,7r) ={y € R |ly — x|| <7}
Del mismo modo, la bola cerrada de centro x y radio r, se define como:
By (x,7) =B, 1) ={y e R":|ly — x|l < r}
Definicion 1.3.3.

Un espacio normado es un par (E,||-|]), donde E es un espacio vectorial y ||-|| es una

norma en X.

En cualquier espacio normado E, consideramos la distancia d definida por
dex,y) =lly—xllvxy €X)
que satisface

(i) d(x+2zy+z)=d(x,y) (Invariancia por traslaciones)



(i)  d(Ax, Ay) = |Ald(x,y) (Homogeniedad)

Definicion 1.3.4.

Dos normas, ||*|l; ¥ I|*ll,, en un mismo espacio vectorial V, se dicen equivalentes, cuando

dan lugar a una misma tipologia sobre V.

Lo anterior, hace referencia a la siguiente proposicion:

La union de una familia cualquiera de un subconjunto abierto de X es un subconjunto
abierto. Mientras que la interseccion de una familia finita de subconjuntos abiertos es un
subconjunto abierto.

La proposicion anterior, la podemos deducir de lo siguiente:

Sea
Dy (x,) ={x € V:|lx —x,ll, <7}
Se tiene x; € D,(x,)
Podemos encontrar r’, tal que:D,.r(x;) € D, (x,)
Si x € D,r(x,), se cumple que
allx — x|z < |lx — x4l <7

Por lo que contiene otro disco, en la otra norma, en el subconjunto abierto.

Proposicion

Dos normas, |||l; y II-ll,, sobre V, son equivalentes si y sélo si, existen dos constantes
a,b > 0, tales que:

allxlly < llxllz < blix|ly, vx € V

Todas las normas en un espacio vectorial de dimensién finita son equivalentes.
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1.4 P-normas

Sea un vector X = (x1 X, ..., X, ), Se define la p-norma como:

S p
%1, = VIxs [P+ |2z ]P + -+ + |, [P

A modo de ejemplo, en el caso de p=1, la norma quedaria expresada como
%1l = lea| + || + - + |xp]

En el caso de p=2, se obtiene la norma euclidiana:

12112 = V1% ]2 + oz ]2 + - |2, |2

1.4.1. La p-norma, es una norma en Rn

La funcion [|X||, = ’i/lxllp + |x,|? + -+ + |x,|P €s una norma en R,, cuando p = 2 se

[lama norma usual en R, cuando p > 2 se vuelve mas complejo probar la desigualdad

triangular, ésta también define normaen K = C,,

La demostracion de la desigualdad triangular, para p = n la veremos en profundidad en el

capitulo 1.

11



CAPITULO Il : ESPACIOS DE BANACH

Los espacios de Banach que llevan su nombre en reconocimiento a su descubridor, son de
importancia apra comprender propiedades de los espacios funcionales. Con la aparicion del
libro Théorie des opérationes linéaires comenzd el estudio de espacios vectoriales
normados, ya en la actualidad hay muho desarrollo respecto al tema y distintas conexiones
con la teoria de Banach y otras areas de las matematicas.

En este capitulo, partiremos definiendo algunos conceptos claves para entender de mejor

forma los espacios de Banach.

2.1. Sucesion

Una sucesion es un conjunto de nameros ordenado, ésta puede ser finita o infinita. Los
valores a; son Ilamados términos de la sucesion. Tambien se usa {a;} para denotar una

sucesion cuyo k-ésimo término es a;

2.2. Sucesion de Cauchy

Sea {x,,} una sucesién en X, decimos que esta es de Cauchy, si para todo € > 0 existe N €

N tal que d(x,,, x,,) < &,sin,m > N

2.2.1. Proposicion

Toda sucesion convergente, es de Cauchy. El reciproco de esta proposicion es falso.
2.3. Desigualdades entre la media geométrica y aritmética.

En matematicas, una desigualdad es una relacion de orden que se da entre dos valores

cuando éstos son distintos (en caso de ser iguales, lo que se tiene es una igualdad).

Si los valores en cuestion son elementos de un conjunto ordenado, como los enteros o

los reales, entonces pueden ser comparados.

12
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Para el siguiente caso.

Sean a4, a,, ..., a, y m = 2™, nimeros reales positivos, mostrar que:

1/m < (alJaZJ "'lam)

(ay,ay, ..., am)

m
Solosia; =+ =a,,
Demostracién por induccion:
H.l. Se cumple param = 2%
1 al'az'...'ak
(al-az-...-azk)/zks( 2) Vk>1

2k ’
Ahora, sean m = 2k*1 ademas 2k*1 = 2 - 2k

Tesis de induccién:

)1/szr1 - (a4 o+ Gk + gy g + 0+ Qi)
1 =
2k+1

(a1 et Okt Ogkyq et Qokt

Utilizando la igualdad 2*** = 2 -2k podemos reescribir la desigualdad anterior de la

siguiente manera:

1/ (a + ..+ ak+ax +“'+Clk+1)
2k 1 2 2F+1 2
(a1 St Ok gk g et a2k+1) 22t < >k

La que luego separar el lado derecho de la desigualdad y aplicar propiedades de las

potencias del otro lado, lo anterior es equivalente a la desigualdad.

1/ K 1
(a1 T azk ) a2k+1 ' a2k+1) 2 S .

2k 2 2k

N

a + ..+ a2k> 4 1 (a2k+1 + -+ a2k+1>

13



Asi, volviendo a nuestra hipétesis de induccion obtenemos lo siguiente:

1 1
(ay + ...+ au) /2 (agkyq + o+ agirr) /2
= 2 + 2

< a; + ..+ ak + Aykyq T oot Aykta
2k -2 2k -2

2.4. Espacios completos

Sea A c X. Decimos que A es completo, cuando toda sucesion de Cauchy converge a un
punto de A. Un espacio normado, real o complejo, (E, k k), se dice que es completo cuando
el espacio métrico asociado es completo. A los espacios normados completos se les llama

también espacios de Banach.

Un espacio métrico X es completo si cada sucesion de Cauchy {x,} de elementos

pertenecientes a X converge a cierto elemento de X.
2.5. Espacio de Banach

Sea X un espacio vectorial normado y sea d su métrica asociada. Si X es un espacio métrico

completo, entonces se dice que X es un espacio de Banach.
2.5.1. Ejemplos de espacios de Banach
A. R con su norma dada por el valor absoluto.

B. C con la norma usual

C. ¢, conlanorma|lx|l, = (T, lx;|P)'/P

2.5.2 Convergencia

Sean, (E, ||*|lg) un espacio vectorial normado y (x,),en Una sucesion en E. Para todo k €

N, construiremos la suma parcial de la sucesion S, = ¥X_, x,

14



CAPITULO Il : ESPACIOS ¢,

Los espacios ¢, tambien llamados espacios de Lebesgue, nombrados por el matematico
francés Henri Leon Lebesgue, son espacios de dimension finita, tienen muchas aplicaciones
en las matematicas y son de gran utilidad en el analisis funcional. Estos espacios tienen
como caracteristica medir el “tamafio” de las funciones.

Estudiaremos los espacios de Lebesgue considerando el caso donde el indice p, tenga la
siguiente caracteristica 1 < p < n. Para ello es necesario definir y demostrar algunas
desigualdades que nos ayudaran para demostrar la existencia de las p-normas, como normas

en R™, como por ejemplo, la desigualdad de Cauchy, de Holder, Minkowski, entre otras.
3.1. Espacios €,

Un caso particular respecto a una familia de espacios de funciones integrables, corresponde
a un espacio de funciones integrables respecto a una medida arbitraria, los actualmente

llamados espacios €. Algunos de los ejemplos mas recurrentes dentro de los espacios
normados son estos espacios €,. A partir de los cuales se impulso la teoria de espacios

normados y espacios de Hilbert.

Seap, 1 < p < oo, denotaremos como L, al conjnto de las sucesiones x = {x,} € KN tales

que la serie Y.,,-1|x(n)|? es absolutamente convergente:

Abreviadamente,

n

0, ={xeK": le(j)lp<oo (l<p<n

j=1

15



3.2. Normaen t’p

Se define la norma-p de la sucecién como la raiz p-ésima del valor de la serie

n 1/p
lxIl,, = (ZIXA”) ,parax €,

i=1
3.2.1. Ejemplos espacios £,

A continuacion, para cada norma, se representa la correspondiente bola unidad en R?;

i.e..., el conjunto B(0,1) = {x € R?/||x|| < 1}

a) Lanorma 4;:

n
Ixlly = ) I
i=1

b) La norma #,:

16



c) Lanorma 4:

llxllo = max |x;]
1<isn

d) La norma #,, general (p = 2):

n 1/p
Ixll, = (ledp)

i=1

3.3. Desigualdad de Cauchy

Siaq,ay,..,a, y by, by, ..., b, SON NUMeros reales, entonces:

2

n
San) <(3oe) (30

Jj=1 Jj=1

Demostracion:
e Sia; =0,vV1<j<mn,secumple ladesigualdad,
e Sino es el caso, consideramos el polinomio de grado dos.

Existe x € Rtal que,ajx +b; =0,V1<j<n

2
n n n

Za]-x+bj = Zajz x%+2 Zajbj x +

j=1 j=1 j=1



Considerando,

Zajx+bj <0,

Ademas A como el discriminante de (X7, a;2)x? + 2(X 7}, a;b;)x + (X7, b;*), tenemos:

j=1"%j

n 2 n
o) oo (S0

Entonces

Sy
..[>
INgE
8
N
]+
=
N
A
o

n
ZZaJ

Lo que podemos escribir como

Simplificando, obtenemos

Quedando asi demostrada la desigualdad.

18



3.4. Desigualdad triangular

. 1, Y, 1,

n n

j=1 j=1 j=1
Demostracion:

Utilizando la desigualdad de Cauchy

n

2 n n
za,-b,- = Z“jz ( bk2>
= k=1

j=1

Anteriormente demostrado, podemos deducir la desigualdad triangular
Utilizando la desigualdad de Cauchy tenemos

Lo que es equivalente a:

. Yo sm A% sn A\
j=1 ' '

Quedando demostrado

19



3.5. Desigualdad de Hélder

Sea {xq, ..., x,} vy {xq, ..., x,,} nimeros reales positivos.

n n 1/p n 1/q
RV .p .q
2=\ 25| | 2y
]:1 ]:1 ]:1
Demostracién
Consideremos la desigualdad de

Sean p,q > 1, tal que, % + é = 1,y sean a,b = 0, entonces

aP b1
ab < —+— *
>t (*)

Aplicamos la desigualdad recién mencionada, con

Xi Vi
1, b= 1,
7 (x?) ()

a =

Tenemos:

p
Xi Vi Xi +1

n 1/ n 1/
Toa(7) 7P )\ ()

<

S| -

Vi

n 1/ n 1/
Pa(g?) ” 1 foa(ye)

)

XiYi 1/ xP 10
1 1 S_<Zn p>+_< n q
(Z1a0s7) P (Bl '0) - PR AR

Sumando las desigualdades se tiene

2i=1%Yj < 1<Z?=1xjp> +1< j=17;7
Z?:lxjp q ?=1yjq

( 7=1(xfp)1/p> (Zﬁl()’jq)l/q) 7

(*)(Kreyszing Introductory Funtional Analisys with Applications)

Young

q

20



Z’.lz XV 1 1
W T P
(27 G67) ) (s 05 )
Por propiedad
noaea
%/le,y ! Ty <1
(Z1657) ) (s 5) ")
Asi se tiene
n n 1/p n
Zx,yj S ijp Zy]q
j=1 j=1 j=1
Quedando demostrado
3.6. Desigualdad de Minkowski
n 1/p n 1/p
z(a,- +h) | < Zajp +
j=1 j=1

Demostracion:

Para p = 1, se reduce a la desigualdad triangular.

Ahora, consideremos

Ahora, consideremos p > 1, ademas, sea q > 1, tal que % + i =1
. p

SiY(aj +b;)" # 0,sabemos que (a; + b;) < a; + b;

Utilizamos (p — 1)q = p y la desigualdad de Holder, tenemos

21



n n

Z(aj + bj)p = Z(aj + bj)(aj n bj)P—l

j=1 j=1
n n

= a4 5) "+ ) e + )
j=1 j=1

Aplicando la desigualdad de Holder para cada una de las sumas anteriores se tiene:

n n 1/p n 1/q
2 a(a; + b))’ < a; z(a,- +5,)"77Y
j=1 j=1 j=1
n n /p n 1/q
p-1 a(p—1)
Dobla+b) " < D b7 | (D (g +h)
j=1 j=1 j=1
Donde % + é =1, de esto, g = ﬁ, y por lo tanto, (p — 1)q = p. Considerando esto
tenemos:
1
n Ya n =
(r-1q p
Z(aj +by) = Z(aj + by)
j=1 j=!
Retomando las desigualdades anteriores obtenemos
1
n n 1/p n 1/p n =
j=1 j=1 j=1 j=!
y como Z(aj + bj)p #+ 0, podemos dividir por el segundo factor obteniendo
n Yp Yp n Yp
Z(a] + b})p < Z ajp + Z b]p
j=1 j=1 j=1

22



3.7. Espacios de sucesiones [,

Pasemos ahora al cado de dimensién infinita. Consideremos el espacio de las sucesiones

para la suma de los médulos a la potencia p > 0 de sus términos es convergente.

lP = {{xn} P Xn € K'Z |xn|p < oo}
n=1

Consideremos en primer lugar el caso p = 1. Demostraremos en primer lugar que se trata
de un espacio vectorial. EI Gnico problema es probar que la suma de los elementos de este
conjunto esta también en el conjunto. Para ello comprobemos que la siguiente expresion es

una norma en lp

1
> P
Il = ) 1xal?)
n=1

Como siempre la desigualdad triangular es la Unica complicacién. Pero podemos realizar

los siguientes pasos y llegar a

[EN

1 1
n p i p n p
Qi +yi) <O IxlP) + Q) il
i=1 i=1 i=1

Pero

=

1
n p
<Q Iyl <o
i=1

(illep)
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Por lo tanto, el miembro de la izquierda de la desigualdad esta acotado para todo n y la

desigualdad es valida cuando n — . De esta forma se prueba que [, es un espacio

vectorial y ademas [|x||,, es una norma.

Los espacios [, con p = 1 son espacios normados de dimension infinita (no numerable). Si
0 <p < 1.1, noes un espacio normado, aunque si un espacio vectorial y ademas es un

espacio métrico (con una distancia que no proviene de una norma).

En efecto,

o)

dp(x:y) = Z lx, —yalP, 0<p <1

n=1

Es una distancia, pues la desigualdad de Minkowski se cumple.

dy(x,y) <d,(x,2z) +d,(z,y)
Vamos a demostrar ahora que [, es un espacio de Banach. Sea {x™} una sucesion en L, con

1 < p. Es decir:

x™ = (g, o, X )

Supongamos que es de Cauchy. Para todo e > 0 existe n, tal que

[|x™ —xm||p <enmz=n,

Esto implica que cada una de las sucesiones {x; }n—; es de Cauchy en K, pues
It — x| < [l — x|, < e
Luego converge al ser K completo. Sea x = (x4, x5, ... )el vector de los limites. Hay que

probar que esta en [,, y que es el limite de una sucesion. Al ser {x"} de Cauchy, para todo

e, por ejemplo, e = 1. Existe n, tal que, para todo n,m > n, y para todo N, se tiene:
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N
Dl =P < flet = p < 1
K=1

En la suma finita podemos hacer n — oo y se tiene una acotacion para todo m = n, y para
todo N:

N
Dl =g <1
K=1

Y por lo tanto es cierta cuando N — co:

(o]
Dl =P <1
K=1

De esta forma hemos demostrado que x — x™ esta en [, cuando m = n,. Pero x™ €
L, luego x € [,

Probemos ahora que es el limite de la sucesion. Hacemos lo mismo que antes con e

arbitrario

o)

|xx — xR P < e, m=n,
k=1

Luego
llx —x™|| <e
La demostracion es valida para cualquier p. Por lo tanto todo 1,,0 < p es completo (si es

normado es de Banach)

La norma de los espacios [,, queda demostrada mediante la desigualdad de Minkowski

25



3.8. Los espacios L, son espacios de Banach

Sea R un espacio vectorial 1,(1 < p < o), formado por las suceciones x = (x,)nen de

elementos de R que satisfacen Y72, [x;|P < oo es un espacio de Banach con la norma
| ]I, definida por ||x||, = /X2, |x;|P. En efecto dada una sucesion
X = X1,X2,X3,

Y n € N, detonemos con x;, a(x;,_x,)
Asi ||x|n +y|n||p < ||x|n| |p + ||y|n| |p < ||x||p + Ily”p

Como esto vale para todo n

||x+y||p :gi_l)go(||x|n+y|n||p) S||X||p + Hy”p

Como, ademas

o)

Dl = Inlllxl,

i=1

> xlp =

l, Es un espacio de I,y || ||, es una norma sobre [,. Veamos que es completo.
Supongamos que (x™),en €S Una sucesion de Cauchy en L,,. Entonces la sucesion (x7;)nen,
de las coordenadas m — esima de (x™),ey, €S Una sucesion de Cauchy para todo m € N.
Como R es completo, existe Xy = limx]}. Escribamos
x = (x1,Xp,%3,...) dado & >0, elijamos n, € N tal que ||x"—x'”||p < Epara todo

n,n’ = n,_ Entonces.

||x|n+y|n|| = lim (||x|’}n—x|’}n||) <&
P P

n—-oo

Como todo esto vale para todo m € N,

[|x™ — x|, = T}j_r)rgo(||x|’,‘n + x|m||p) < € paratodon = n,

En consecuencia ||x,|| < [[x™||, + |lx —x™| [, < oo por lo que x € L,. Por ultimo x =

lim (x)" en [,

n—-oo
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CONCLUSION

Los estudios de Banach permitieron el inicio de respuestas a otros problemas del analisis
funcional, siendo un incentivo para otros matematicos a realizar investigaciones que
permitieron dar respuestas a problemas que quedaron inconclusos en los primeros estudios

de espacios de Banach.

Los resultados obtenidos de distintos estudios del analisis funcional nos permiten, por
ejemplo, demostrar la existencia de otras normas en Rn, como las normas p que hemos
desarrollado en esta investigacion, las cuales logran una generalizacion de los espacios

normados.

Notamos entonces que en estudios avanzados los espacios de Banach llegan a ser de gran

utilidad para la resolucion de distintos problemas matematicos.
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