UNIVERSIDAD DEL BiO-BiO
FACULTAD DE EDUCACION Y HUMANIDADES

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS DE LA EDUCACION
ESCUELA DE PEDAGOGIA EN MATEMATICAS

METODOS DIRECTOS PARA RESOLVER
SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

MEMORIA PARA OPTAR AL TiTULO DE PROFESOR DE ENSENANZA MEDIA
EN EDUCACION MATEMATICA

Autor: Quezada Medina, Ricardo Ignacio
Profesor Guia: Friz Roa, Luis

CHILLAN 2019



Universidad del Bio-Bio. Red de Bibliotecas — Chile



“Dedicado a mi familia, en especial a mis padres, Ricardo y Beatriz, quienes
han estado presentes en cada momento, apoyandome y confiando siempre en
mis capacidades, durante toda mi carrera.

Gracias por todo su apoyo incondicional y por darme esas palabras de
motivacidn cuando mas lo necesite, sin ustedes esto no hubiera sido posible”



Indice

a0 To U o{od o] o FA PSP SRR -5-
(@01 (1] o T S SSSRSR -7-
PIEIIMINGAIES.....cciiee et s be e s ba e et e e -7 -
1.1 MatriCeS Y VECLOIES ....eccvveiieeieeieecieestteste et ste et ae et -8-
1.2 Operaciones CON MALIICES. .....coivveiiueeeiie et e et e e -9-
1.3 Matrices eSPECIales .......ccveiveiiiiieie e -11-
1.4 Inversa de UNa MALIIZ .......c.cocveeiieeiiie e -12 -
1.5 Determinante de UNa MAatrizZ ........cccoovevenieiiiniieniene e -13-
CaPItUIO 2 ..o -16 -
IMETOTOS DITECIOS ..ttt nas -16 -
2.1 Método de eliminacion de GauSS........cc.ccvveeiieireereecee e -16 -
2.2 Estrategias de PIVOLEO .......ccveiueeiieiiesie e -21-
2.2.1 PIVOLEO PArCial.......cccveiiiiiiiiiie e -21-
2.2.2 PIVOLEO tOtal ... -22 -
2.3 Métodos de factorizaCion ............cccueevveeiieiie e, -23-
2.3.1 Método de factorizaCion LU...........cccevieiiiiiiiiec e -23-
2.3.2 Método de Factorizacion de Cholesky.........c.ccoeveiinienc e -26 -
2.3.3 Método de factorizacion de DoOlittle ..........ccceveeeiiiieiiciiieee, - 28 -
2.3.4 Meétodo de factorizacion de Crout...........coceevveveeiieiie s -30 -
2.3.5 Método de factorizacion LU con PiVOLEO ........ccccvevvevvereesieeriesinenne, -33-
CAPITUIO 3o e - 36 -
Aplicaciones de l0s sistemas de eCUACIONES .........cccevvevreevieiiveerieesieesieesnenns - 36 -
3.1 Circuito electriCO PASIVO .......couveeerieeieiieie et -36 -
3.2 Determinacion de UNa CUMVA........c.cccoveiveeiieeiiee e e e -37-
CONCIUSION......oiiiteeite ettt ettt et e b e et e e b e s eenreere s - 40 -
BIDHOGIafia. .. c.eeieeee e e -41 -
LINKOGrafia........ccoviiiiiie e -42 -



Introduccion

Investigaremos algunos métodos de resolucion de sistema de ecuaciones lineales, centrado

en sistemas cuadrado, es decir posee igual nimero de ecuaciones que de incognitas.
Por lo tanto, vamos a trabajar la resolucion de sistemas de ecuaciones de la forma:

ai1Xq + aAq12Xy + ... + A1mXm = bl'
a21x1 + azzxz + ... + amem = bz,

(1.1)
am1x1 + amzxz + ... + ammxm = bm,

Donde a;; y b;, para 1 <1i, j <m, son nimeros reales dados y siendo x; € IR, 1 <j<m, son
las m incdgnitas. Entonces el sistema (1.1) es por tanto un sistema lineal m x m, es decir, es

un sistema cuadrado. Los a;; son los coeficientes del sistema (1.1).

La formulacién del sistema (1.1) se puede reducir a una forma compacta. Utilizando la
notacion vectorial, Ilamaremos en particular a los elementos de IR™ como vectores columna,

es decir, como matrices m x 1 . De la forma:

X1 by
x={% ], b=|b2],
Xm b

Y sea A una matriz m x m de término general a;;, es decir
A=(a;)1<i,j<m,

De esta forma, el sistema lineal (1.1) se escribe:
Ax=Db (1.2)

Para encontrar la solucion del sistema (1.2), utilizaremos los distintos métodos directos, que

se estudiaran en esta actividad de titulacion.



Hay dos clases de métodos para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, son los
métodos directos y los métodos iterados. Los métodos directos, permiten calcular la solucion
exacta del sistema de ecuaciones en un namero finito de pasos, si es que no fuera por los
errores de redondeo. Por el contrario, los métodos iterados que en general solo conducen a

una solucion aproximada.

En esta actividad de titulacién, vamos a estudiar los métodos directos, que consisten en
adaptar el sistema (1.2) en otro equivalente siendo su resolucién casi inmediata. Esta
adaptacion se realiza mediante las llamadas operaciones elementales, cuya interpretacion de

la matriz nos entregara una interesante factorizacion del sistema.

El objetivo es estudiar los métodos directos para resolver sistemas de ecuaciones lineales,
sus aplicaciones y encontrar los valores del vector x del sistema (1.2) mediante el método

que sea mas eficiente para la matriz A, estos métodos se estudiaran y explicaran mas adelante.



Capitulo 1

Preliminares

Comenzaremos con la teoria que respalda el estudio de los métodos directos, que seran
utilizados en la presente actividad de titulacién. Estas las pueden encontrar y complementar
con cualquier libro de algebra lineal. Por lo que se omitiran algunos conceptos que se

asumiran que domina el lector.

Desde el principio de los tiempos, el objetivo principal para los matematicos ha sido
buscar las soluciones reales de los sistemas de ecuaciones lineales, siendo este punto
fundamental en el estudio de la matematica. Buscaremos esa solucion mediante métodos
numéricos siendo una herramienta matematica practica que nos entrega una solucion
aproximada muy exacta, centrandonos en los métodos directos para sistemas de ecuaciones
lineales, estos métodos nos seran muy Utiles, debido que a veces dan una solucién exacta de
manera analitica, resulta ser en algin caso imposible o muy dificil de encontrar. Si bien la
matematica numérica es relativamente joven (siglo IX y siglo XX), no obstante la cultura
egipcia, en su registro poseia el papiro de Rhind elaborado 1650 A. de C., el documento
contiene ejemplos de sistemas de ecuaciones lineales con una y dos incognitas resueltos
mediante métodos numéricos de aproximacion. También en la civilizacion babilonica
resolvian sistemas de ecuaciones lineales pero a las incognitas las llamaban de la siguiente
manera como anchura, longitud, area o volumen. Y Estos para comprobar sus resultados
utilizaban algo parecido a la suma de una fila a otra multiplicada con un nimero real, ellos
lo llamaban método de eliminacion. Ademas en el libro llamado el arte matematico del autor
chino desconocido (siglo 111 A. de C.) contiene problemas de sistemas de ecuaciones resuelto
mediante el método de matrices, uno de los problemas es resolver un sistema de tres

ecuaciones lineales por dicho método matricial.



1.1 Matrices y Vectores

Para iniciar debemos definir una matriz y un vector.

Definicion 1.1.1 Sean m y n enteros positivos, una matriz A es un conjunto bidimensional
de escalares, llamados elementos, ordenados en filas (m) y columnas (n) en forma de tabla
rectangular. Indicamos el tamafio de la matriz por su ndmero de filas y columnas que

contiene. Una matriz de orden (o tamafio) m X n, es un conjunto m - n elementos a;;, con

i=1,2,...,myj=1,2,...,n, que se representa de la siguiente manera:

a1 Qg A1n

a1 Az an
A = :

Am1 Am2 Amn

Ademas podemos abreviar la matriz anterior de la forma A = (a;), i=1,2,..., my

j=1,2,...,n.

Si A es una matriz de orden m X n, con m = n, entonces sera una matriz cuadrada y diremos
que A € M, (IR) si sus elementos son realesy A € M,,(C) si sus elementos son complejos.
Cabe mencionar que si una matriz de orden m x n tiene todos sus elementos nulos se le

denomina matriz cero de tamafio m X n.

Definicién 1.1.2 Un vector de n elementos se define como un conjunto ordenado de n

nameros representado como.

(X1, X2, X3, ey Xp) (1.3



Al vector (1.3) se le llama vector fila, en cambio el vector columna es un conjunto

ordenado de n numeros representados del siguiente modo:

X3 (1.4)

Utilizaremos IR™ para indicar al conjunto de todos los vectores con n elementos reales y C™
para indicar al conjunto de todos los vectores con n elementos complejos. Si un vector tiene
todos sus elementos igual a cero lo llamaremos vector nulo, comdnmente denotado por un

cero.

Existe una relacion directa entre matrices y vectores debido a que una matriz se puede formar
de vectores filas o vectores columnas. Ademas un vector es un tipo especial de matriz, por lo
que el vector fila (1.3) de n elementos es una matriz de orden 1 x n. Mientras que el vector
columna (1.4) de n elementos es una matriz de orden m x 1. Por ultimo, si A es una matriz

de orden m x n, con m =n = 1, entonces sera simplemente un escalar.

1.2 Operaciones con matrices.

Definicion 1.2.1 Sean A = a;; y B = b;; € M, « ,(IR). Entonces la suma de Ay B es la

matriz C = ¢;; tal que:
cij = (a;; + byj)

Por ende, C € M,, » ,(IR) que se obtiene al sumar los elementos correspondientes de Ay B.

Cabe recordar que para poder sumar dos matrices deben tener el mismo orden.

Definicion 1.2.2 Sea A = a;; € M, « ,(IR) y si a es un escalar, entonces la multiplicacion

de A por un escalar es la matriz C = ¢;; tal que:

Cij =a-aij



Se obtiene C € M,,, « ,(IR) al multiplicar o por todos los elementos de A, la matriz mantendra

su mismo orden.

Definicion 1.2.3 Sea A, B y C matrices de orden m X n, ademés d y f son escalares, por lo

tanto se cumplen las siguientes propiedades®.

1. A+B=B+A Propiedad conmutativa de la suma
2. A+(B+C)=(A+B)+C Propiedad asociativa de la suma
3. (df)A=d(fA)

4, [A=A Propiedad identidad

5. d(A+B)=dA+dB Propiedad distributiva

6. (d+fA=dA+fA Propiedad distributiva

Definicion 1.2.4 Sean A = a;; € My, ,,(IR) y B = b;j € M,,  ,(IR), la multiplicacion de A

por B es la matriz C = ¢;;, conocida como:
Cij = Qi1b1j + apbyj + - + apby;

Entonces, C € M, » ,(IR) se obtiene con el producto punto de la filai de Ay la columna j
de B. Es importante acordarse que el producto de dos matrices solo esta definido si el nimero
de columnas de A es igual al numero de las filas de B; ademas la multiplicacion de matrices
no es conmutativa generalmente, esto quiere decir que puede existir algin caso que se cumpla

la conmutatividad.

Ejemplo 1.2.5 Obtenga la multiplicacion de dos matrices cuadradas

SeaAz(i g) sz(_é g)

v5= (175 311s)

AB = (—28 147)

1 Larson Edwards. (2014). Matrices. En Introduccion al Algebra Lineal (75). México: Editorial Limusa S.A de
C.V.
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Definicion 1.2.6 Sea A, B y C son matrices (con un orden tal que los productos matriciales

estan definidos) y d es un escalar, por lo tanto se cumplen las siguientes propiedades?:

1. A(BC) = (AB)C Propiedad asociativa de la multiplicacién
2. ABB+C)=AB+ AC Propiedad distributiva

3. (A+B)C=AC+BC Propiedad distributiva

4. d(AB) = (dA)B = A(dB)

Definicion 1.2.7 Sea A = a;; € M, « ,(IR), la matriz traspuesta de A sera el intercambio de

sus filas por sus columnas. Se denota como AT y su orden sera de n X m.

1.3 Matrices especiales

Definicion 1.3.1 Sea A= a;; € M,, » ,(IR). A sera una matriz cuadrada si tiene igual nimero
de filas que de columnas. Por lo tanto m = n, y su diagonal principal es el conjunto de

elementos a4, az,, ..., Apn-
En las siguientes definiciones se considerara la matriz A = a;; € My, y , (IR).

Definicion 1.3.2 Llamamos matriz diagonal a una matriz cuadrada que tiene algun elemento

distinto de cero en la diagonal principal y ceros en el resto de los elementos®.

Definicion 1.3.3 Sera A una matriz triangular inferior, si tiene ceros en todos sus elementos

por encima de la diagonal principal.

Definicion 1.3.4 Sea A una matriz triangular superior, cuando los elementos por debajo de

la diagonal principal son todos igual a cero.

2 Larson Edwards. (2014). Matrices. En Introduccion al Algebra Lineal (77). México: Editorial Limusa S.A de
C.v.

3 José Antonio Ezquerro Fernandez. (2012). Capitulo 1: Preliminares matematicos y computacionales. . En
Iniciacion a los Métodos Numéricos. (6). Espafia: Universidad de la Rioja, Servicios de publicaciones.
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Definicion 1.3.5 Se considera A una matriz identidad, si la diagonal principal estd compuesta
por sus elementos iguales a uno. Se nombra con la letra | y por definicion es la Unica matriz

de orden m X mtal que IA = Al = A para cualquier matriz cuadrada de A.
Definicion 1.3.6 Si se cumple que A = AT, A es una matriz simétrica.

Definicion 1.3.7 Sea A una matriz cero, si todos sus elementos son iguales a cero.

1.4 Inversa de una matriz

Definicion 1.4.1 Sea A una matriz cuadrada invertible (regular o no singular)* si existe una
matriz B de orden m X m, tal que AB = BA = I. Se dice que B es la matriz inversa de Ay

se denota por A71.5
Definicion 1.4.2 Si A es una matriz invertible, entonces su inversa es Unica.

Definicion 1.4.3 Sea A una matriz invertible, se cumple la siguiente propiedad
(A" H 1t =A.

Definicidn 1.4.4 Sean dos matrices invertibles Ay B, lo que implica que su producto también
serd invertible. Tal que (AB)™! = B~141.

Definicion 1.4.5 Sea A una matriz invertible, por lo tanto el sistema de ecuaciones

representado por Ax = B, tiene una Unica solucién, dada por

x=A"1B

4 Una matriz no es invertible si su determinante es igual a cero, se le llama matriz singular.
> José Antonio Ezquerro Fernandez. (2012). Capitulo 1: Preliminares matematicos y computacionales. . En
Iniciacion a los Métodos Numéricos. (7). Espafia: Universidad de la Rioja, Servicios de publicaciones.

-12 -



1.5 Determinante de una matriz

Definicidn 1.5.1 el determinante de una matriz solo esta definido para matrices cuadradas y
su valor es un escalar. El determinante de una matriz A cuadrada de orden n se denota por

|A| o det(A) y se define como:
det(A) = Z(_l)kalh Gy, el
J

Donde la suma se toma para todas las n! permutaciones de grado n y k es el nimero de

intercambios necesarios para poner el segundo subindice en el orden 1, 2,..., n.
Algunas propiedades de los determinantes son:

a) det(A) = det(47)

b) det (AB) = det (A)-det (B)

c) det(471)= :

det(A)

d) Cuando se intercambian dos filas 0 dos columnas de una matriz, su determinante
cambia de signo.

e) El determinante de una matriz diagonal es el producto de los elementos de la
diagonal.®

Definicién 1.5.2 Sea A una matriz triangular de orden n, entonces su determinante es el

producto de los elementos de la diagonal principal. Tal que:
|A] = a11a52a35 - Anp.

Definicion 1.5.3 Si A es una matriz de orden m x m y si cumple cualquiera de las siguientes

condiciones, su determinante sera cero, es decir |A| = 0.

1. Toda una fila (o toda una columna) de solo ceros.
2. Dos filas (o columnas) son iguales.

3. Unafila (o columna) es un multiplo de otra fila (o columna).

6 José Antonio Ezquerro Fernandez. (2012). Capitulo 1: Preliminares matematicos y computacionales. . En
Iniciacion a los Métodos Numéricos. (7). Espafia: Universidad de la Rioja, Servicios de publicaciones.
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Definicion 1.5.4 Si denotamos por 4;; la matriz de orden (n — 1) que se obtiene al eliminar
lafilaiy la columnaj de la matriz A, llamamos menor complementario asociado al elemento

a;; de la matriz A al det(a;;).

Definicién 1.5.5 Se llama k-ésimo menos principal de la matriz A al determinante de la

sub — matriz principal de orden k.

Definicion 1.5.6 El cofactor del elemento a;; de la matriz A se define por:
Aij: (—1)l+]det(AU)

Ejemplo 1.5.7 Sea A una matriz de orden 3 x 3, se le calculara su determinante mediante

-1 7
A=(2 3)
0 -1

sy <0- 0t Yoz o) T ncar D

cofactores.

N U1 W

det(A) =0+ —2-(-3—14) + —1-(=5—6)
det(A) =0+ —2-(=17) + —1-(-11)
det(A) =0+34 + 11
det(4) = 45
Definicion 1.5.7 Sea A una matriz invertible de orden m, entonces A1 = —— ¢, donde C

T det(4)

es la matriz de elementos A;;, paratodo i,j = 1, 2, ..., n. Obsérvese entonces que una matriz

ij
cuadrada es invertible si y solo si su determinante es distinto de cero.

Ejemplo 1.5.8 Sea A una matriz de orden 3 X 3, verificar si es invertible.

3 6 2
A= (1 5 3)
6 12 4

-14 -



Le calcularemos su determinante aplicando cofactor, eligiendo su segunda fila.

3 2 3 6
det(4) = 1-(-1)° |+5- (-0 . 4|+ 3- (D37 12|

| 6 2

12 4

det(A) = —1-(24—24) +5- (12— 12) + —3- (36 — 36)
det(4) = —1-(0) +5- (0) + —3-(0)

det(4) =0

Por lo tanto, la matriz A no es invertible.

Definicion 1.5.9 Al aplicar las operaciones elementales, analizaremos que es lo que le sucede

a su determinante:
Sean Ay B € M,,, « m(IR), por lo tanto se cumplen las siguientes propiedades.

1. Si B se obtiene a partir de A intercambiando dos filas de A, entonces
|B] = -4l
Por lo tanto, al determinante se le debera cambiar el signo.
2. Si B se obtiene de A al sumar un multiplo de una fila de A a otra fila de A, entonces
|B| = |4]
Con esta operacion elemental no se cambia el determinante.
3. Si B se obtiene de A al multiplicar una fila de A por una constante c diferente de cero,

entonces
|B| = c|A]

El determinante también se debera multiplicar por la constante utilizada.

-15-



Capitulo 2

Métodos Directos

Los métodos directos, son utilizados para adaptar el sistema Ax = b en otro equivalente,
siendo su resolucion casi inmediata. Esta adaptacion se realiza mediante las Ilamadas
operaciones elementales, cuya interpretacion de la matriz, nos entregara una interesante

factorizacion del sistema.

2.1 Método de eliminacion de Gauss

Es el método directo de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales mas conocido. Que
consiste en transformar el sistema Ax = b, mediante las operaciones elementales, en otro
sistema equivalente que serd una matriz triangular superior, cuya resolucion sera de manera
sencilla y se obtiene mediante la Ilamada sustitucion regresiva o inversa. Cabe recordar que

al aplicar las operaciones elementales la solucion del sistema no varia.

Demostracion’ Comenzamos con A = 4 y BMW = B, El método lo podemos explicar
cdmo una sucesion de n — 1 pasos que dan como resultado una sucesion de matrices y

vectores, como se indica a continuacion:
A(l) — A(Z) — eee —D A(n)’ B(l) — B(Z) — eee — B(n),

De forma de que A™ sea una matriz triangular superior. Asi, para el primer paso

1 .. S, oras
supondremos que ail) = a;; # 0. Entonces, podemos eliminar x; de las n — 1 ultimas

ecuaciones. En efecto, tomamos [;; = l.(ll)/aﬁ) (para i = 2,...,n) y luego sumamos —I[;;

veces la primera ecuacion a la i-ésima, quedando de la siguiente manera:

2 1 1) 2 ! !
i(j) =a¥ —li1a§j): j=12,..,n; bi( ' = bi( ) _lilbi .

a ij

7 José Antonio Ezquerro Fernandez. (2012). Capitulo 2: Resolucion de sistemas lineales. En Iniciacion a los
Métodos Numeéricos. (16). Espafia: Universidad de la Rioja, Servicios de publicaciones.
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(Observemos que ag) designa los elementos de A y bl.(l) son los componentes de BMW).

Si ag? # 0, podemos eliminar de manera similar x, de las n — 2 Gltimas ecuaciones y asi
sucesivamente. En general, el paso de la k-ésima matriz a la (k + 1)-ésima viene dada por

las siguientes formulas:

a;?, i=1,2..,k
k
a§j+1)= a_(i_c)_likalgk_) Lj=k+1,k+2..,n
ij J
0, i=k+1k+2..,mj=12 .k
Donde:
(a® |
ik i=k+1,k+2,..,n
L
lix =4 Yk I
1, -
LO) i=1,2,...,k_1

Como hemos visto, si los elementos a,,’ que van apareciendo en los sucesivos pasos (que

denominaremos pivotes) no son nulos, entonces podemos aplicar con éxito el algoritmo.

Después de sumar a n pasos, llegamos al sistema triangular superior A™x = b™ siguiente

afll)x1 + aig)xz + .-+ ai?xn = bin)

aPx, + -+ alPx, = bV

o, = o

Que podemos resolver llevando a cabo la sustitucion regresiva, obteniendo:

)

N O)
Ann

Xn

-17 -



_ br(:i)l — av(qn—)v n*"
Xn-1 = n)
An-1n-1
n n
_ b;(< ) — ?=k+1 al(cj)xj Paracadak =n—-1,n-—2,..
xk - a(n) )
kk

.. . , . . k
El procedimiento fallaria si en el paso k-ésimo el pivote a,({k) s Cero, porque en ese caso, 0

(k)
. T a; , .. . k ’
bien los multiplicadores I;;, = — no estan definidos (lo que ocurre si a,((k) = 0 para algin k
Ak

< n) o no podemos realizar la sustitucion regresiva (si ag,? = 0). Esto no significa que el

sistema no tenga solucién, sino mas bien el método a utilizar debe modificarse.

Ejemplo 2.1.1 Resolveremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales dado en su forma

matricial por el método de eliminacion de Gauss, que es el siguiente:

0o 1 1 =2\ M -3
1 2 -1 0)[x)_ 2
2 4 1 =3|\x) |\ -2
1 -4 -7 -1/ X -19

Primero, formamos la matriz ampliada del sistema, quedando de la siguiente manera:

0 1 1 -2 : =3
1 2 -1 0 : 2
2 4 1 -3 : =2
1 -4 -7 -1 -19

Luego, hay que obtener un uno principal en la esquina superior izquierda y ceros en los demas
elementos de la primera columna. Entonces aplicamos el intercambio de las dos primeras

filas, obteniendo:

-18 -



1 2 -1 0 : 2
0 1 1 -2 ¢ =3
2 4 1 -3 ¢ =2
1 -4 -7 -1 ¢ —-19

A continuacién, multiplicamos la primera fila por —2 y se la sumamos a la tercera fila,

obteniendo una nueva tercera fila.

1 2 -1 0 : 2
0 1 1 -2 ¢ =3
0 0 3 -3 ¢ —6
1 -4 -7 -1 : -19

Ahora, multiplicamos la primera fila por —1 y se la sumamos a la cuarta fila, obteniendo una

nueva cuarta fila.

1 2 -1 0 : 2
0 1 1 -2 ¢ =3
0 0 3 -3 ¢ -6
0 -6 -6 -1 : -21

Como ya tenemos la primera columna de la forma deseada, ahora haremos cero los elementos
que estan debajo de la diagonal principal de la segunda columna, para ellos multiplicamos la

segunda fila por 6y se la sumamos a la cuarta fila, obteniendo una nueva cuarta fila.

1 2 -1 0 : 2
0 1 1 -2 : =3
0 O 3 -3 ¢ —6
0 O 0 -—-13 : -39

- .- 1
Para escribir de manera adecuada la tercera columna, basta con multiplicar por 3 la tercera

fila, obteniendo:

1 2 -1 0 : 2
0 1 1 -2 : =3
0 O 1 -1 : =2
0 O 0 -—-13 : -39

-19 -



Y finalmente para escribir de manera adecuada la cuarta columna, basta con multiplicar por

1 i )
T la cuarta fila, obteniendo:

1 2 -1 0 2
0 1 1 -2 -3
0 O 1 -1 -2
0 O 0 1 3

Ahora que la matriz esta triangulada superiormente o también Ilamada de forma escalonada

y obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones lineales que se aprecia a continuacion:
x1+2x2_X3+OX4= 2
XZ +X3 _ZX4 = _3

X3 —Xq4 =—2

Cabe destacar que al resolver un sistema de ecuaciones lineales es posible que esté, no tenga
solucion. En el caso que en el proceso de eliminacion se obtenga una fila con ceros
exceptuando el Gltimo elemento, es innecesario continuar el proceso de eliminacion ya que

se puede concluir que el sistema es incompatible, es decir no existe solucion.
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2.2 Estrategias de pivoteo

Las estrategias de pivoteo son utilizadas para evitar que los resultados sean inexactos cuando
aplicamos la eliminacion de Gauss, esto se da en el caso de que el pivote es cero o es un
nlmero muy pequefio, es en estas ocasiones donde la idea de intercambiar ecuaciones (filas)
en un sistema, nos resultara una buena estrategia. Asi, si el pivote es cero, es decir a,((',? =0

entonces, podemos buscar un af,'f) # 0 con i > k (lo cual siempre es posible debido que el

det(A) # 0), intercambiar las filas k-ésima e i-ésima y continuar con el proceso. Este

intercambio de filas se conoce como pivoteo.

. (k) ~ , . .
Si a,,’ # 0 pero es muy pequefo, el método de Gauss se puede aplicar, pero es inestable
numéricamente, lo que significa que con unos pequerios errores en los datos se puede originar

grandes cambios en la solucion. Por lo que tendremos que pivotear.

Las opciones de pivoteo mas habituales que se utilizan en el paso k-ésimo son:

2.2.1 Pivoteo parcial

Se toma como pivote el elemento de mayor mddulo de entre los n — k Gltimos elementos de

la columna k-ésima, es decir, se elige agf) (i=kk+1,..,n)deformaque

(k)
Ay

_ (k)
= max |a.:
k<jsnl J

Finalmente, intercambiamos las filas i-ésima y k-ésima.

2.2.1.1 Ejemplo Los candidatos para hacer el papel de pivote en la siguiente matriz ampliada,

son los elementos que estan marcados con negrita.

1 2 -1 0 : 2
0 -5 1 -2 : -3
0 4 3 -3 ¢ -6
o -7 -6 -1 : =21
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Hay que elegir el maximo valor entre sus valores absolutos:
laz,| =5, las| =4, lasw| =7.

Por lo tanto, el maximo es |a4,| = 7, es por esto que se usara como pivote el elemento a,,.

Esto significa que debemos intercambiar la segunda fila por la cuarta fila, obteniendo

1 2 -1 0 : 2
0o -7 -6 -1 ¢ =21
0 4 3 -3 ¢ -6
0 -5 1 -2 : =3

Y luego, se aplicaran las operaciones elementales para anular los elementos as, y a,,.

2.2.2 Pivoteo total

Se toma como pivoteo el elemento de mayor médulo de la submatriz correspondiente de la

matriz A%, es decir, se elige el elemento al.(]'.‘) (i,j =k, k+1,..,n) de forma que

k
arg

®| _
a.: . = max
) k<r,ssn

Finalmente, intercambiamos las filas y columnas que correspondan. En este pivoteo, si el
pivote elegido no esté en la columna k-ésima, habré que intercambiar columnas por lo tanto
tendremos que reordenar el orden de las incognitas, es de gran importancia tener en cuenta

lo anterior al momento de resolver un sistema lineal.

2.2.2.1 Ejemplo Los candidatos al momento de realizar el pivoteo en la siguiente matriz

ampliada, son los elementos que estan enmarcados con negrita.

1 2 -1 0 : 2
0 -5 1 -8 : -3
0 4 3 -3 ¢ -6
o -7 -6 -1 : =21
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En primer lugar hay que elegir el maximo valor absoluto entre sus elementos, en este caso el
maximo es |a,,| = 8. Lo implica entonces que se intercambiaran las filas y las columnas de

tal manera que el elemento a,, tome ubicacion en la posicion del elemento a,,.

No debemos olvidar que el pivoteo parcial solo intercambia las filas de la matriz, mientras

que con el pivoteo total se deben intercambiar tanto columnas como filas.

Por tanto la estrategia de pivoteo parcial es la mas utilizada al momento de usar el método de

eliminacion de Gauss, porque no se debera realizar un cambio en las incdgnitas.

2.3 Métodos de factorizacion

2.3.1 Método de factorizacion LU

En este método, las operaciones con la matriz A se realizan sin utilizar, o cambiar, el vector
b, que se utiliza solo en la parte de sustitucién de la solucién. En este caso, sea A una matriz
cuadrada de orden m y supongamos que existen dos matrices convenientes L y U, triangular
inferior y triangular superior, respectivamente, siendo I, = 1, (para todo k), es decir que
todos los elementos de la diagonal principal de L son igual a uno, tal que A = LU. Si Aes no
singular (es decir que su determinante es distinto de cero) entonces también lo ser&n L y U,

por lo tanto sus elementos diagonales son distintos de cero.

Para resolver el sistema Ax = b, debemos buscar la solucion de los dos sistemas triangulares

los cuales son: Lz = b y Ux = z. Que se puede resolver mediante los siguientes pasos:

1. En primer lugar resolvemos el sistema Lz = b para calcular el vector z, mediante una
sustitucion progresiva, de la siguiente manera:

by

Z1 =
lll’

= E(bk —leazy = laZp =+ = lge—12k-1), kK =2,3,...,n
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2. Finalmente resolvemos el sistema Ux = z para calcular el vector solucién x, la cual

se obtendra a través de una sustitucion regresiva:

Zn
Xp = —
Unn

1
Xp = T (Zk — U k+1Xk+1 — Uk k+2Xk+2 — """ — uknxn) k=k—-1k-2..1
kk

2.3.1.1 Ejemplo Resolveremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales dado en su forma

matricial por el método de factorizacion LU.

-2 -1 =2\ (M -1
(6 2 8) X2 | = 8

-2 -3 3 X3 11

Luego, utilizaremos A = LU, siendo L triangular superior y U triangular inferior, obteniendo:
-2 -1 =2 1 0 0\ Uix Up U3
( 6 2 8) = <121 1 0)( 0 uy u23>
_2 _3 3 l31 l32 1 O O u33

Luego multiplicamos la matriz L por U, resultando:

-2 -1 =2 U1 U1 Uiz
( 6 2 8) = <121u11 g + Uy lr1uq3 + Ups )
-2 -3 3 l31uy1  l31Ugp + l3oUpp  I31Up3 + [35Up3 + Uss

Ahora igualamos con su coeficiente de posicion quedando las siguientes soluciones:
U = =2, U = -1, Uz = =2, b1 = =3, Uz, = —1

Uz = 2, lhy =1, l32 =2, uzz =1
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Entonces el sistema A = LU queda de la siguiente forma
-2 -1 =2 1 0 0\/-2 -1 -2
6 2 8]=1-3 1 0 0o -1 2
-2 -3 3 1 2 1 0 O 1
Primero resolveremos el sistema triangular Lz = b:

1 0 0\/* -1
-3 1 o]|%|= 8

Resolviendo las ecuaciones, obtenemos las soluciones de z:
Zl = _1
—-3z,+2z,=8 - 2z, =5

Z1+t 22, +23=11 > 23 =2

Por lo tanto, nos queda el vector z de la siguiente forma:

A -1
Zy | = 5
Z3 2

Ahora resolvemos el sistema Ux = z, quedando de la siguiente manera:

-2 -1 -2\ /™ -1
(0—1 2>x2= 5

o o 1/\*) \ 2
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Resolviendo las ecuaciones, obtenemos las soluciones de x:

x3 = 2
—Xy +2x3=5 - x, =-1
—2x1 —x; —2x3=—1 - x; =-1
Y finalmente, obtenemos los valores de x:
X1 -1
x2 frd _1
X3 2

2.3.2 Método de Factorizacidén de Cholesky

Sea A una matriz de orden m X m con pivotes no nulo, ademas si A es simétrica definida
positiva esta puede ser escrita como el producto de una matriz triangular superior L y una
matriz triangular inferior U siendo esta ultima la transpuesta de L. Cumpliendo que A =

LU = LLT. Asi es como obtendremos sus elementos:

1
n min(i,j) k-1 \2
— — — 2
a;; = Z liplipj = Z Liplpj = b = | Qere — Z liep
p=1 p=1 p=1

Asi los valores 1, quedan determinados, por lo tanto, los elementos de la matriz L se

obtienen mediante la siguiente forma. Parak = 1, 2, ..., n.

N| =

k-1
1
lkk= Arr — l}ch , lik:ﬂ aik—ZZiplkp , l=k+1,k+2,,n
p=1
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Notese que estas igualdades se deducen de A = LLT, al escribirlas como un sistema de

ecuaciones.

2.3.2.1 Ejemplo Sea A una matriz de orden 4 x 4 .

25 15 -5 -10
15 10 1 =7
-5 1 21 4
-10 -7 4 18

A=

En primer lugar, calcularemos los elementos de L en el orden por columnas:

li1 =+Vay; = V25 - lj; =5

l,; = =— ->1,,=3
21 = 7] s 21
_a31 -5
l31—l_— 5 =l =-1
11
_a41 10
l41—l == =y =2
11

l22 =4a l%l V10 9> lzz =1

azz—l31lp1 _ 1—=(=3)

l = = - l =
32 . 1 32
_ Q42— lyglpy _ =7 —(=6) _
ly = ] =7 =l =-1
22

l33=\/a33—l§1—l§2= V21-1-16 > I35 =2

_ Qa3—laalzi—laolzy _ 42 —(-4) ~1l.=3
las 43

144—\/‘144 — i —lf;=V18—4-1-9> [, =2
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Por lo tanto, la matriz L queda formada de la siguiente manera:

5 0 0 O
_ 3 1 0 O
L= -1 4 2 0
-2 -1 3 2
Y su transpuesta es:
5 3 -1 =2
o001 4 1
0 0 2 3
0 0 0 2
Porlotanto, A = LU - A = LL".
25 15 -5 -10 5 0 0 O 5 3 -1 =2
15 10 1 -7 _ 3 1 0 O 0 1 4 1
-5 1 21 4 -1 4 2 0 0 0 2 3
-10 -7 4 18 -2 -1 3 2 0 0 0 2

Lo que implica que para encontrar la solucion del sistema se aplicara como factorizacion LU.
Es decir, que en primera ocasion se resuelve el sistema Lz = b, para encontrar el vector z y

después se resuelve el sistema LT x = z, obteniendo el vector solucion x del sistema.

2.3.3 Método de factorizacion de Doolittle

Sea A una matriz cuadrada con pivotes no nulos, primero se encuentra la matriz triangular
superior U mediante la eliminacion de Gauss y luego formamos la matriz triangular inferior
L a partir de las operaciones elementales realizadas para encontrar U pero con signos
contrarios, ademas sus elementos [;; = 1 (para todo i), esto quiere decir que los elementos
de la diagonal principal de matriz L seran iguales a uno. Llegando a una factorizacién LU.
A=1LU.
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2.3.3.1 Ejemplo Sea A una matriz cuadrada, por lo cual le aplicaremos el método de

-2 6 5
A=|-4 19 8
10 -9 -28

Primero le aplicaremos operaciones elementales. Multiplicaremos la primera fila por (=2) y

factorizacion de Doolittle.

se la sumaremos a la segunda, obteniendo una nueva segunda fila y ademas, multiplicaremos
la primera fila por (5) y se la sumaremos a la tercera fila, obteniendo una nueva tercera fila,

resultando:

Ahora, multiplicaremos la segunda fila por (—3) y se la sumaremos a la tercera, obteniendo

-2 6 5
< 0 7 —2)
0 0 3

Por lo tanto, la matriz U es la siguiente:

-2 6 5
U=< 0 7 —2)
0 0 3

Y para finalizar la matriz L esté definida por las operaciones que se realizaron pero con signo

una nueva tercera fila:

contrario y su diagonal principal esta compuesta por puros uno.

-29-



Lo que implica que A = LU, queda definido de la siguiente manera:
-2 6 5 1 0 0/-2 6 5
(—4 19 8) = ( 2 1 0)( 0 7 —2)
10 -9 -28 -5 3 1 0 0 3

Ya contando con la matriz L y U. finalmente, para encontrar la solucion del sistema se
aplicara como factorizacion LU. Es decir, que en primera ocasion se resuelve el sistema
Lz = b, para encontrar el vector z y después se resuelve Ux = z obteniendo el vector

solucion del sistema.

Dato importante de mencionar, que una matriz A tiene factorizacién de doolittle si y solo si

se le puede aplicar el método de eliminacion de Gauss sin pivoteo.

2.3.4 Método de factorizacion de Crout

Este método es muy similar al método de Doolittle ya que se utiliza el mismo sistema de la

factorizacion directa LU para encontrar la solucion.
Ax =b,»> A=1LU,

Siendo L una matriz inferior y U una matriz superior. Este método busca encontrar los
elementos de L;; y U;;. El producto de estas dos matrices dara como resultado la matriz A,

obteniendo lo siguiente:

a‘ll a12 e aln lll O oo 0 1 u12 oo uln
1 Q2 A | [l L -+ O 0 1 - uy,
an1 An2 o Ann lnl lnz o lnn 0 0 e 1
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Podemos notar que para el método de Crout se tiene que U;; = 1, esto quiere decir que los
elementos de la diagonal principal de matriz U seran iguales a uno. Teniendo como objetivo
el célculo de la k-ésima columna de L y la fila k-ésima de U por medio de una multiplicacion

entre matrices y un posterior despeje.

Finalmente, ya contando con la matriz L y U. finalmente, para encontrar la solucion del
sistema se aplicara como factorizacion LU. Es decir, que en primera ocasion se resuelve el
sistema Lz = b, para encontrar el vector z y después se resuelve Ux = z obteniendo el vector

solucidn del sistema.

2.3.4.1 Ejemplo Resolveremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales dado en su forma

matricial mediante el método de factorizacion Crout, que es el siguiente:

1 4 =2\ [ 3
(3 -2 5) X2 | =| 14

Luego, utilizamos la definicidn del método de Crout, quedando de la siguiente manera:

Ly 0 0 1 up w3

Ahora realizaremos la multiplicacion de las matrices L por U, obteniendo:
li1 Ly, PRLE
A=l lup+1lp lLhiugz + lozuUss
31 lgiwgp 13 I3aUgz + l3pups + Uss
Luego, reemplazamos la matriz A, obteniendo:
1 4 =2 li1 li1uqy Liquys
3 =2 5] =L bLiuz+ly l1uyz + Louss
2 3 1 31 lziugn + 13 l1ug3 + I3pUps + Uss
Ahora igualamos con su coeficiente de posicién quedando las siguientes soluciones:

bhi=1  up=4 wz=-2 =3  lhp=-14
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11 15
ﬁ, l31 = 2, l32 - _5, l33 - E

Uz3 =

Finalmente sustituimos los elementos I;; y u;;, Obteniendo su descomposicion LU

ijr

1 4 -2
3 -14 0 11
(3 —2 5>= 5o 1 —=

2 3 1

Primero resolveremos el sistema triangular Lz = b:

1 0 0\ /z 3
2 -=5 Lz ) 11
14

Resolviendo las ecuaciones, obtenemos las soluciones de z:
z;1 =3

5
3z, — 14z, =14 > ZZZ—ﬁ

221_522+ﬁZ3:11 - 22:3

Por lo tanto, nos queda el vector z de la siguiente forma:

3
Zl 5
Z2 — _ﬁ
Z3 3
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Ahora resolvemos el sistema Ux = z, quedando de la siguiente manera:

1 4 =2\ /x /35\
11 _5
0 1 14
3

__ 1l * )=
14 |\ x5 \ /

0 O 1

Resolviendo las ecuaciones, obtenemos las soluciones de x:
x3 = 3

11 5
== - x2=2

27127 T 14

Xy +4x, —2x3=3 - x; =1

Asi, finalmente encontramos el vector solucién de sistema de ecuaciones, quedando de la

siguiente manera:

2.3.5 Método de factorizacién LU con pivoteo

Este método se utiliza cuando no es posible factorizar una matriz de la forma LU, por lo cual
se aplica la factorizacion PA = LU, donde P es una matriz de permutacion. Las matrices de
permutacion se obtienen de la matriz identidad intercambiando sus filas. Sea A una matriz
cuadrada, y se basa en buscar la matriz triangular superior U, para esto es necesario cambiar
filas. Y luego la matriz triangular inferior L se obtiene a partir de las operaciones elementales
realizadas para encontrar U pero con signos contrarios, ademas sus elementos [;; = 1, para

todo i. Por lo tanto se cumple PA = LU.
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2.3.4.1 Ejemplo Sea A una matriz cuadrada encontrar la factorizacion de la forma PA = LU.
0 0 3
A=|-1 5 =2
3 6 7

Utilizando un pivoteo parcial, que consiste en intercambiar la primera fila por la tercera fila
3 6 7
-1 5 =2
0 0 3

Luego, aplicamos la operacion elemental talque multiplicamos la primera fila por (5) y se

de la matriz A, obteniendo:

la sumamos a la segunda fila resultando una nueva segunda fila. Como se muestra a
continuacion:

S O w
o N O
WWl Rk,

Entonces
3 6 7
1
3
0 0 3
Luego, la matriz L es la siguiente:
1 0 0
1
L=[-= 10
3
0 0 1
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Finalmente, para obtener la matriz P se le realiza a la matriz identidad la operacion de

intercambiar la primera fila por la segunda fila, es decir:

1 0 0 0 0 1
I=(0 1 O>—0P=(O 1 0)
0 0 1 1 0 0

Se comprueba entonces:

00 1N/0 0 3 L OB e
<o1o><—1 5—2>= —z 1 olflo 7 2
100\3 6 7 30\ o ¢

De este modo queda PA = LU.
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Capitulo 3

Aplicaciones de los sistemas de ecuaciones

Trataremos algunas de las diferentes aplicaciones que tienen los sistemas lineales.

Son muchas las aplicaciones en ingenieria de la resolucion de sistemas lineales. A

continuacién veremos un ejemplo en concreto:

3.1 Circuito eléctrico pasivo.® En la figura 1, aparece un circuito eléctrico con

una fuente de tension y tres resistencias, como se muestra en la imagen:

R,

Figura 1. Circuito eléctrico simple solo con resistencia.

Aplicando las leyes de Kirchoff de los nudos y la ley de Ohm, el voltaje es el producto de la
resistencia por la corriente (VV = RI), obtenemos facilmente el sistema de ecuaciones

lineales.
RyI;, = R3l;
V —_— Rlll = Rz[z

11=12+13

& Francisco R. Villatoro, Carmen M. Garcia, Juan |. Ramos. (2002). Método directos para ecuaciones lineales.
11 de diciembre del 2018, de lenguajes y ciencias de la computacién, Universidad de Malaga. Sitio web:
http://www.lcc.uma.es/~villa/tn/tema04.pdf
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Que se puede escribir de la forma matricial

1 -1 -1\ /h 0
(R1 R2 0 ) 12 = V
0 R, —Ry/\I3 0

3.2 Determinacion de una curva

Un problema comun en diferentes areas es la determinacion de una curva, es decir debemos
encontrar la funcidon que pasa por un conjunto de puntos ubicados en el plano cartesiano.
Comunmente conocemos la forma que posee cada funcion, por ejemplo, linea recta, parabola,
exponencial y entre otros. Para dar solucion a estos tipos de problemas debemos en primer
lugar conocer la forma general que posee cada funcidn, sin olvidar que sus parametros deben
ser constantes. Luego, se deben determinar el valor de estos parametros con la finalidad de

que aquella funcion pase por los puntos dados.

3.2.1 ejemplo Determinar la funcion cuadratica que pasa por los puntos

La forma general de una funcion cuadratica es:
f(x) =ax?+bx +c

Donde los coeficientes a, b y ¢ son constantes numéricas. El problema est& en encontrar los
valores de estos coeficientes, lo que implica que los parametros a, b y ¢ se convierten en las
incognitas y para poder determinarlas requerimos de ecuaciones o igualdades que se deben
satisfacer, para obtener lo anterior utilizaremos los puntos ya dados y asi obtendremos dichas

ecuaciones.
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Para que la funcién pase por el punto P(1, —2) se cumple que

flx=1)=-2

Es decir que:

a()?+b(1)+c=-2

Por lo tanto

at+tb+c=-2

Procediendo de la misma forma con el punto Q(3,4), obtenemos la segunda ecuacion

9a+3b+c=4

Luego, hace lo mismo con el punto R(4,1), obteniendo la tercera ecuacion

l6a+4b+c=1

Finalmente, considerando la relacion que existe entre la funcién cuadratica y los puntos dados

en el plano, se construyen las siguientes ecuaciones:
a+b+c=-2
9a+3b+c=4

l6a+4b+c=1
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Expresando las anteriores ecuaciones en forma matricial, obtenemos:

1 1 1 : =2
< 9 3 1 : 4)
16 4 1 : 1
Aplicando las operaciones elementales, obtenemos la siguiente matriz ampliada
1 1 1 -2
0 -6 -8 22
0 0 1 -11

Las soluciones del sistema son:

a=-2, b=11, ¢ =-11

De esta forma la funcién cuadratica que pasa por los puntos P, Q y R es:

fx) = —2x%+11x — 11
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Conclusion

Antes que todo debemos tener en cuenta que los METODOS DIRECTOS son una
herramienta matematica que nos permite encontrar la solucion de un sistema de ecuaciones
lineales. Teniendo diversas aplicaciones como por ejemplo en la ingenieria, en el algebra,

balance en una reaccién quimica, entre otros.

El objetivo principal de los métodos directos, es adaptar el sistema Ax = b en otro
equivalente, y suponiendo que no hay errores de redondeo, obtenemos la solucion exacta de
dicho sistema. Esta solucidn se adquiere en una cantidad determinada de pasos. La adaptacion
del sistema a otro equivalente se realiza mediante las Ilamadas operaciones elementales, y su
finalidad es entregarnos una factorizacion del sistema para posterior encontrar de manera

sencilla la solucién.

Considerando lo anterior, se muestran los distintos métodos directos cada uno de ellos con

un ejemplo explicativo con la finalidad de entender su aplicacion.

Pudimos observar que entre el método de eliminacion de Gauss y el método de factorizacion
Doolitle existen una relacion directa siendo que este ultimo meétodo solo se puede aplicar si
y solo si se le puede aplicar el método de eliminacion de Gauss sin pivotear. Ademas que los
métodos de factorizacion de Crout y Doolitle. Son muy similares con la Unica diferencia que
en el primero método los elementos u;; = 1, paratodo i. Y el método doolitle sus elementos

l;; = 1 paratodo i.

Finalmente, se ve alguna de las diferentes aplicaciones de los métodos directos, centrdndonos
en un ejemplo concreto de ingenieria y ademas, su aplicacion en la determinacion de una

curva.
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