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Capitulo 1

Introduccion

Los nimeros complejos se introducen en la matematica, para dar sentido a
las raices cuadradas de niameros negativos. Con esto se abre un nuevo mundo,
en donde operatorias que en los ntmeros reales no eran posible, si lo son para
los nimeros complejos. Asi, este nuevo conjunto se vuelve una herramienta de
trabajo para el algebra, llamada &lgebra de los niimeros complejos, con esto se
genera una amplia gama de aplicaciones, convirtiéndose este conjunto en una
de las construcciones tedricas mas importantes de la inteligencia humana. Estos
nameros son una herramienta esencial en las matemadticas puras y aplicadas;
como la aerodindmica, el electromagnetismo y la variable compleja, siendo esta
iltima el andlogo del célculo diferencial e integral, pero con ntimeros complejos.

Un ndamero complejo es la suma de un nimero real y un imaginario. Su
representacién es a través de un plano de dos dimensiones, en donde el eje
vertical representa los nimeros imaginarios y el eje horizontal a los reales, es
asi como cada ntumero complejo es representado por un vector, que posee un
moédulo y otras propiedades. Pero ese es el inicio de todas las cosas que estos
numeros pueden representar.

A través del tiempo, los niimeros complejos han adquirido una gran impor-
tancia en la mecanica cuéntica (y otras ramas de la fisica) y las ingenieras, por
la utilidad que prestan para representar ondas electromagnéticas y corrientes
electronicas.

Dentro de la misma matematica, los nimeros complejos llegaron para facili-
tar muchos célculos que antes podian ser muy tediosos. “El poder de calculo que
se esconde detras de los complejos, es algo magico. Con un minimo esfuerzo,
podemos derivar identidades y férmulas trigonométricas que requieren de un
trabajo tedioso y agotador, siguiendo los métodos usuales. Muchos conceptos
de matematica, como el de funcién, limites, series de potencias y continuidad se
estudian de manera bastante natural dentro del ambiente de los nimeros com-
plejos. Los argumentos de prueba son mucho més intuitivos y transparentes en
el plano” Rivero Francisco, 2001.

En esta tesis se tratardn los siguientes contenidos, niimeros complejos; su
definicion; propiedades algebraicas; interpretaciéon geométrica; forma polar y
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su forma exponencial. También se estudiaran funciones analiticas, sus aplicacio-
nes; ademas de limite; continuidad y derivadas, ecuaciones de Cauchy-Riemann;
funciones analiticas y algunas funciones armonicas. Serén desarrolladas también
funciones elementales, como la funcién exponencial; funcién trigonomeétrica; hi-
perbdlica; funcion logaritmo y alguna de sus ramas; funciones trigonométricas
hiperbolicas inversas, haciendo énfasis en las propiedades de z¢.
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1.1. Marco teoérico

1.1.1. De los tmaginarios a la variable compleja:

El primer acercamiento a los nimeros imaginarios la encontramos a mediados
del siglo I d. C, en la obra de Herén de Alejandria; llamada Estereometria. Luego
de esto, alla por el afio 275 d. C, Diophantus con su obra Arithmetica, intento
calcular las medidas de los lados de un triangulo rectangulo de 4rea 7cm? y
perimetro 12cm , llegando a la igualdad 33622 4 24 = 1722 , una ecuacién con
soluciones complejas; pero sin explicacion para dicho matematico.

Mahavira, matematico hindu, alrededor del 850 d. C, plante6 en sus escri-
tos, “un ntmero negativo por naturaleza no puede ser un cuadrado, por tanto
no puede tener raiz cuadrada”. Jerome Cardan, filésofo, matematico y fisico ita-
liano, en 1545, publica “Ars Magna”, en donde da a conocer un método que da
resolucion a ecuaciones de tercer y cuarto grado. Dando el mas grande golpe en
el algebra en 3000 anos, desde que los babilénicos descubrieron como resolver
ecuaciones de segundo grado.

Durante largos anos, los ntimeros complejos fueron motivo de discusién para
los mateméticos; pero con el paso del tiempo y el descubrimiento de sus uti-
lidades, fueron paulatinamente aceptados, siendo esto a finales del siglo XVII.
Aunque su total entendimiento no se logro hasta escasas décadas atras.

Fueron Cardano (1501-1576) y Bombelli quienes dieron, en sus trabajos pe-
quenas luces de los niimeros complejos, relacionandolos con las soluciones de las
ecuaciones de tercer grado. Posteriormente, René Descartes, tildé de imaginarios
a este tipo de numeros, con su frase “ciertas ecuaciones algebraicas solo tienen
solucién en nuestra imaginacién”.

Como se decia estos ntimeros fueron utilizados con mucha desconfianza entre
los siglos XVI y XVIII, cuando un problema entregaba soluciones imaginarias,
se decia que este no tenia solucién. Para el matemaético aleman, Gottfried Leib-
niz; los nimeros complejos tenian cierta divinidad, “el niimero imaginario es un
recurso sutil y maravilloso del espiritu divino, casi un anfibio entre el ser y el no
ser”. La interpretacion de sus palabras es clara. Los nimeros reales tienen vida
yva que interpretan magnitudes de la cotidianidad del mundo, mientras que los
complejos no funcionan para nada parecido. Es por ello lo dificil que fue avanzar
en la comprension de este conjunto numérico.

Fue Gauss quien le entrego a estos ntimeros un lugar privilegiado dentro de
las matematicas, al demostrar en 1799, el teorema fundamental del algebra, que
dice que toda ecuacién polinémica de la forma , apx™ + a1z™ " + axz™ 2 +
w. + ap_1x + a, = 0, con coeficientes complejos, tiene n soluciones complejas.
Euler también ayudé a posicionar a los complejos en el trono de los nimeros, al
designar la letra i a la raiz de -1, ademés relacion6 las funciones exponenciales
y trigonométricas, e = cosx + isinz .

Jean-Robert Argand fue quien interpret6 geométricamente los nimeros com-
plejos, denominado diagrama de Argand, utilizando vectores; llevandolos a un
plano en dos dimensiones, en donde el eje de las abscisas representa la parte
real de un nimero complejo y el eje de las ordenadas a la parte imaginaria.
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En 1825 se publica la memoria sobre la integraciéon compleja (“mémoire sur
la theorie del integrales définies”) escrita por Cauchy en 1814, este acontecimien-
to es el nacimiento de la teoria de funciones de variable complejas. Fue una de
las mayores contribuciones del siglo XIX, se trata de la teoria de funciones de
variable compleja y su integracion. Cauchy se interesa en esta memoria para
valida un método, que permitia calcular integrales definidas mediante la varia-
ble compleja, ya utilizado por Euler desde 1759 y Laplace desde 1782, para la
evaluacion de integrales definidas. Por la utilizacién de este método podemos
recordar la afirmaciéon de Hadamard “el camino maés corto entre dos verdades
del campo real pasa con frecuencia por el campo complejo”.

1.1.2. Plano complejo:

El plano complejo es el lugar en donde se representa geométricamente el
conjunto de los nimeros complejos. Un campo muy poco estudiado, en donde
generalmente solo se muestran algunas propiedades, dejando de lado aquellas
que muestran los movimientos de los nimeros complejos.

El poder que esconden estos ntmeros es algo magico. Con casi nada de
esfuerzo, nos permiten derivar formulas e identidades trigonométricas que son
tremendamente dificiles de calcular utilizando los métodos tradicionales. Los
conceptos de la matematica que se trabajan en los niimeros reales, como series
de potencias, limite, continuidad y funcién, se estudian de manera natural y
fluida en el plano complejo.

El plano complejo permite, entre otras cosas, indagar en sus operatorias
basica, a través de las coordenadas polares, también se logra mostrar las propie-
dades de la multiplicacién de las magnitudes o médulos de dos o méas niimeros
complejos, asi también la de sus angulos o argumentos.
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1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general:

= Desarrollar un breve anélisis de la variable compleja.

1.2.2. Objetivos especificos:

= Estudiar la representacion de los nimero complejos y sus propiedades.
= Estudiar funciones analiticas complejas.

= Desarrollar la teoria integral en el ambito complejo.



Capitulo 2

Niumeros Complejos: El
cuerpo de los complejos.

2.1. Definicién de los ntimeros complejos

Cuando nos encontramos con ecuaciones de segundo grado de la forma ax?+
bz 4+ ¢ = 0, es natural hacer uso de la conocida férmula:

—b+ Vb? — 4ac
r=—
2a

en donde encontramos el discriminante: A = b? — 4ac. {Qué pasa si el valor de
esta expresion es un nimero menor que cero?; las raices de esta ecuacién ya no
seran reales, en este caso estamos hablando sobre soluciones que pertenecen al
conjunto de los niimeros complejos.

Por ejemplo si buscamos las raices de la ecuaciéon 22 — 2z + 5 = 0, llegamos
a:

2+v4—-4-1-5
2

2+v—-16
2

xr =

xTr =

2+,/16-(—1)

2

_244/—1
2

Tr =

Tr =

2-(1£2/-1)

2

r=1+2y/—1
21 =1=2y—1; 20 =1+2y/—1

9
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De este modo x1y 2 son raices de la ecuacion (la verificacion quedard pa-
ra el lector). Pero estas no pertenecen a los reales, por ser raices de nimeros
negativos. Es asi que nacen los niimeros complejos y v/—1 corresponde a la uni-
dad imaginaria, la cual se denota por la letra ¢, que cumple con la propiedad
i? = —1.

Ahora podemos definir a cualquier complejo z de las siguientes formas:

2.1.1. Forma binomial

z=a+bi, cona,beR

2.1.2. Forma de pares ordenados

z = (a,b), en donde a corresponde a la parte real y b a la parte imaginaria.

Cuando hablemos de la parte real de un naimero complejo z designa-
remos la funcién Re(z) , analogamente cuando hablemos de la parte
imaginaria, la funcién designada sera Im(z) . Ejemplo: Sea el numero
complejo z = 2 4 5¢, se cumple que:

Re(z) =2y Im(z) =5

2.2. Operaciones con los complejos

2.2.1. Adicién

Sean z1 = (a,b), 22 = (¢, d), dos numeros complejos, la adicién esta definida
como:

21+ 22 = (a,0) + (¢,d) = (a+b,c + d)

2.2.2. Producto

Utilizando los mismos numeros de la adicién, tenemos que el producto entre
dos ntimeros complejos se define como:

21+ 29 = (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be)

El cociente entre complejos, serd definido més adelante.

2.2.3. Propiedades de las operaciones en los complejos

Las propiedades de la adicién y el producto en los nimeros reales, se con-
servan en los ntimeros complejos.
Sean z7, 29, 2z3 € R, se cumplen las siguientes propiedades:

» Conmutatividad en la adicion:
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Zl+22222+21

Asociatividad en la adicién:

21+ (22 + 23) = (21 + 22) + 23

Conmutatividad en el producto:

2122 = 2221

Asociatividad en el producto:
21 (22 23) = (21 22) - 23
= Neutro aditivo:
Existe un tnico elemento 7 € C, 7 = (0,0),tal que: z + 7 = z para todo z € C
= Neutro multiplicativo:
Existe un tnico elemento w € C, 7 = (1,0), tal que; z - w = z, para todo z € C

Asi podemos observar que (C, +,-) forman un cuerpo conmutativo.

2.2.4. Conjugado de un complejo

El conjugado z del namero complejo z = (a,b) = a + bi,es el ntmero z =
(a,=b) = a — bi.
Propiedades del conjugado:

Sean u y v dos nimeros complejos cuales quiera, podemos ver que se cumplen
las siguientes relaciones:

l.Lut+tv=u+7v

2.0 v=u-v

. u—v=u—-"7
U u
4. (;):%,conv#o
u=u
. Re(u) = 5(u+ 1)

1
. Im(u) = 3 (u—7)

ueER<—=u=1u



CAPITULO 2. NUMEROS COMPLEJOS: EL CUERPO DE LOS COMPLEJ0S.12

2.2.5. Moédulo de un compejo

El mo6dulo o valor absoluto |z| de un namero complejo z = (a,b) = a + bi,
es el namero real |z| = va? + b2
Propiedades del modulo de un complejo:

1. |2/ >0, |z|=0siysolosi z=0

2. |Re(2)| < |2, [Im(2)] < 2

3. [2] = |—2| = |4

4. 2P =27

5. |21 + 22| < |z1| + |#2] (desigualdad triangular)

Por medio de la nocién de moédulo se pueden describir geométricamente muchos
conjuntos numéricos. Por ejemplo; A = {z ||z — 29| =}, donde r > 0, es el
lugar geométrico de todos los puntos z a una distancia r del centro zj.

2.2.6. Division

utilizando z; y 2o, ya definidos en la adicion, tenemos que el cociente entre
dos niimeros complejos se define de la forma:

21 21 R2 Z1 - 22

z0 22 Zm |z

Demostraciones

Prop. 3: |z| = |Z]
Sea z = x + yi con su conjugado Z = x — yi
Como |z| = /a2 + 37 y [2] = /a2 + (—y)? = Va2 +

Entonces |z| = |Z|.

La demostraciéon de las demas propiedades son igual de sencillas, quedan

como ejercios para el lector.

2.2.7. Ejemplos

= Exprese en forma binomial el nimero complejo z = (2, —3)

Solucién:
z = (2,—3) es un complejo en su forma de coordenadas, como 2 es la parte
real y -3 la parte imaginaria, entonces su forma binomial esta dada por z = 2—3i.

= Resolver: [2£2 + (1+2i)] - (4 —1)
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Solucién:
[EED0 4 (1+20)] - (4—1i)

Seguimos el orden de las operaciones en los reales, por lo tanto resolvemos
lo que esta dentro del parentesis, empezando con la division.

[2§§i.:—§);ﬁ+(1+2i)] (4 —i) = [E 4 (14 20)] - (4—19)
=[(5+1)+ (FFi+20)]-4—i)=[3+3i] -4—1)
=22+ —1)=3(9+2i)
=12+ 3%
= Determinar el conjugado del complejo z =7 — 5¢
Soluciéon
Z=T4+5
= Determinar el médulo del complejo z =5+ 74

Solucién

|zl = /(7)2+ (5)2 = V49 + 25 = /T4

2.3. Representaciéon grafica de un niimero com-
plejo

Supongamos se toman dos ejes X’OX y Y’OY mutuamente perpendiculares
(eje X e Y respectivamente). En el plano determinado por estas dos rectas se
ubica cualquier punto mediante un par ordenado de nimero reales (x,y), como
se muestra en la figura.
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Y

Plxy)

Figura 2.3.1: Complejos en el plano

Como todo nimero complejo de la forma = + iy puede verse como un par
ordenado de niimeros reales, estos pueden ser representados como puntos en el
plano XY al que se le llama plano complejo o diagrama de Argand. Asi, a cada
nimero complejo corresponde uno y solo un punto en el plano y a cada punto en
el plano, corresponde uno y solo un numero complejo. Al eje X se le denomina
real y al Y eje imaginario.

2.3.1. Distancia entre dos puntos

Dado dos ntimeros complejos u = (a,b) y v = (¢,d), la distancia no es més
que el médulo de la diferencia entre ellos:

lu—v| = /(a—c)?+ (b—d)?

2.3.2. Ejemplos

= Calcular la distancia entre los siguientes complejos:

a) z=2+3iyw=1-"5
Solucion:
Haciendo uso de la formula pa la distancia, tenemos que:

p—w = /(2= 1)* + (3 - —5)’
|z — w| =65
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b)z=5—-9yw=3-38i

Solucién:

e —wl = /(5 - 3)* + (—9— —8)*
2 —w| = V5

2.4. Forma polar de los nimeros complejos

Otra forma de expresar un nimero complejo, z = x + iy = (z,y), es a través
de coordenadas polares, en donde:

xr=rcosfey=rsinb

r corresponde al modulo de z (|z|)

6 corresponde a la amplitud o argumento de z (arg(z)); que es el angulo
que se forma entre la parte positiva del eje real y el vector que representa al
complejo z.

Entonces:

z=xz+iy=r-(cosf + isinf)
O en su forma abreviada:
z = |z| cisf

A todo numero complejo z # 0 le corresponde tnicamente un valor de 6 en
0 < 6 < 2m; sin embargo, puede emplearse cualquier otro intervalo de longitud
27, como —7 < § < 7. A cualquiera de estos intervalos elegidos de antemano se
le conoce como rango principal, al valor de 8, como wvalor principal.

2.4.1. Ejemplos

= Expresar en forma polar los siguientes nimeros complejos:

a) z=2+2iV/3
Solucién:
Primero debemos obtener el médulo de nuestro complejo:

2l = /(2 + (2v3)" = VT6
Szl =4

Posteriormente calculamos el argumento, para ello encontraremos el dngulo
f, utilizando la funcién arcoseno;

6 = arcsin QT‘/§

6 = arcsin @ = 60°
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Asi, el complejo z = 2 4 2iv/3 en su forma polar se escribird como;
z = 4(cos 60° + i sin 60°)

o escrito en radianes;

z = 4(cos § +isin §)

b) 2= -5+ 5i
Solucioén:
Al igual que el caso anterior, primero debemos calcular el médulo del nimero

complejo:
2] = /(=5)" + (5" = /50
oz = 5v2

Posteriormente calculamos el argumento; debido a que el complejo esta orien-
tado hacia el segundo cuadrante, por ser su arte real negativa, deberemos en-
contrar un angulo a comprendido entre la parte negativa del eje real y el vector
que representa al complejo z. Luego nuestro angulo 6, seré la diferencia entre la
medida del angulo extendido del eje real y a;

o = arcsin =2~

5v2

a = arcsin % =45°

o0 =180° — a = 180° — 45°

0 = 135°

Asi, el complejo z = —5 + 5i en su forma polar se escribird como;

2 = 5v/2(cos 135° + i sin 135°)

o escrito en radianes:

z = 5v/2(cos 2F + isin 3T)

4

¢) z=—v6—/2i
Solucién:
Primero calculamos el moédulo del complejo;

2= (V8 + (-vD)’ = V&
|z| = 2v/2

si observamos al ntimero complejo, nos damos cuenta que esta ubicado en
el tercer cuadrante, por lo tanto serd necesario calcular un angulo « antes de
encontrar nuestro argumento 6;
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o = arcsin V2

2v2
a= arcsin% = 30°
o0 =180° + a = 180° + 30°
0 = 210°

Por lo tanto el complejo z = —v/6 — v/2i, en su forma polar, esta definido
€omo;

z = 2v/2(cos 210° + isin 210°)
0 escrito en radianes:
z = 2\/5(005%T +isin%7)
d) z=-3i

Solucién:
Primero debemos encontrar el médulo de z;

2= 0 + (-3 = Vo
3

2| =

Observamos que el nimero complejo se encuentra ubicado justo sobre la
parte negativa del eje Y, por lo que no serd necesario encontrar la medida del
argumento 6, debido a que ya estd dado por el angulo que forman los cuadrantes,
asi;

0 = 270°
Por lo tanto:
z = 3(cos270° + isin270°)
O escrito en radianes:

2:3(cos37”—|—isin37”)

2.5. Teorema De Moivre

Una de las ventajas de la representaciéon polar, es la siguiente regla que
deduciremos:
Sean

z1 = r1(cos by +isinby)

Z2 = T2 (COS 92 + 7sin 92)
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numeros complejos cualquiera. Se cumple que:

2122 = 1172(cos b1 + isinfq)(cos Oy + isinbhy) =
r179 [(cos 01 cos B — sin B sin fs) 4 i(sin 61 cos O + cos 6 sin 65)]

lo que por propiedades trigonométricas, se convierte en:
21+ 29 =11 - To [cos(0y + O2) + isin(0; + 63)]
una generalizacion de la ecuacién conduce a
2129 - Zp =TT - - Ty [co8(01 + 0y + ...+ 6,) +isin(0y + 02 + ... +6,,)]
y sizy =29 = ... = 2, = 2, se obtiene:
2" = {r(cosf +isinf)}" = r™(cosnf + isinnd)

lo que se conoce como Teorema De Moivre.

Demostracion del teorema De Moivre

Demostraremos que (cosf + isin )" = cosnf + isinnf, a través del método de
induccién.
Suponga que la igualdad se cumple para un entero positivo k, nuestra hipétesis:

(cos B +isin )" = cos k6 + i sin k6
demostremos que se cumple para un n = k + 1, nuestra tesis
(cos 0 +isin )" = cos(k + 1)0 + i sin(k + 1)0

ahora, intentaremos llegar de nuestra hipotesis a nuestra tesis, multiplicamos la
primera expresion por cos @ + isin 6, resultando:

(cos B +isinf)" - (cosf + isin ) = (cos kf + isin k) - (cos 6 + i sin )
De donde se deduce que;
(cosf + isin0)" T = cos(k + 1)0 + isin(k + 1)6
por lo tanto, queda demostrado.
Verificaremos que se cumple para k = 1:
(cos +isin0)' ' = cos(1+1)0 + isin(1 + 1)0
(cos @ + isin @) = cos 20 + i sin 26

De la misma forma, se cumple para cualquier valor de k.
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2.5.1. Ejemplos
Demuestre las siguiemtes identidades
» coshf = 16cos® @ — 20 cos® @ + 5cos b

Solucién:
tenemos que:

cos 50 + isin 50 = (cos ) + isin6)°
de donde se obtiene:

cos bl + isin 50 =
cos® 6 + 5i cos? @ sin @ — 10 cos® @ sin? 6 — 104 cos? O sin® 0 + 5 cos O sin* 6 + i sin® 6

separando la parte real de la imaginaria, nos damos cuenta que:

cos 50 +isin b =
cos® @ — 10 cos® fsin? § + 5 cos @ sin @ + i(5 cos* O sin @ — 10 cos? O sin® § + sin® §)
luego,
cos 50 = cos® § — 10 cos® O sin” 6 + 5 cos O sin? §
utilizando,

cos? 0 +sin?6 = 1
tenemos que:
cos 50 = cos® @ — 10 cos?® § + 10 cos® O + 5cos @ — 10 cos? § + 5 cos® 0
por lo tanto, se demuestra que:
cos 50 = 16 cos® @ — 20 cos® 6 + 5cos

senbd

=16cos*d —12cos? 0 + 1; 51 6 # km, con k € R
senf

Solucién:
por el ejercicio anterior, tenemos que:

sin 50 = 5cos? Osinf — 10 cos® A sin® 6 + sin® 0

1
multiplicando a ambos lados por e’ resulta
sin

sin 50

- =5co0s* 0 — 10 cos? Osin? 6 + sin* 0
sin 6

utilizando,
cos? 0 +sin?6 =1
tenemos que:
sin 50
sin 6
por lo tanto, se demuestra que:

=5cos*0 — 10cos? 6 + 10cos* 0 + 1 — 2cos? 0 + cos* 0

50
ST _ 16cos? 6 —12cos? 0 + 1

SeEN,
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2.6. Raices de ntimeros complejos

Se dice que un ntimero complejo w es raiz n-ésima de un ntimero complejo

. . 1 . X
z, st w" = z y se escribe wnde acuerdo con el Teorema De Moivre se aprecia
que, si n es un entero positivo.

1
n

2% = {r(cosf +isinf)}

=rn {cos (9+2kﬂ> + isin (9+2kﬂ)}, k=10,1,2,..,n
n n

. . 1 . . P
De donde se infiere que hay n valores diferentes de z =, es decir, n raices n-ésima
de z, siempre y cuando z # 0.

2.6.1. Ejemplos

a) Encuentre todos los vectores z para los que 2% = 32
Solucién:
Si escribimos 32 e su forma polar, tenemos que;

32 = {cos (m + 2km) + isin (7 + 2km)} con k = £1,£2,+3...
Luego
z=r(cosf +isinb)
haciendo uso del teorema de Moivre:
25 =15 (cos O +isin0)° =
25 = 15 (cos 50 + i sin 50)
Igualando 2.6.1 y 2.6.1, tenemos que;
7 (cos 56 + isin 50) = 32 {cos (7 + 2km) + isin (7 + 2k7)}
Asi
> =32y 50 =7+ 2kn

por o tanto:

T+ 2kmw

2 2
z=2 (COS (WT) + 7sin (7r+5k‘7r>)

Finalmente asignamos los valores para k = 0,1,2,3,4

Luego,
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. ™ .. ™
sik=0=2=2 (cos (g) + 7sin (g))
sik=1=2=2 <cos <3;) + 4 sin (3;))

si k=2= z=2(cos(m)+isin(m))

sik=3=2z=2{cos 71 + isin 7—71-
5 5
sik:4:z:2(cos<9;>+isin<95ﬂ->>

Con k = 5,6, ... asi como con los ¢;valores negativos —1, —2, ..., se obtienen
repeticiones de las 5 soluciones de z. Por lo tanto, éstas son las inicas soluciones
de la ecuacién dad. Estas cinco raices se llaman raices quintas de 32 y se denotan
en conjunto como 325. En general, awn representa las n-ésimas raices de a, y hay
n raices n-ésimas.

Figura 2.6.1: Raices de z°

En la figura, se observa los valores de z. Observe que se encuentran distri-
buidos en espacios sobre la circunferencia de un circulo de radio 2, con centro en
el origen. Otra forma de decir esto es que las raices se representan como vértices
de un poligono regular.

b) Encuentre las raices de z = (—1 +i)3



CAPITULO 2. NUMEROS COMPLEJOS: EL CUERPO DE LOS COMPLEJ0S.22

Solucioén: 5
Haciendo algunos calculos, obtenemos que |z| = v/2 y que § = 135° = il + k.
Por lo tanto;

—14i= \@{cos (%7r+k7r) + isin (%T(+]€Tf)}
calculando la raiz ctbica a ambos lados, tenemos;
(=1+10)% = [V3{cos (3 + kr) + isin (37 + km)}]®
Luego utilizando el teorema De Moivre:
(=1 414)"7* = VY2 {cos (7(3+8K)/12) + i sin (7(3+8k)/12)}
Finalmente asignamos valores para k =0, 1,2

sik:0:>z=\7§{cos%+isin%}

— 6 11w . . 11w
sﬁcléz\/ﬁ{cos B + 4 sin 12

19 19
sik::2:>z:\6/§{cosl;+isin12ﬂ-}

v

+3°

Figura 2.6.2: z = (—1 +i)3
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Observando la figura, nos damos cuenta que la representacion geométrica de
las raices de z = (—1 +¢)3 es un tridngulo equilatero inscrito en una circunfe-

rencia de radio /2.
1
c) Encuentre las raices de z = (—2v/3 — 2i) /

Solucién:
Haciendo algunos calculos, obtenemos que |z| =4y 0 = %’/T + km. Por lo

tanto:
—2v/3 = 2i =4 {cos (Ir + kr) +isin (57 + km)}
calculando la raices cuarta a ambos lados, tenemos que;
(—2v3 — 2i) 7" = [4{cos (Em + k) + isin (Ir + km)}]/*
utilizando el terorema de Moivre, se obtiene:
(—2v3—2i)"" = VT {cos (5 (G +k)) +isin (5 (& +h))}

finalmente asignamos los valores para £ =0,1,2,3

7 7
sik:0:>z=\71{cos7r+zsm7r}

24
)

sik:2:>z—\[{cos7r+151 77}

sik=1=2=+v4 cos—w+zsn

l\D‘n—
= ©

l\DCX)
—

43

sik=3=2=v4 cos—ﬂ—&-zsm—ﬁ
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142,57

532,27

232 5° *

322,57

Figura 2.6.3: 2 = (—2/3 — 2i) /"

Si observamos la figura, nos damos cuenta que las raices de z corresponden
a los vértices de un cuadrilatero inscrito en una circunferencia de radio V4.

2.7. Formula de Euler

Si observamos la serie infinita,

2 .’133 .’1?4

m e = +$+§+§+E+
tenemos que para x = if, se cumple que
e = cos@ +isinf

lo que llamaremos Foérmula de Euler.
En general, se define

e* = et = e%e¥ = €% (cosy + isiny)

cuando y = 0, la igualdad se reduce a e”.
Si hablamos del Teorema De Moivre, vemos que se reduce a

2" = (cosf +isinf)" = (e)" = ein?
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2.7.1. Ejemplos

= Muetre que:

it 1 =i
a)cos = ——
Solucién:
tomemos
(1) e"=cos @ +isind
(2) e = cosf —isind
sumamos

e + e =2cos6
asi obtenemos que

eiG +67i0
cosf) = ———

e
b) sinf =
Solucién:
tomemos

(1) €% = cos +isind
(2) e7% = cos — isinf
restamos (2) de (1)

e — e = 92isin@

=sinf
= Demuestre las identidades

3 1
a)sin® 6 = I sinf — i sin 360

0 —io\ 3
. e —e
sinf = ———
21

310 _ 310 4 310 _ o—3if
—8i

1 /30 _ —3i0 3 /it _ o—ib
=73 <2i>+4 (2)

Solucién:

sin® 0 =



CAPITULO 2. NUMEROS COMPLEJOS: EL CUERPO DE LOS COMPLEJOS.26
= —isin?)@ + %COSQ

1 1 3
b)cos? 6 : g o8 49+§ cos 20 + 3
Solucién:
tenemos que:

i0 —ig\ 4
costh = (e—;e)

= L (M0 4 4¢%0 4 G20 4 i)

4i60 —4if ; i
1 (e Fe 1 [ 210 4 o2 3
-8 (2>+2 < T3

_ 1 1 3
= gcos40+§cos20+§

¢) Un hombre recorre 12 km hacia el noreste, 20 km 30° hacia el oeste del norte
y después 18 km 60° hacia el suroeste. Determine de manera analitica, ;cudnto
y en qué direccion se alejo de su punto de partida?

Solucién:

Representaremos cada movimiento del hombre como un vector, entonces:

OA = 12(cos45° + isin45°) = 12¢7?

AB = 20(cos 120° + isin 120°) = 20e 3

BC = 18(cos 240° + i sin 240°) = 18¢ ¥
Luego lo que caminé el hombre estara designado por la suma de todos los vec-
tores que representan sus movimientos;

OC = OA + AB + BC
0C = 12(cos45° + isin 45°) + 20(cos 120° + i sin 120°) + 18(cos 240° + i sin 240°)
OC=12-¥2 120- 2L +i(12- 2 +20- L +18. =Y8)

OC = (6v/2—19) + (6v/2 +v/3) i

Posteriormente calculamos el médulo del vector O?, para calcular la distan-
cia que recorrio:

oc| = V(6v2-19)° + (6v2+ v3)* = 14,7

Por lo tanto el hombre recorrio aproximadamete 14,7 km.
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Figura 2.7.1: Desplazamiento final

Sabemos que el hombre se encuentra al norte del oeste de su punto de partida,
nos falta calcular el d4ngulo () en el cual se movio, antes debemos encontrar el
angulo « (que se muestra en la figura 1.3), posteriormente sustraer esa cantidad
a 90°, para obtener nuestro valor deseado.

« = arcsin (%) ~ 44,03°
Luego;
0 =90° — 44,03° = 45,97°

2.8. Ecuaciones polinémicas

Una ecuacién polinémica es una ecuacion de la forma:
apz" + 12" V+agz" 2+ . 4 ap_1z2+a, =0

donde ay # 0, ay,as,...,a, son nimeros complejos dados y n es un entero
positivo al que se conoce como grado de la ecuaciéon. A las soluciones de de
estas ecuaciones se les llama ceros o raices del polinomio.

Teorema fundamental del algebra: Uno de los teoremas mas importantes
en el dlgebra es el que nos ayudaré a resolver ecuaciones polinémicas. El teorema
fundamental del algebra nos dice que; toda ecuacién polinémica de grado n,
tiene n soluciones en el conjunto de los nimeros complejos, de las cuales todas
o algunas pueden ser identicas.

Si z1, 29, ..., zpson las raices del polinomio, se escribe como:
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ap(z—z1)(z—22) - (2—2,)=0

que se conoce como forma factorizada de la ecuaciéon polinomica.

2.8.1. Ejemplos

a) Resuelva la ecuacién cuadrética az? + bz + ¢ = 0, con a # 0.
Solucién:

Dividiremos ambos lados de la ecuacién por a, nos queda.

b
,z2+fz+E =0
a a

sumamos — ¢ a ambos lados de la igualdad;

5 b c
2+ —z = —-
a a

. .. 2
realizamos completacion de cuadrados, sumando (%) , a ambos lados:

2yl (b L Sy oy
a 2a a a 2a

z+i 2 = _c+i
2a o a 4a?

calculamos +,/, a ambos lados de la igualdad:

b b? — 4ac
= 4

et 2a 4a?

b Vb2 —4
b Vb —dac

2a 2a
finalmente, despejando z, obtenemos;
—b+ Vb2 — dac

2a
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Asi nos damos cuenta que la férmula para encontrar las soluciones de una
ecuacion cuadratica en los complejos es identica a la de los nimeros reales.
b) Encontrar las soluciones de la ecuacion; 22 + (2i —3)z+5 —i =0
Solucién:
Haciendo uso de la féormula encontrada en el ejercicio anterior, tenemos que:

—2i4+3+,/(2i-3)° —4(5—1)

A =

2
243+ 15+8i
B 2

luego, debemos calcular w = /—15 + 83
supongamos un nimero complejo de la forma p+ ¢i, lo elevamos al cuadrado
he igualamos su resultado al subradical de w, asi nos resulta:

p? +2pqi —¢® = —15 + 8i

de donde obtenemos;

p?—q¢*=-15 (2.8.1)

2pg =8 (2.8.2)
resolviendo el sistema de ecuaciones entre (1) y (2), tenemos que:
p==xlyqg==+4
asi:
sip=—-1=q=4. w =-14+4
sip=1l=q¢q=—4. wa=1—-4

ahora podemos encontrar los valores de z, que estan dados por:

—2+4 3+ (1—4i)
2

z =

Por lo tanto:

z21=2—-3iyz=1+1
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¢) Encontrar las soluciones de 62* — 2523 + 3222 432 — 10 =0

Solucién:

Para encontrar las soluciones de esta ecuacién polinémica haremos uso del
método de Rufini, el cual consiste en obtener el cociente entre los divisores de
los coeficientes que acompanan a las incognitas de menor y mayor grado, estos
seran los posiblles ceros de la ecuacion. Entonces:

divisores(—10)  +1,42,45,+10
divisores(6) — +£1,42, 43,46

+1 :I:1 jzl :I:1 +2 :l:2 +5 :t5 j:5 j:5 +10 ilO
b 27 37 67 ) 37 ) 37 37 67 ) 3
2 .
Luego tomando z; = R 2o = 3’ nos damos cuenta que son soluciones

para la ecuacién 6z* — 2523 + 3222 4 32 — 10 = 0. Entonces los factores de la
ecuacion serfa (z+ %) y (2 — 2), por lo tanto, su multiplicacion;

(z+3)(2=3)=(22+1)(22-3) =622 — 2 -2

es un factor del polinomio.
Posteriormente, a través del método de divisién sintética, obtenemos los otros
factores del polinomio.

62% — 2523 43222 + 32— 10

2
= —4 5
622 —2—2 : et
luego las soluciones de 2% — 4z +5 = 0, son:
4++/16—20 .
z = — s =241
Asi las cuatro soluciones de la ecuacién 624 — 2523 4+ 3222 + 32 — 10 = 0, son
= 12 2+1,2—1
z = 53 i, i

2.9. Raices n-ésimas de la unidad

Las soluciones de la ecuacién z" = 1, donde n € Zg, se llaman rafccs n-
ésimas de la unidad y estan dadas por:

2]{771' L. 2k7T 2kmi
Z=cos— +isin— =e n ,k=0,1,2,...,n—1
n n
. 2k . 2km 2kmi
siw =cos —— +isin — =e n~ ,lasraicesson 1,w!, w?, w3, ..., w" " !. Geo-

n n
métricamente, estas raices representan los n vertices de un poligono regular de
n lados, inscrito en un circulo unitario, con centro en el origen. La ecuacién de
este cirulo es |z| = 1.
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2.9.1. Ejemplos

a) Encuentre todas las raices quintas de la unidad.
Solucién:
Tenemos que

P =1
ademas
km .. 2km 2kmifs
zZ = COS— +18ln— = ¢
5 5
luego
k=0,1,2,3,4
asi
z1 = =1
27
5
Z9 = €
47
5
z3 = €
67
5
zZ4 = €
871
5
zZy = €

27i

llamaremos w = e ° , entonces las soluciones se denotaran como, 1, w, w?, w3, w*.

2.10. Interpretaciéon vectorial de los ntimeros com-
plejos

Un ntimero complejo z = x+1y, se considera como un vector O? cuyo punto
inicial se encuentra en el origen O y cuyo punto final P es (z,y).
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A O? = x + 1y, se le llama vector posicién de P. Dos vectores con la misma
longitud o magnitud y la misma direccién, pero puntos iniciales diferentes, se
consideran iguales.

La suma de complejos corresponde a la ley del paralelogramo para la suma
de vectores. Por tanto, para sumar los niimeros complejos z; y za, se traza el
paralelogramo OABC, cuyos lados OA y OC corresponden a z; y z3. La diagonal
del paralelogramo corresponde a z1 422 (como se muestra en la siguiente figura).

Figura 2.10.1: Ley del paralelogramo



Capitulo 3

Funciones, Limites,
Continuidad y Derivabilidad

Una funcién compleja w = f(z) puede considerarse como un mapeo o trans-
formacion del plano z al plano w. Asi dado un punto (z,y) del plano z, existe
un punto correspondiente (u,v) en el plano w, donde u = u(z,y) y v = v(z,y).

3.1. Mapeo de una funcién de variable compleja:

Para graficar una funcion de variable compleja w = f(z), hacen falta dos
sistemas de coordenadas, uno para el dominio z € C y otro para el recorrido
w € C, asi entonces se trabajaré con dos planos Z y W respectivamente.

Ejemplo:

Grafiquemos la funcion; f(z) = z2. Tomaremos como dominio, aquellos pun-
tos en el plano Z cuya parte real sea igual a 1. Dicho de otra forma, son todos
los complejos z, tal que, z =1 + iy

33
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10 Yy

=
L

-10
10

Figura 3.1.1: z=1+iy

Calculemos;
fA+iy)=1+iy)?=1—-y*+2iy=w

como w = u(x,y) + v(zr,y), entonces;

w(z,y) =1-y° (3.1.1)

v(z,y) =2y (3.1.2)

despejando y en (2), posteriormente reemplazandolo en (1), obtenemos:
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Por lo tanto el mapeo de f(z) = 22, para la recta = 1, es una parébola de
vértice (1,0) y eje de simetria v = u.
10
9

g

=
¥

Figura 3.1.2: Mapeo f(1+iy)

observamos que, si 2 hubiera sido 0, el grafico de f(z), seria una recta sobre
el lado negativo del eje U. Si  # 0 su gréfica seran diferentes parébolas, de
diferente longuitud focal, como se muestra en la Figura Mapeo de una funcién
de variable compleja: .
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Figura 3.1.3: f(a + iy) = (a + iy)?

3.2. Funciones multivaluadas:

Si para cada valor de la variable independiente z existe uno y solo un punto
imagen w, la transformacién se considera uniforme o monovaluada. En caso
contrario, la funcién se denota como multiforme o multivaluada.

Podemos definir, entonces, como funcién multivaluada a aquellos mapeos
que designan a cada valor de z més de un valor para la variable w. Los ejemplos
maés notorios de funciones multiformes son arg z, log z, ¥/z.
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funcion monovaluada funcion multivaluada

3.3. Comportamiento de una funcién multivalua-
da

Consideraremos la funcion w = ¥z, para obtener ideas acerca de c6mo
se comporta una funciéon multivaluada. Observaremos que cambios presenta w
cuando la variable z se mueve siguiendo una trayectoria circular alrededor del
origen en sentido antihorario, entonces, podemos escribir z(t) = re®®) con 0(t)

una funcién continua de t.

. z(t) = re’tt)

/_.f-f’ \

¥

= Supongamos que z; es el punto inicial del moévil. En este punto w toma el
L ey
valor wy = |21|% e .

= Al completar una vuelta, el movil vuelve a zq, pero ahora tiene un nuevo

argumento, 01 — 6 + 2. Por lo tanto tendremos un nuevo valor para la
. . 1 O14am 2mi
variable dependiente, wo = wy = |z1]|® e ¥ =w;-e ¥ Fw;

= Cuando el moévil vuelve a z;, tras dar su segunda vuelta, su argumento
vuelve a modificarse; 61 — 61 + 47. Asi w tomaré el valor de
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1 i(01+4m) 4mi
wy =|z1|F-e” 3 =wie s #ws.
= Luego de completar la tercera vuelta; 61 — 61 + 6. Esta vez, cuando el
o 1 (0 +6m) . .
movil vuelve a z1, wy = |z1]3 -e” 3 = w1€2™ = wy, por lo que termina

el ciclo y w vuelve a su valor original.

A los diferentes valores de w, vistos anteriormente, se les comonoce como ramas
de la funcién multivaluada. Cada rama corresponde a una funcién monovaluada.
Dicho de otra manera, una funcién multiforme pude considerarse como una
coleccion de funciones uniformes.

en el ejemplo,

wy = fi(z) = |z[F ¥ 0<O<2r
w:f(z):z% — w2:f2(z): |Z|%6% 27T§9<47T
wy = f3(z) = |27 €% 4r <0 <6

3.4. Funciones elementales:

3.4.1. Funciones algebraicas

Una funcién algebraica es un mapeo w = f(z), que satisface a una ecuaciéon
de la forma:

Py(2)w™ + Pr(2)w™ ™t + Py(2)w" 2 + ... + Py_1(2)w + P,(2) = 0,

Donde Py # 0, Py (z), ..., P,(2), son polinomios en z.

Intuitivamente, una funcién algebraica es una funcién que puede escribirse
como una combinacion finita de sumas, productos, potencias, raices y composi-
cion de polinomios complejos.

Por ejemplo, lafuncion:

w? — z = 0, es una funcién algebraica de z y tiene por soluciéon w = 23,
Existen dos tipos de funciones algebraicas, se muestran a continuacion:

1. Las funciones polinémicas se definen como,w = apz" + a12" "' + ... +

an—17z+ ap, = P(z)

Donde ag # 0, a1, ..., a,, son constantes complejas y n un entero positivo, que es
el grado del polinomio P(z).
La transformacion w = az + b es una transformacion lineal.

2. Las funciones algebraicas racionales se definen como

_ P

Q(2)
donde P(z) y Q(z) son polinomios. A veces la expresion anterior se denomina
transformacion racional. El caso especial w = (az+b)/(cz+d), donde ad — be #

0, en ocaciones se llama transformacion lineal fraccionaria o transformacion
bilineal.
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3.4.2. Funciones trascendentes

Una funcién trascendente se define como aquella que no es una funcién al-

gebraica.
Las funciones exponenciales y trigonométricas son un claro ejemplo de fun-
ciones trascendentes. A continuacion se muestran las funciones no algebraicas:

1. Funciones exponenciales se definen como
w=e* = e = e%(cosy + isiny)

donde e es la base de los logaritmos naturales. si a es un real positivo, se
define

aF = e* Ina
Las funciones exponenciales complejas tienen propiedades similares a las de
las funciones exponenciales reales. Como por ejemplo:
Propiedades: Para todo z,w € C, se tiene

el =1,e"2 =i em™=—1,€"=—i ™ =1
2 |ez| _ eRe(z)
3) eFTW = eZeW

5)e* =1<= z=2kmi,conk €Z

6) e® es una funcion periodica, cuyos periodos son los nimeros 2k7i con
keZ.

Ejemplo

Solucién:

e*=1+4+2i

tenemos que

)
)
4) e* # 0, para todo z € C
)
)

z=-¢€"cosy+ie”siny
entonces
e’ cosy +iesiny =1+ 2¢
de aqui obtenemos
(1)e*cosy =1
(2) e®siny =2

elevando (1) y (2) al cuadrado y posteriormente sumando ambas ecuaciones,
obtenemos:

e?* cos?y + e sin’y =5

e =5
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Sx = %lnf)

Ahora, dividimos (2) entre (1), obtenemos;

siny _,
cosy
tany = 2

..y = arctan 2
Por lo tanto la solucién a la ecuacion e* =1+ 2i es z = % In5 + i arctan 2.
2. Funciones logaritmicas

Si observamos los logaritmos en los reales, tenemos que:
y=lhr<=eY=x,conz,yeclR

Luego en los complejos, tendremos que;
w=Inz<=eY =2z conw,zeC

De donde

z =+ iy = re’ @2k = 2|, i0 = i [arctan(¥) + 2k7]

x

Ademas
w=u-+iv=e¥ =ettw
Luego
z=e%

rei(0+2kT) _ jutiv

ret(0+2km) _ ugiv
De donde

r= |Z| = el y 6i(9+2k7r) — eiv

entonces

In|z| =uyi(0+2kr) =iv=v=0+ 2km = arg 2
Por lo tanto el logaritmo natural complejo, se define como:
Inz =1Inlz| +4(0 + 2km), con k = £1,+2,+3, ...

El logaritmo es una funcién multivaluada, con infinitos valores, su rama principal
suele definirse como In(r + i), donde 0 < § < 27.

Ejemplo:

Calcular In(1 + 1)

Obtenemos el médulo de 1+ 4
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I1+i| =2
luego el argumento de 1+ ¢
arg(l 4 i) = arctan(1l) = %
coarg(l+1) = 5+ 2km
Ast;
In(1+14) =Inv2+i(5 +2kn) = L In2+i(Z + 2kn)

definicién: Si [ es un intervalo semiabierto de anchura 27, se define la deter-
minacién I del logaritmo, mediante

log; z = 1In|z| + iarg; z, para todo z # 0
Ejemplo:
10892 (—2) = In2 + 27

Propiedades:
1) Para todo z # 0,e!°81% = 2.
2) Ine¥ = w
3)siz,w#0=In(zw) =lnz+nw

3. Funciones trigonomeétricas

Las funciones trigonométricas complejas, estan definidas para todo z € C, a

partir de la funcion exponencial, como :
) eiz _ e—iz eiz + e—z’z
sinz = % , COSz = 5

Las funciones trigonométricas complejas conservan las siguientes propiedades
de las funciones trigonométricas reales:

1) sin® z + cos? z = 1

2) Para todo z € C, se cumple que sin(—z) = —sinz y cos(—z) = cos z

3) cosz = sin(§ + z)

4) Para todo z,w € C, se cumple que:

- sin(z + w) = sin z cos w =+ sinw cos z

- cos(z £ w) = coszcosw F sin z sinw

tan z + tanw
-tan(z fw) = ———
1 Ftan ztanw

5)sinz=0<=z=km, keZ

6) cosz=0<=2=75 +km, kecZ

7) 1+ tan? 2z = sec? 2

8) 1+ cot? z = csc? 2

9) COSz = Co8Z, sinz =sinz

Una de las mayores diferencias entre las funciones trigonométricas reales y
complejas, es que estas ultimas no estan acotadas por 1. Por ejemplo:
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2_ o2
— ~ 3,6269... > 1

|sin(2i)] =

De hecho, si > 0;

|sin(z?)|] =

Por lo tanto el médulo del seno puede ser tan grande como queramos. Un
razonamiento analogo nos sirve para coseno.

Las demas funciones trigonometricas complejas, nacen de las funciones seno
y coseno, como se muestra a continuacion:

] iz iz €F L e ®
smz = ——— COSZ = ———
21 2
2 21
SeCZ2 = —— CSCZ = ———
ez 4 iz el _ g—iz
eiz o efiz i (eiz T efiz)
tanZ = COtZ =
7 (ezz + e—zz) etz — iz

4. Funciones hiperbélicas
Se definen el seno y el coseno hiperbélicos, para todo z € C, como:

. e* —e % e +e %
sinhz=———, coshz = ——
2 2

De donde podemos llegar a las siguientes igualdades; cosh z = cos(iz), sinh z =
—isin(iz), de las cuales podemos inferir las siguientes propiedades:
» cosh?z —sinh?z =1

Demostracion:
Como ya sabemos, cosh z = cos(iz), sinh z = —isin(iz), por lo tanto, basta
con reemplazar las funciones equivalentes;

cosh? z — sinh? z = [cos(iz)]® — [—isin(iz)]* = [cos(iz)]* + [sin(iz)]> = 1
queda entonces demostrado.
= cos z = cos(x+iy) = cosx cos(iy)—sin x sin(iy) = cos x cosh y—i sin x sinh y

En particular, note que sin z, es real si z es real, 0 si z = 5 +iy+km con y € R
arbitrario y k € Z. De la misma forma, cosz es real si z € Rjo si z = iy + km
con y € R arbitrario y k € Z.

sinh z

= tanhz = = —itan(iz), con z # L. kmi, k € Z.
cosh z 2
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Demostracion
Reemplacemos cosh z = cos(iz) y sinh z = —isin(iz), entonces nos queda:
tanh » = sinh z _ i sin.(iz) . sln(zz) — i tan(iz)
cosh z cos(iz) cos(iz)

queda entonces demostrado.

Ejemplo: Si z = 2+ iy (con z,y € R), probar que |sin z|2 = sin® z +sinh? y,
|cos z|> = cos? x + sinh? y.

Solucién:

Si z = x + iy, entonces sin z = sin(x + iy) = sinx coshy + i cos x sinh y =
|sin z|*> = |sin & coshy + i cos zsinh y|> = (sin  coshy)? + (cos z sinh y)*

2 2 cosh? y + cos? zsinh? y

(sinz coshy)® + (cos zsinhy)? = sin
luego, cosh?y = 1+ sinh®y y cos? z = 1 — sin? z, entonces:
sin? z cosh? y + cos? x sinh? y =sin’z (1 + sinh? y) + (1 — sin® x) sinh? y
= sin? 2 + sin® z sinh? y + sinh? y — sin® z sinh? y
eliminando terminos semejantantes, tenemos que:

|sin z|> = sin® z + sinh? y

) 2
queda entonces demostrado. De forma analoga, se demuestra que |cos z|” =

12
cos? x + sinh” y.

3.5. Limite y continuidad

3.5.1. Conceptos topolbgicos basicos

Todos los conjuntos de puntos en el plano complejo se denominan conjunto
(bidimensional) de puntos, y cada punto es un miembro o elemento del cojunto.
las siguientes definiciones fundamentales se presentan aqui:

= Vecindades: Una vecindad ¢ de un punto zg es el conjunto de todos los
puntos z tal que |z — zg| < d, donde § es cualquier numero positivo dado.
Una vecindad agujereada é de zg es una vecindad de zy en donde se omite
el punto zp, es decir, 0 < |z — 2¢| < 6.

= Punto limite: Un punto zg se llama punto limite o punto de acumulacion
de un conjunto S, si toda vecindad § agujereada, contiene puntos de S.
Como § puede ser cualquier niimero positivo, se dice que S debe tener una
cantidad infinita de puntos. Observe que zy puede o no pertenecer a S.
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= Conjuntos cerrados: Se dice que un conjunto S es cerrado si todo punto
limite de S pertenece a S, es decir S contiene todos sus puntos limites. Por
ejemplo, el conjunto de todos los puntos z, tales que |z| < 1 es un conjunto
cerrado.

= Conjunto acotado: Se dice que un conjunto S es acotado si se puede
encontrar una constante M tal que |z| < M para todos los puntos z en S.
Un conjunto no acotado es un conjunto que no satisface esta condicion.
Se dice que un aconjunto acotado y cerrado es compacto.

= Punto interior: Un punto 2y es un punto interior de un conjunto S si se
puede hallar una vecindad § de zg tal que todos sus puntos pertenezcan a

S.

= Punto frontera: Si toda vecindad ¢ de zy contiene puntos que pertenecen
a S y puntos que no pertenecen a S, entonces zy es un punto frontera.

= Punto exterior: Un punto zj es exterior a un conjunto S, si toda frontera
0 de zg no contiene puntos de S.

= Conjunto abierto: Un conjunto abierto es aquel que consta tinicamente
de puntos interiores, por ejemplo |z| < 1, es un conjunto abierto.

= Conjunto conexo: Un conjunto abierto S es conexo si cada par de pun-
tos del conjunto puede unirse mediante una trayectoria que conste de seg-
mentos de recta (una trayectoria poligonal) de modo que todos sus puntos
pertenezcan a S.

= Regiones abiertas o dominios: A un conjunto conexo abierto se le
llama regién abierta o dominio.

= Cerradura de un conjunto: Si a un conjunto S se le agregan todos
los puntos limites de S, el nuevo conjunto es la cerradura de S y es un
conjunto cerrado.

= Regiones cerradas: La cerradura de una regiéon abierta o dominio se
llama regién cerrada.

= Regiones: Si a una regiéon o dominio se anaden algunos, todos o ninguno
de sus puntos limites se obtiene un conjunto que se llama regién. Si se
agregan todos los puntos limites, la regiéon es abierta. Cuando hablemos
de region, sin ningun calificativo, esta sera abierta.

= Unién de conjuntos: Al conjunto que consta de todos los puntos que
pertenecen a S7 y S se le llama unién de S7 y S y se denomina Sy U Ss.

= Interseccion de conjuntos: Al conjunto que contiene los puntos en co-
min de 2 o mas conjuntos se le denomina interseccién de estos conjuntos.
Se expresa como, S1 NS, N...NS,.
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= Complemento de un conjunto: El conjunto que consta de todos los
puntos que no pertenecen a un conjunto S, se le llama complemento de S
y se designa como S o S°.

= Conjunto vacio: Al conjunto que no contiene ningin punto se le llama
conjunto vacio y se denomina como ¢. Si dos conjuntos S; y Sz no tienen
ningin punto en comun (en cuyo caso se dice que son conjuntos disjuntos
o mutuamente excluyentes), esto se designa como S; NSz = ¢.

= Subconjunto: Es aquel conjunto que se construye al elegir todos, algunos
0 ningin punto de un conjunto S. Si dejamos de lado el conjunto que
contiene todos los puntos de S, este se llama conjunto adecuado de S.

= Numerabilidad o contabilidad de un conjunto: Supongamos que un
conjunto sea finito o que sus elementos se colocan en correspondencia uno
a uno cono los nimeros naturales, entonces se dice que este conjunto es
contable o numerable.

= Teorema de Bolsano-Weierstrass: Todo conjunto infinito acotado tie-
ne al menos un punto limite.

= Teorema de Heine-Borel: Sea un conjunto S compacto, cada punto del
cual esta contenido en uno o mas de los conjuntos abiertos Aj, As, ... (los
que se dice son una cubierta de S). Entonces existe un nimero finito de
conjuntos Aj, As, ..., que forman una cubierta de S.

Ejemplo:

Dado el siguiente conjunto de puntos S : {4, 3i, +7,...} 0 brevemente S : {1},
responda a las siguientes preguntas respecto al conjunto
1. ;Es acotado?

Si, el conjunto es acotado, debido a que existe un valor M = 2 tal que z € S
se cumple que |z| < M.

2. {Cuéles son sus opuntos limites, si los hay?

si tomamos z = 0 como centro de nuestra vecindad agujereada, vemos que
para cualquier radio 4, contiene puntos de S por lo que z = 0 es un punto limite
de S, es el unico.

3. ;Es cerrado?
S no es cerrado debido a que z = 0, su punto limite, no pertenece a S.

4. ;Cuales son sus puntos interiores y cudles son sus puntos frontera?

Puntos interiores: S no tiene puntos interiores.
Puntos frontera: para todo punto de S, incluido z = 0, existird una vecindad de
radio d que consta de puntos de S y puntos que no pertenecen a S, por lo tanto
todo punto de S méas z = 0 es un punto frontera.

5. ;S es abierto?
S no es abierto, no consta de puntos interiores.

6. ;Es conexo?



CAPITULO 3. FUNCIONES, LIMITES, CONTINUIDAD Y DERIVABILIDA D46

S no es conexo, cada punto de S es aislado, no se pueden trazar segmentos
de recta que unan sus puntos.

7. (Es S una region abierta o dominio?
S no es un conjunto conexo abierto, por lo tanto S no es una regién abierta.

i
yg

8. ;/Cudl es la cerradura de S?

La cerradura de Ses SUQ = {O,i,

N | .

9. ;Cudl es el complemento de S?
El complemento de Ses S =C - S

10. ;S es numerable?
S es numerable, debido a que sus elementos se pueden colocar en correspon-
dencia con los niimeros naturales.

11. ;Es compacta la cerradura de S?
La cerradura de S es acotada y ademas su punto limite pertenece a ella,
entonces también es cerrado por lo tanto es compacta.

3.5.2. Limite de una funcién de variable compleja

Nos damos cuenta que la topologia del plano complejo es como la de R? con
la norma euclideana, es por esto que; la definicién de limite, para una funcién
de variable compleja es muy parecida a la de funciones reales.

Sea: f: C — C, esta definida una vecindad perforada de a € Cy [ € C.

Se dice que un nimero [ es el limite de f(z) cuando z tiende a a y se escribe
lim,_,, f(z) = I. Si para ¢ > 0 (tan pequefio como se desee), se halla un ntimero
§ > 0, tal que |f(z) — ] < &, siempre que 0 < |z —a| < 4.

3.5.2.1. Propiedades del limite de funciones de variable compleja

1. Si existe lim f(z), entonces dicho limite es tinico.
z—a

2. lim f(z) =l<= lim wu(z,y)=Re(l)y lm ov(z,y)=1Im(l)

z—a (z,y)—a (z,y)—a

3. 3lim f(2). lim g(=) = lim [£(2) + 9(2)] = lim f(2) + lim g(2)

z—a z—a

4. 3lim f(2), 1m g(=) = lim [£(=) - 9(2)] = lm f(2) - lim g(2)

1 1
5. 81, lim g(2) #0 = lim — = ———
z—a z—a g(z) 11_I>n g(Z)

La demostracion de las propiedades son consecuencia inmediata de las propie-
dades de limites de funciones reales, en las ultimas dos propiedades basta con
reemplazar el valor absoluto por el moédulo.

La segunda propiedad, nos permite tratar a las funciones como si fueran
funciones reales en el plano. Por ejemplo, si queremos calcular:
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, z 1
lim = =
z—1

z+1 2

Solo si no existe una indeterminacién. En el caso siguiente, existe una inde-
terminacién, pero podemos hacer uso de las propiedades de limites aprendidas
en los cursos de calculo de variable real:

Z4+iz2 0

im —— =

z—0 |Z| 0

Es una indeterminacién. Para resolverla vamos a obtener primero las coor-
denadas de la funcién, haciendo z = = + iy

lim r— iy +i(x +iy)? oz —2xy i(x? —y? —y)

—_—— = +
z—0 \/m 4/$2+y2 4/x2+y2

Escribimos la parte real de nuestra nueva funcién en coordenadas polares,
haciendo z = rcosf e y = rsin ), obtenemos:

0 — 2r% cos O sin
lim % [COSUSIT lim V/'r(cos — 2r cosfsinf) = 0
r—

, T — 2y
lim —— =

z+iy—0 4/x2+y2

Haciendo un procedimiento anélogo, obtenemos que el limite de la parte
imaginaria de nuestra funcion es:

v -y -y
im —= =

x+iy—0 ,4/1-2 + y2

Por lo tanto:
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Ejercicios:
= Calcular los siguientes limites

1) lim 2% —52+10

z—141
Solucién:

Como nos piden calcular el limite de un polinomio, este no presenta ninguna
indeterminacion, por lo tanto, basta con obtener f(1 + i), entonces:

lm 22 —52+10 = (1+i)*>+ —5(1+4)+10
z— 141
por lo tanto;
lim 22 —524+10 = 5-—3i
z—1+1

2z43)(z—-1
9) 1fm ZET3EZL
z2——2i z?—2z+4
Observamos que z2 — 2z + 4 evaluado en —2i, no se anula. Por lo tanto
ocuparemos las propiedades 4 y 5 de limites para calcular. Entonces;

o 24 3)(E-1) Jim (2243) Mm (z—1) ;9 4 iy
1m = = — — 7
221 22 —2z44 lim ‘22 —22+4 —44 2 4

z——21

3.6. Continuidad de funciones de variable com-
pleja
Como en el caso real una funcién de variable compleja f : A CC — C, es
continua en zp € A si el lim f(z) existe y ademads, este es igual a f(z).
Z—r20

Las funciones de variable compleja antes estudiadas (polinomios, funciones
racionales) son continuas, salvo donde no estan definidas. Asi, podemos definir
las siguientes propiedades:

Propiedades:

1. Si f,g son continuas en z, € A, entonces f + g y f - g son continuas en
Zo € A.
2. Si f, g son continuas en z, € Ay ademas g(a) # 0; entonces, i es continua
g

en z, € A

3. f:C—C continuaen z, € Ay h: C— C continua en f(zy); entonces,
h o fes continua en zj.
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4. El conjugado f(z) =Z y el médulo f(z) = |z|, son funciones continuas.

Demostraciéon:
En la propiedad nimero 1 tenemos que f, g son continuas en zy € A; por lo
tanto se cumple que:

lim f(2) = f(z0) y lim g(z) = g(20)

Z—20 zZ— 20

Ademas de los teoremas de limites, tenemos;

i [£(=) + g(=)] = lfm f(2) + lim g(2)

z—a

Luego

lim [f(z) + g(2)] = f(20) + 9(20)

z—a

por lo que se cumple la primera propiedad de continuidad, para la suma, de
fygen zy € A. El resto de las propiedades se demuestra similarmente.

3.6.1. Ejemplos:
1) Estudiar la continuidad de f(z) = 22 —5z+10,en z =1+

Solucién:
Para que f(z) sea continua en z = 1+14, f(141i) = Zgrlriﬂf(z) Entonces,
caculamos:
fl+i)=1+4)2-5(1+1i)+10=5—3i
Luego;

lim 22—-52+10=5—3i

z—1+1

Se comprueba entonces que;
fA4+49) = lim f(z)=5-3i
z—141

por lo tanto, f(z) = 22 — 5z + 10 es continua en z = 1 + .
(224 3)(z—1)

2) Estudiar la continuidad de f(z) = Ao, o mES —2i.
Solucién:
Aligual que en el gjercicio anterior, debemos comprobar que f(—2i) = lim f(2).

z——21
Entonces calculamos:

(2(=2i) +3)(=2i—1) 1 11

o) — _ 1 1.
(=20 (20)2 — 2(2i) + 4 SR
Luego,
1§ (22 +3)(z—1) 22@21‘(22 +3) zg@zi(z D n 11,
1m = = — —
z=—2i 22 —2z+4 lim 22 —2z+4 2 4

z——21
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Se comprueba entonces que;

. . 1 11,
[(=2i) = lim, f(z) =5+ i
2 3)(z—1
por lo tanto f(z) = @431 es continua en z = —2i.

4 2 732 2t 42
. 3z% —22° 482 —2z+5
3) La funcién f(z) = .
z—1
Si observamos la funcién vemos que su denominador se anula para z = i,
por lo tanto es discontinua en este punto. Pero al estudiar su limite, observamos
que;

, ies continua en z = i7

0324 —223 48222245 0
lim - = -
251 z—1 0

existe una indeterminacion, que podemos evitar haciendo uso de la factori-
zacion.

Entonces al observar la indeterminacén obtenemos que, (z — i) es factor de
324 —223 4822 — 22 +5, también lo sera su conjugado (z+1). Asi, (z+14)(z —i) =
22 4+ 1 es factor del polinomio.

Haciendo uso de la divisién sintética, tenemos 3z* — 223 + 822 — 22 4+ 5 =
(22 +1)(322 — 22 +5).

Asi evitamos la indeterminacion, simplificando los factores que tienen en

comun el numerador y el denominador de la funcién.
4 2 3 2 _ 2 ; s 2 _ 2
lm 3z 2%+ 8z z+5 — lm (z+14)(z—1)(3z z+5)

z—i z2—1 z—i z—1

= lim(z +i)(32% — 22 +5)

zZ—1

= lim(z +1) - im(32% — 22+ 5) = [2i] - [2 — 2i] = 4 + 4i

Z—1 z—1

Como f(i) no esta definida, pero existe el limite de la funcién en z — i,
tenemos que la funcién presenta una discontinuidad removible en z = 1.

3.7. Diferenciabilidad compleja

3.7.1. Derivadas

Sea una funcion f: A C C — C, se dice derivable en z € A, si existe:

_df
T dz

Lo flat A2 - £
Az—0 Az

f(a) (a)

d
si A € C es un cojunto abierto y ademés existe —f(a), la funcién es deribable

en todo punto de A € C, se dice que f(z) es holomorfa.
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3.7.1.1. Propiedades:

Dadas f(z) y g(z), se camplen las siguiente propiedades:
1. Si f(z) es derivable en zp, entonces es continua en zy.

Demostracion:
Para demostrar esta propiedad, basta ver que lim f(z) — f(z9) =0
Z—20

Para ello tomamos,

_ o J(2) = f(20)

lim f(2) = f(z0) = lim ——"— - (2 — 20)
= lim 1(2) = /(z0) lim (z — 2p)
Z— 20 z — ZO Z— 20
=f(2)-0=0

Queda entonces demostrado.
Es importante senalar, que el reciproco de esta propiedad no es verdadera.

2. (f(z) +9(2)) =1 (2) +9(2)
Demostracion:
Tenemos que;

(=) +9(2))" = Jim fz+Az) +g(2 +AiZ) — [f(2) + g(2)]

o fEHA2) +9(z+ Az) — f(2) —g(2)
Az—0 Az

Az—0 Az

Queda entonces demostrado.

3. (F(2)-9(2)" = £(2)-9(2) + f(2) - 9" (2)
Demostracion
Tenemos que;

o St A2) (e 4 A2) ~ £(2) - 9(3) + S() - glz + A2) — S(2) - glz + A7)
Az—0 Az
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g 90 FEA) G, )l + A2) — g(2)]
Az—0 Az Az=0 Az

=1'(2)-9(2) + f(2) - 97(2)

Queda entonces demostrado.

ﬂ@)'f%amafumxa

4. Si g(z) # 0, entonces <

| 9() 7(2)
Demostracion
, fz+4z)  f() 9(2)f(z+Az) — f(2)9(z + Az)
(f(Z)) gy 9G+A2) () 9(z + Az)g(2)
9(2) AZ—0 Az Az—0 Az
1 @A)~ f()g(e A
Az—0 g(z + Az)g(z) h—0 Az
. i 9OV A)  f(R)o(e + M%) — g()f(2) + () f(2)
Az—0 g(z + Az)g(z) Az-0 Az
L1 g et A ) - FE) (e + A7) —g(:)]
g%(z) az-0 Az
1 z+ Az) — f(z z+ Az) —g(z
= 7 |96 dim, B - 1) g PRS0
f(2)9(z) = f(z)g (%)

Queda entonces demostrado.

3.7.1.2. Derivada de funciones elementales

En la siguiente tabla se muestran las derivadas de las funciones elementales,
antes estudiadas en este capitulo. Observe que estas férmulas son idénticas a las
de célculo elemental.
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d d 1
d—c =0 - Inz = - d% tanh z = sech?z
d To
— " =n"t = log, z = 28 © 4 cothz = —csch?z
d d 1
%62 = ez E Sinil z = \/17_7 %SQChZ = —SeChZ tanhz
d —1
@az =a’lna - cos !z = ﬁ d%cschz = —cschz coth 2z
1 1
asinzzcosz atan_lz: 71+z2 %Sinhflz: 7ﬁ+22
d . (1 —1 d = 1
—cosz = —sinz —cot Tz = —— — Cos 2=
dz dz 1+ 22 dz 2 1
— tan z = sec? 2 ise(flz— # itanh_lz— !
dz B dz N dz 1= 22
d —1 d 1
- t = —CS 2 —_— -1 = e thil -
P cot z csc’ z P csc Tz e 7 co z T
d t < h h d sech™! !
— secz = sec ztan z — sinh z = cosh z — 2= ——
dz dz dz 21— 22
d t d h inh d csch™! —
— ¢SCz = —CsC zcot z — cosh z = sinh z — 2= ——
dz dz dz /22 1

3.7.1.3. Regla de la cadena

La regla de la cadena del célculo real sigue siendo valida para las funciones
de variable compleja, entonces se cumple que;

L(gof) =g (7))

3.7.1.4. Ejemplos

1) Haciendo uso del limite, calcular la derivada de: f(z) = 22
Solucién:
Sea:

N 2 A V) e 22 + 2202 4 (Az)? — 22
R A

2
= lim Azt (Az) = lim 2z+ Az =2z
Az—0 Az Az—0
Por lo tanto; f(z) = 2z
2) Estudiar la derivabilidad de f(z) =%
Solucion:
Sea;
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vemos que se presenta una indeterminacion, pero sabemos que Az = Ax +
1Ay, por lo tanto pensaremos en dos caminos de acercarnos a z:

1. Az=0y Ay — 0
2. Az -0y Ay =0
Tomemos el camino 1, entonces:

_Ay_

lim 2y _ lim -1
Ay—0 Ay Ay—0 Ay
Ahora veamos el camino 2:
A A
lm =2 = 1im =2 =1

Az—0Ax Az—0Ax
luego

lim # lim
Ay—0 Az—0

como los limites no coinciden, f(z) = Z no es derivable.
3) Calcular la derivada de f(z) = i

Solucién:

—1
z2+y2 x2+y2

£ = grulen) + Joole)

Siguiendo la regla de derivadas para el cociente de funciones, tenemos que:
22 +y? —x(22) 2 +y? - 2y°

e == rpy @iy

por lo tanto;

.2 2 2 .2
f(z)= S(:—’_yQ_iaC y2
(22 +9y?) (22 +y?)

3.7.2. Ecuaciones de Cauchy Riemann

Sea la funciéon f(z) = wu(z,y) + iv(x,y) derivable en el punto zg = xg +
iyo. Entonces existen las primeras derivadas parciales de las funciones u(z,y) y
v(z,y) en el punto (zg,yo) y estas cumplen las ecuaciones de Cauchy Riemann.

Ou(wo, yo) _ Ov(xo,40)  Iv(xo,40) _  dulzo,yo)
ox Oy Y ox 0y

Supongamos que una funcién f estd definida en una vecindad del punto zg
por medio de la funcion f(z) = u(z,y) + iv(z,y)
- f(z0+h) — f(20)

, entonces;
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_ I flxo + Dz +i(yo + Ay)) — f (xo + iyo)

(Az,Ay)—(0,0) Ax+ilAy
— lim U(x0+A$,yO+AZ/) + v (J"0+Al‘ay0 +Ay) — (U (ﬂfo,yo) + v (x07y0))
(Az,Ay)—(0,0) Ax+ily

Primero calcularemos:

u (zo + Az, yo) + v (ko + Az, y0) — (u (20, y0) + v (o, Y0))

) = lim, Az
— lim U (xO + Ai[,y()) —Uu (x()ayO) +i (U (1'0 + AmayO) —v (anyO))
Az—0 Ax

_ Ou(wo,y0) , .0v(xo,%0)
o ox T+ Ox

De forma anéloga, obtenemos que:
u (w0, yo + Ay) +iv (20, yo + Ay) — (u (20, y0) + v (0, Y0))

[i) = (WA
— 7iau(x0,y0) + dv(o, Yo)
Jy 0y
luego, £ (z0) = du(zo, Yo) JrZOv(aﬂo,yo) __;Oulzo, o) N (o, yo)

or or dy oy
Igualamos partes reales e imaginarias y obtenemos:

Ou(xo,y0) _ Ov(xo,40) Ov(xo,y0) _  Oufxo,y0)
ox oy Y ox Jy

conocidas como ecuaciones de Cauchy Riemann.

Proposicion 1. El cumplimiento de las ecuaciones de Cauchy Riemann son un
requisito para que f“(zo) exista. Sin embargo no es suficiente para que exista
/7 (20). Como un resultado adicional se muestra que si las derivadas parciales
de u(x,y) y v(x,y) son continuas en (zg, yo), entonces las ecuaciones de Cauchy
Riemann son condicién necesaria y suficiente para la existencias de f“(zo).

3.7.2.1. Ejemplos:

1) Verificar si la funcion; f(2) = (z + y + day) + i (—22* 4+ y + 2y°) satisface
las ecuaciones de Cauchy Riemann.
Solucién:
Tenemos que, u(z,y) = = +y + 4zy y v(z,y) = —22% + y + 2y, entonces:
du(z,y)

FRIY) 14y
Ox Ay

ov(z,y)
GULY) 144
B Ty
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wz,y) _ _y, u@y) oy,

or dy

Formando las ecuaciones de Cauchy Riemann:
u(z,y)  Ov(z,y)
or dy

dv(,y) N ou(z,y)
ox y

=1+4y—(14+4y)=0

=—dr+1+4zx=1

La primera ecuacién se satisface para cualquier valor, no asi la segunda, por
tanto la funcién no es derivable en ningtin punto del plano C.
2) Determinar en que punto la siguiente funcién; satisface a las ecuaciones de
Cauchy Riemann.

f(z) = (3y — 2zy + 2y2) + (—3:1: + a2 — 4oy — y2)

Solucién:

u(z,y)  Ov(z,y)
oz y

= —2y — (dx + 2y) = 4z

ov(,y) N u(z,y)

=3 2 4+ dy+ (=342 —4y) =0
p oy T+ 4y + (=3 + 2y — 4y)

Podemos ver que ambas ecuaciones se cumplen, solo requiere que 4x = 0,
por tanto z = 0, entonces la funcién solo es derivable en el eje imaginario.
3) Determinar en que puntos, la funcion; f(z) = (:1:‘3 + y2) + (1 +22% + 3y — 2:1:3),
es diferenciable.
Ou(z,y)  Ov(z,y)
or dy

Oulw.y) , dula.y)
or dy

=327 — (3) =327 - 3

=2y + (4z — 62°) = 2y + 4z — 627

de donde obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
(1)322 -3=0
(2)2y + 4z — 622 =0

por lo tanto, la funcién es diferenciable en z; = —1+5iy zo =1 + 1.



Capitulo 4

Integrales de Variable
Compleja

4.1. Integrales Indefinidas

Tenemos que f(z) y F(z) son funciones holomorfas en una regién R, ademas
F’(z) = f(z). Entonces diremos que F(z) es una integral indefinida o una
antiderivada de f(z), que se escribe como:

F(z):/f(z)dz

Al igual que en el caso real, dos integrales aparentemente iguales, difieren en
una constante arbitraria c.
Ejemplo:

d
Como - (z2 + 2z —sin z) =2z + 2 — cos z, lo podemos escribir:
z

/(2z+2—cosz)dz =22 +2z—sinz+c

4.2. Integrales de Linea

Tenemos que una funcion f(z) continua en todos los puntos de una curva C,
la cual supondremos finita.

Subdividamos C' en n partes por medio de los puntos z, za, ..., 2,1, elegimos
arbitrariamente, y llamamos a = zy, b = z,, sobre cada arco que une z;_1a zj
(k=1,2,...,n) elijamos un punto &.

Formemos la suma:

Sp=f(&)(Z1—a)+ f(§&)(Z2 = Z) + ... + f(§n) (b — Zn—1)

Si tomamos

57
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Zy — Zi_1 = AZy, nos queda:
Su = &) 2k — Zn1) =Y f(&) - AZy
k=1 =

= k=1

Si las subdivisiones de C' aumentan de tal forma que Az tiende a cero.
Entonces, la suma S, se aproxima a un limite que denotamos como:

/bf(z)dz:/f(z)dz
a c

llamada integral compleja de linea a lo largo de la curva C.

4.2.1. Conexién entre integral real y compleja de linea

Si f(2) = u(z,y) + tv(x,y) = u + v la integral compleja de linea:

/ (u—+ i) (dz + idy) = / (udz — vdy) + i / (vdz + udy)

C C C

4.2.2. Propiedades de las integrales

Si f(z) y g(z) son integrales a lo largo de C, ademés A es una constante,
entonces se cumplen las siguientes propiedades:

L[ () + g s = [ fahds /C g(2)dz

c c
2./CAf(z)dz:A/f(z)dz

b b
3. / f(z)dz = / f(2)dz donde a, b estan sobre C'

b m b
4. / f(z)dz :/ f(z)dz +/ f(2)dz, donde a, b, m estéan sobre C
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4.2.2.1.

Tabla de integrales complejas de funciones especiales

_n+l

" -
'J_ 2= i+ 1

Jf‘”"r—_:= In:z

[fdz=¢&

adz=-a_
feid:= i

|sinzd== —cos =

|coszd==sinz

|tanzd-=Insecz= —Incos -

| cotzd==Insin =

| seczdz=In(sec - +tan =)

Jesczdz=In(csc - — cot =)

ij'ﬁen:: zdz = tan z

ij'csu:: zidz= —cot=

99

Bl :%If’r—:
mxa

"ho
H
S
iy
Il
k-

Figura 4.2.1: Tabla integrales complejas 1
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| ¥ sinbzdz= e” (a 5:in£':1: — bcos bz)

@ + b

[ & cos bzdz = €~ (acos bz + bsinbz)
a + b

| sec ztan zdz = sec =

Jesczeotzdz= —cscz

stmh zdz= cosh =

| cosh zd= = sinh =

IJ"tarJh zdz=Incosh:z

| coth zd= = In sinh =

Figura 4.2.2: Tabla integrales complejas 2

60



CAPITULO 4. INTEGRALES DE VARIABLE COMPLEJA 61

4.2.3. Cambio de variable - integrales curvilineas

Sea z = ¢g(¢) una funcién continua de variable compleja ¢ = u + v, supon-
gamos que la curva C en el plano z le corresponde la curva C'’en el plano ¢ y
que la derivada ¢ (¢) es continua sobre C'’, entonces:

[ r@z= [ raena ©

Esto se cumple si g es holomorfa en una regiéon que contiene a la curva C”~

4.2.3.1. Ejemplos:

1. Calcular la integral; /Zdz, conf:C—C|flz)=Zy~v:[0,2n] = C |y(t) = €™

¥
Solucién:

Como 7(t) = e, entonces (t) = cost + isint, es una circunferencia de radio
1y centro (0,0)
Luego la integral estara definida por:

/nuﬂfmuHMQMt

~

2m

= / [(cost —isint) (—sint + icost)| dt

o

2
= / (sin®t + cos?t) dt = i [t]o" = 2mi

2. Calcular la integral / Re(z)dz, con v : [0,7] = C |y(t) = (1 + cost) + 2isint
8!

Solucién:
Como 7(t) = (1 + cost) + 2isint, entonces:
/ Re(z)dz = / (14 cost) (—sint + 2icost) dt
¥
0

K K

:/(—sint—sintcost)dt—i—%/(cost—|—coth) dt
0 0
cos?t]” . t sin2t]” .
= |cost+ + 2¢ |sint + = + =—-2+m
2 |, 2 4 |,
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lzl=2

imol multiplemente conexa -
simplemente conexa multiplemente conexa

Cuadro 4.1: regiones simple y multiplemente conexas

3. Calcular la integral/ (Re(z) + Im(z))dz, con ~ el trozo de la parabola y =
gl
—22 4+ 1, que une los puntos —1 y 2 — 3i.

Solucién:

De la parabola y = —z? 4+ 1 podemos desprender que , ademés —1 < ¢ < 2.
Por lo tanto nuestra integral quedara definida como:

/ (Re(z) + Im(z))dz = / (t+1—1#%) (—2ti + 1) dt
2 2
(t+1—t)dt—2i | (P +t+t7)at
! /

—ﬁ+t—ﬁ2— t3+t2+t4 ~3_ 5,
12 3], 32 4], 2 6

4.2.4. Regiones simple y multiplemente conexas

Una region & es simplemente conexa, si cualquier curva simple cerrada de
R se puede contraer tanto como se desee sin salirnos de la regién. En caso de
que al contraer la curva exista algin punto de ella fuera de R, se dice que la
region es multiplemente conexa.

En forma coloquial una regiéon multiplemente conexa es aquella curva cerrada
que presenta agujeros en su interior, en caso contrario se habla de una curva
simplemente conexa.
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4.2.4.1. Ejemplo:

Suponga la regién |z| < 2. Si I' es cualquier curva simple cerrada en R =
|z| < 2, vemos que esta se puede contraer sin salirse de 2R, por lo tanto es
simplemente conexa.

En cambio la region 1 < |z| < 2, es multiplemente conexa. Si observamos I'
contraerse, en algun momento saldra de R.

4.3. Teorema de la Curva de Jordan

Una curva de Jordan, es aquella curva cerrada continua, que no se corta a
si misma (puede o no ser finita)

Teorema: una curva de Jordan divide al plano en dos regiones, que poseen
como frontera comun a dicha curva. La region acotada, o sea la de dentro de
la curva, se llama el interior de la curva |z| < M,M € RT, la otra region se
denomina exterior de la curva.

Toda curva de Jordan delimita una regién simplemente conexa.

4.4. Integral de Regiones Cerradas

Para el calculo de la integral de la frontera de una regiéon C', que se recorre
en sentido contrario a las manecillas del reloj, se utiliza la simbologia:

?gf(z)dz
c

La integral al rededor de C, se llama, con frecuencia, integral de contorno.

4.5. Teorema de Green en el Plano

Si tenemos una region R cerrada, simplemente conexa, recorrida en sentido
antihorario, entonces se cumple que:

%P(x,y)dm + Q(z,y)dy = //% (gff - ?;;) dzdy

Con P(z,y) y Q(x,y) continuas y con derivadas parciales continuas.
nota: Si la trayectoria de la region R es a favor de las manecillas del reloj,
basta con calcular el inverso aditivo de la integral.

4.5.1. Forma compleja del teorema de Green

Sea F'(z,Z) una funcién continua, de derivadas parciales continuas, sobre
una region R y su frontera C, donde z = x + iy, Z = x — iy son las conjugadas
complejas.

Se puede escribir el teorema de Green de la siguiente manera:
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v

Figura 4.5.1: Regiéon R

o oF
SBF(Z, Z)dz = 2@//% a—xdxdy

4.5.1.1. Ejemplos:

1) Haciendo uso del teorema de Green, calcular la integral; @ (z2 + y2) dx +

c
2zydy, en la curva de la region R : {(x, y);0<r<1,222<y< 23:}
Solucién:
Utilizando la férmula de Green, nos queda que:

2x

/ [62@ ICGEE

1
2,2 _
98 (m +y ) dz + 2xydy = / o 3y dydz
0

c

2x2
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1

1 2z
16
dydydx = — —
//yy:c /x 893 =1

0 2x2 0

2) Demuestre la forma compleja del teorema de Green, o sea, demostrar que;

_ . OF
QSF(Z7 Z)dz = 2i /% %dxdy

Solucién:
Sea F(z,Z) = P(z,y) +iQ(x,y), luego por definicion de integral compleja
de linea, resulta:

gSF(z,z)dz = SB(P +iQ) (dz + idy)}
C

C
=§ Pdr — Qdy + i § , Qdx + Pdy

Utilizando el teorema de Green, se cumple que:

(22 Yy f] (2222
G5 (G e

Asi entonces, se cumple que:

@Fzzdz—%ffm 9L dudy

4.6. Teorema de Cauchy Goursat

Sea una region R simple o multiplemente conexa y f(z) holomorfa sobre esta
y su frontera. Se cumple que:
¢ (z)az =

4.6.1. Ejemplos:

3z+1
3 dz

1) Haciendo uso del teorema de Cauchy, Calcular la integral §£

|z|=3
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Figura 4.6.1: Region |z| =3

Tenemos que R:|z| <3 es la regién que resulta ser un circulo con centro
en el origen y radio 3. Y f presenta una singularidad sélo en z = 5. Luego,
podemos ver que f es una funcién holoforma, para cualquier valor de z menos
z=2>5,peroz=5¢ R.

De modo que, en R, f es holomorfa.

Por lo tanto:
3z+1
e
dz=20
?é zZ—9 *

z=3

2
9
2) Calcular; §£sin2 (z +3 > dz, donde « es una elipse de centro 0 y semiejes 1
z—3i

o
y 2.
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Figura 4.6.2: Elipse de ejes 1 y 2
52

z— 3
en z = 3i. Luego podemos ver que f es una funciéon holomorfa, para cualquier
valor de z, menos para z = 3i.

De modo que, en R, f es holomorfa.

Por tanto:
2
§£Sm2 (Z +9) dz = 0
z— 31

Y

podemos observar que sin? ( ), es una funcion con una singularidad

22—

—d
2249 ‘

3) Calcular yf

|z—2i|=4
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[

-4 ‘/4 K

=30

L

Figura 4.6.3: circunferencia centro (0,2)

Tenemos que R:|z — 2i| < 4 es la region que resulta ser un circulo centrado
en z = 2i y de radio 4. Y f presenta dos singularidades, en z = 3i y z = —3i,
valores que se obtienen de igualar a cero el denominador de f. Luego, podemos
ver que f es una funcion holomorfa para cualquier valor de z, menos para los
valores de z en las singularidades de la funcién. Y que z = 3i € R, mientras que
z=-3i ¢ R.

Como z = —3i ¢ R, entonces f no resulta analitica en toda la regiéon R.
Luego, al haber una singularidad en la regién de integracién, no podemos aplicar
el teorema de Cauchy.
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Conclusiones

Si bien los nimeros complejos son un cuerpo incluso méas grande que los nu-
meros reales, en esta tesis se indagaron solo tres de sus principales temas, con el
fin de ayudar a futuros estudiantes de las carreras relacionadas con la mateméa-
tica, o simplemente a cualquier persona que necesite apoyo en la comprensién,
representacion, comportamiento y ejercitacion en las funciones de variable com-
pleja.

Nos damos cuenta; que los nimeros complejos de complejo solo tienen el
nombre, ya que al analizarlos, podemos ver que no son mas que una extensiéon
de los niimeros reales, la diferencia de estos esta en la representacion grafica, ya
que los reales son sobrepuestos sobre una recta unidimencional, mientras que
los complejos se visualizan como un vector, por lo tanto, para graficarlos se
requiere de un sistema de coordenadas bidimencional; de aqui, es donde nacen
los elementos; modulo y argumento; muy importantes debido a que diferencian
a un complejo de otro. De la misma forma con este trabajo, nos damos cuenta
de la diferencia que existe al momento de representar el dominio y recorrido
de una funcién compleja, se requiere de dos planos imaginarios para observar;
primero el dominio de la funcién y posteriormente el recorrido de esta, lo que
lo hace muy interesante. Asi al aplicar una funciéon de variable compleja sobre
una regiéon conocida, la puede convertir en otra regiéon totalmente distinta e
inesperada.

En el plano complejo observamos que; las definiciones, propiedades, lemas
y demases son una extension, con algunas pequefias modificaciones de las ob-
servadas en el cuerpo de los reales, que muchas veces nos permiten manipular
funciones de una forma muy conveniente. Un claro ejemplo de esto, es el caso de
las integrales de ciertas funciones, que trabajando con el cuerpo real pueden ser
un verdadero dolor de cabeza, mientras que utilizando algunos teoremas vistos
en los complejos se vuelven realmente sencillas.

Durante nuestra vida como profesores de ensefianza media, ensefiaremos
practicamente nada sobre este tema, pero; jcémo motivar a aquellos estudian-
tes que presenten interés, si s6lo sabemos lo que nos piden ensenar?; hay que

69
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saber méas para poder motivar, esto se aplica en todas las areas y asignatu-
ras. En nuestros alumnos esté el futuro, y como docentes debemos ser capaces
de formar personas pensantes y conscientes, que tengan las herramientas para
cambiar de forma positiva el mundo en el que vivimos, quizd en nuestra sala
de clases este un proximo Einstein, un Stephen Hawking o un Nikola Tesla y
nosotros deberemos poseer las herramientas para reconocerlo y ayudarlo.
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