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1. Preliminares.

1.1 Introduccién.

La matematica es una ciencia intensa, dinamica y cambiante: de manera
rapida y hasta turbulenta en sus propios contenidos y alin en su propia concepcion
profunda, aunque de modo mas lento. Todo ello sugiere que, efectivamente, la

actividad matematica no puede ser una realidad de abordaje sencillo.!

Por esta razon, tanto el aprendizaje como la ensefianza de la Matematica
deben estar enfocados en el desarrollo de las destrezas necesarias para que el
estudiantado sea capaz de resolver problemas cotidianos, a la vez que se fortalece
el pensamiento légico y creativo.?

Una de las ramas de la matematica que ha presentado mayor cambio ha sido
el calculo infinitesimal o simplemente el calculo. Esto debido a que una gran
cantidad de matematicos fue perfeccionando cada vez cada uno de los objetos
matematicos. Se generd un cambio de paradigma a partir de las investigaciones de
Newton y Leibniz, a raiz de las investigaciones se permitié enunciar el teorema

fundamental del Célculo.

El calculo estudia objetos mateméaticos como el limite, derivadas, integrales,
series infinitas, etc. Abocandonos a las funciones podemos sefialar que éstas
pueden ser obtenidas como limites de sucesiones de funciones o sumas de series
gue convergen (a una funcién). Por lo tanto, a partir de una funcion se puede realizar
el estudio de sucesiones, series de funciones y realizar un analisis de criterios y

convergencia de éstas.

Las sucesiones y series de funciones son una parte fundamental en la historia
del Célculo Infinitesimal®. Lo primero que se debe tener claro es la diferencia en el

concepto de sucesiones y series numericas ya que se trabajara con ellas mas

! (Guzman, 2007, pag. 3)
2 (MINISTERIO DE EDUCACION)
3 (Burgos, 2007, pag. 5)



adelante y es importante que el lector tenga una idea clara de cada uno de estos

conceptos.

Se define a la sucesion de numeros reales (x,) = x4, X3, ...., X,. Se definird la
suma parcial n-esima de (x,,) como S,, = x; + x, + - + x,,, en la cual se suman cada
uno de los elementos de la sucesion de numeros reales. A la sucesion de todas las
sumas parciales de las sucesiones de numeros reales se le denomina serie

asociada a (x,). Se denota poniendo (x,, ).

Ejemplo:

oo
Sn T AT T3
s=2xn
n=1

Ahora que entendemos que es una sucesion y cudles son sus elementos nos
resultara mas facil comprender que en la vida cotidiana se encuentran estos

diferentes tipos de sucesiones.

Por ejemplo, pensemos en una competicién de tenis. Hay siempre un ganador que
sale de la competicién final en la que han participado los dos finalistas. Para llegar
ahi, se han celebrado unas semifinales en las que han participado 2 parejas (en
total 4 jugadores). En la etapa anterior han competido 8 tenistas y asi
sucesivamente, ya que el nUmero de participantes en cada etapa siempre seré la
mitad que, en la etapa anterior, pues en cada partido se elimina uno de los

jugadores. Por esto podemos saber que cada fase esta regida por un patron.

Una de las historias mas relevantes que involucran la nocion de serie es la Paradoja

de Aquiles y la Tortuga:

“Aquiles, llamado "el de los pies ligeros”, guerrero mas habilidoso de la
region griega del norte del Peloponeso y quién maté a Héctor, principe
troyano que se encargd de defender Troya durante la Guerra de Troya,

6



decidié salir a competir en una carrera contra una tortuga. Ya que corria
mucho mas rapido que ella y estaba seguro de sus posibilidades de victoria,
le dio una gran ventaja inicial. Al darse la salida, Aquiles recorrié en poco
tiempo la distancia que los separaba inicialmente, pero al llegar alli descubri6
gue la tortuga ya no estaba, sino que habia avanzado, mas lentamente, una
pequefia distancia. Sin desanimarse, siguio corriendo, pero al llegar de nuevo
donde estaba la tortuga, ésta habia avanzado un poco mas. De este modo,
Aquiles no ganaria la carrera, ya que la tortuga estaria siempre por delante
deél”.

La historia es considerada una paradoja, debido a que contradice la realidad pues

sabemos que un corredor veloz le ganara a uno lento, a pesar de una gran ventaja

gue le den a este ultimo.

4

(ALFONSECA MORENO, 2017)



1.2 Analisis Epistemologico.

Isaac Newton (1642-1727). Matematico inglés. Comparte con Gottfried Leibniz el
crédito por el desarrollo del calculo integral y diferencial, que utilizé para formular
sus leyes de la fisica y astronomia. También contribuyd en otras &reas de las
matematicas, desarrollando el teorema del binomio y las férmulas de Newton-Cotes.
Cuando se comenzo con el desarrollo del Célculo Diferencial, el propio Newton las
estudia en su tratado de Calculo Diferencial donde discute sus soluciones a través

de una expansion en series. Newton estudia la siguiente ecuacion diferencial:®

dy(x
%=1—3x+y(x)+x2+xy(x)

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Matematico Aleman. Comparte con Isaac
Newton el crédito por el desarrollo del célculo integral y diferencial.® En el desarrollo
de series alternadas establece un criterio de convergencia que determina si la serie
converge o diverge. Otra de sus contribuciones mas significativas en el area de

series y sucesiones es: la férmula de Leibniz o Serie de Leibniz que estipula que: ’

1
1-=+ +o.==

W[ =
ul| =
|
AN
O| -

La expresion anterior es una serie infinita denominada serie de Leibniz, que

converge a% utilizando el simbolo de sumatoria, la serie se puede expresar como:

G

2n+1 4

n—-0

Leonhard Euler (1707-1783). Matematico Suizo. Las habilidades que desde

temprana edad demostré para las matematicas pronto le ganaron la estima del

> (HERNANDEZ & LUIS, 2008, pég. 1)
6 (Unidad 8. Iniciacion al célculo de derivadas. Aplicaciones, pag. 1)
/ (REVILLA, 2014)



patriarca de los Bernoulli, quien fue uno de los mas eminentes matematicos de su

tiempo y profesor de Euler en la Universidad de Basilea.?

Leonhard Euler realizd6 multiples aportes en las matematicas en cual podemos

destacar: °

- Fue el precursor de la utilizacion de la letra « para denotar la base de los
logaritmos neperianos.
- Popularizé la utilizacion de la letra = para denotar la razon entre la longitud

de una circunferencia y su diametro.

- Introdujo la notacién i para v—1.

Pero el mas significativo con respecto a nuestro tema, es que expresé numero ¢

mediante el calculo de un limite:

e* = lim (1 + %)n

n—oo

Cabe mencionar que Leonhard Euler no se preocupaba por determinar para qué

valores son 0 no son convergentes las series que obtuvo.

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Matematico, astronomo y fisico aleman
que contribuyd significativamente en muchos campos, incluida la teoria de
nimeros!®, el andlisis matematico, la geometria diferencial, la geodesia, el
magnetismo y la dptica. Muchos lo consideran “el principe de las matematicas” y “el
matematico mas grande desde la antigiedad”. Su obra tuvo una influencia notable
en muchos campos de la matematica y de la ciencia. Su gran aporte en el area de
las series y sucesiones se debe a su teorema, el cual determina la convergencia o

divergencia de una serie infinita.

8 (ARMENTA, 2003, pag. 1)
o (Medina, 2009)
10 (Vera, 2009, pags. 24-25)



Teorema (Criterio de Gauss para analizar convergencia o divergencia de una

serie)!:
Sea ), a, una serie de términos positivos. Supongamos que existen una sucesion

acotada {6,}, B € R. A > 0 tales que:

An41 B 0
n —1-24 Anl
a, n ntt

Entonces:

i. Sip > 1. Setiene que ), a, Converge.

ii. Sip < 1.Setiene que Y ;_,a, Diverge.

Agustin-Louis Cauchy (1789-1857). Matematico Francés, miembro de la
Academia de Ciencias de Francia y profesor de la Escuela Politécnica de Paris?.
Por esa época Cauchy publicé su Curso de Andlisis 1, un libro que pronto se
convertiria en un clasico. A nosotros nos interesa el Capitulo VI,” de las series
(reales) convergentes y divergentes”. Las series se venian usando desde los inicios
del Calculo Infinitesimal, pero hasta ese momento no habia una discusion general

sobre la convergencia.

En su Curso de analisis Cauchy enuncia entre otros resultados el teorema que
afirma que, si una serie de funciones continuas es convergente, entonces su funcién
limite es necesariamente continua. La importancia de este teorema consiste en el
hecho que jug6 un rol importante en el desarrollo del analisis, tal como veremos en
lo que sigue. Sin embargo, el mismo Cauchy reconoce posteriormente en 1853, que
su teorema era inexacto. En efecto, para que el resultado fuera correcto, se requeria
la convergencia uniforme, la cual fue introducida por Cauchy (sin darle ese
apelativo), aunque de forma inadecuada. Su resultado era valido solamente para
series de potencias, pero no para series mas generales. Cauchy modifica el

enunciado de su teorema de 1821, introduciendo lo que hoy dia es conocido bajo el

1 (Vera, 2009, pag. 25)
2 (GUTIERREZ VAZQUEZ, 2007, pags. 1-2)
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criterio que lleva su nombre: El Criterio de Cauchy (1853) para la convergencia

uniforme.

Teorema. (Criterio de Cauchy para Convergencia Uniforme de sucesiones de

funciones).

Una sucesién de funciones f,, definidas en I, converge uniformemente si y sélo si

Ve > 0, existe ny tal que n >ng, p >0 = |f1p—fu(@) <€, x €113

Niels Henrik Abel (1802- 1829). Matematico Noruego. Dentro de sus mayores
aportes se encuentra fue el primero en realizar una aplicacion al calculo fraccional
en la soluciéon de una integral que surgié en la formulacion del problema de la
tautocrona (hace referencia en encontrar la forma de la curva sobre un plano
vertical, de tal forma que un objeto, al deslizarse por ella sin rozamiento alguno,
llegue al final de su recorrido en un tiempo que es independiente del lugar que
comience el movimiento). El desarrollo de esta aplicacion permitié dar precision al

contexto de series infinitas, siendo esta su contribucién mas decisiva en el analisis.1*

Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859). Matematico Aleman, hizo aportes en
teoria de numeros, mecanica de fluidos, analisis matematico y establecié

condiciones para la convergencia de las series de Fourier.

Dirichlet, que en 1829 logré el primer avance verdaderamente significativo en el
estudio de la convergencia de las series de Fourier de sefales periddicas al
establecer con todo rigor una clase de funciones lo suficientemente amplia como
para justificar su utilidad en numerosas aplicaciones. Concretamente, demostro el

siguiente resultado:

13 (RUIZ, pag. 1)
14 (SANCHEZ MUNOZ, 2011, pag. 7)

11



Teorema (Dirichlet) Sea x(t) una sefial 2m- periodica y sea S,(x)(t) la suma
parcial n-esima de la serie de Fourier de x. Entonces S,(x) admite la siguiente

representacion de integral:®

) sin(n+3)s)

x(t + s)D,,(s)ds,dondeD,,(s) = 1
T sin (7 s)

Y Dirichlet concluyé que esta expresion es uniformemente convergente mediante la

5,090 = o

utilizacién de Series de Fourier.

Karl Weierstrass (1815 - 1897). Matematico Aleman. Fue uno de los precursores
del rigor en el analisis y se le conoce como el “padre del analisis moderno”. Su obra
refina el concepto de qué es un nimero y qué es la funcion en las matematicas y
eleva el nivel de autocritica'®, tanto en las definiciones como en el rigor de las
demostraciones. Su motivacion por el estudio de las series viene dada por
Gudermann quien dictaba conferencias sobre funciones elipticas y series de

potencias.

Uno de sus principales aportes en series de funciones es la prueba M de
Weierstrass en la cual se puede ver si una serie de funciones converge

uniformemente.

Teorema (Si Y- fa(X) €s una serie de funciones y Y,_; M, es una serie
dominante convergente de la serie de funciones, entonces esta converge

uniformemente).

Brook Taylor (1685 - 1731). Matematico Britanico, fue nombrado miembro de la

prestigiosa Royal Society (organizacion que reune a cientificos prestigiosos de

15 (Convergencia puntual y uniforme de las series de Fourier: teorema de Dirichlet y

necesidad de la regularidad, pag. 9)
1 (Martinez, 2015, pag. 5)
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Londres) y formo parte de la comision que debia juzgar si la autoria del calculo

diferencial correspondia a Newton o a Leibniz.’

Taylor mostro interés en el problema del desarrollo de funciones. En ese entonces
se utilizaba que a una funcién polinémica f(x) de grado n, le corresponderia las

siguientes notaciones:
f(X) =ayt+ax+--+ anx”(') también f(a + h) =cy+ch+ -+ Cnhn

Taylor utilizando ideas del Calculo de diferencias finitas, y su tenacidad para

generalizar descubrid la férmula de Taylor:

flx+h)=f(x)+hf (x)+ hZ%("‘) + ..

Que se refiere a una aproximacion de funciones mediante una serie de potencias o

suma de potencias enteras de polinomios.

17 (Martinez, 2015)
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1.3 Marco Tedrico.

Para iniciar en el estudio de sucesiones y series de funciones reales, es
primordial comprender sus origenes y transformaciones a lo largo de la historia. Ya
para el 508 A.C. se trabajan problemas que indican las primeras menciones acerca

de las sucesiones.

Una sucesion es la accion, continuacion o prosecucion de sucesos, cosas,
personas o0 numeros. Siendo esta Ultima la que nos compete. La sucesion
matematica es un conjunto ordenado de términos que cumplen una ley determinada
0 patrén comun?'8. Por lo anterior, es esencial definir formalmente este concepto: si
a cada entero positivo n se le asocia un numero real a,,, por lo tanto, se dice que el
conjunto ordenado a,, a,, ..., a,, ..., define una sucesion infinita denotada por {a,,}*°.
Uno de los primeros indicios de series y sucesiones fue la conformacién de los

nameros triangulares.

)
Un numero triangular es aguel que se puede componer en ° .‘. .‘.’.
¢ q ianaul ilatero? isn. el ori o 00 000 0000
orma de un triangulo equilatero®® (por convencion, el primer -, 7.-3 7,6 7,-10
namero triangular es el 1). La regla de formacion de este . .0.
numero figurado es «cada término se obtiene sumando al .'.‘. .’.‘.‘.

anterior». Los numeros triangulares junto con otros nimeros 00000 000000
=1 Ty =21
figurados, fueron objeto de estudio por Pitdgoras y los

Pitagoricos, siendo reconocidos como los primeros indicios de series y sucesiones.

De la ilustracion se pueden obtener los primeros seis términos de la sucesion:

1 (UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA, pag. 2)
1 (BRUZUAL & DOMINGUEZ, 2005, pag. 1)
20 (SORANDO MUZAS, pag. 6)
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1,3,6,10,15,21

A partir de ésta, una serie numeérica {s,}, se define como la sucesion de las sumas

parciales de los términos de la sucesion {a,}, es decir:

S1=Q4,S, = aq +a2,53 = aq +a2 +a3,

n

Sp = aq + a2+...+an = Eak
k=1

n(n +1)}

Retomando el ejemplo anterior, la serie asociada a la sucesion {———} es:

(n+1) - (n+1)
1+3+6+10+15+21+... 4+ —— Z
n=1

Donde {s,} denota la suma parcial de los n primeros términos, entonces se denota

como?! :
[ee]
2%
n=1
Finalmente se desea saber si la suma de esta serie infinita existe y es un nimero

real, por lo cual se debe calcular el limite de la expresion?? :

lims,=s
n—oo

Entonces se dice que la serie es convergente y su suma es S. De lo contrario si {s,,}

no converge se dice que la serie diverge y no tiene suma.

21 (APOSTOL, 1999, pag. 469)
22 (APOSTOL, 1999, pag. 470)
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Para revisar la convergencia y divergencia de una serie se utilizara el Criterio del
Cociente (o de D"Alambert):

Sea );-; a, una serie de términos positivos tal que lim a,, = L. Entonces:
n—->oo

a) SiL<1 - Y, a, Converge.
b) SiL>1 - Y, a, Diverge.?®

Una sucesion de funciones se define como una aplicacion que se le realiza a cada
namero natural n haciendo corresponder a este una funcion f,,. Se suele utilizar el

simbolo {f,,} para designar la sucesion de funciones dadas porn - f,,vn € N

Desde ahora en adelante supondremos que las funciones f,, son funciones reales

definidas en un intervalo 124,

Ahora a partir de una sucesiéon de funciones {f,} podemos formar otra, que se

obtenga sumando consecutivamente los {f,}, a esta la lamaremos {s,}, donde:
si=fuS2=htfass=fH+hL*]fs
Asi, finalmente:
Sn=hthHh+fha++h

Generalizando, s, = Y54 f». La sucesion {s,} se llama serie de término general f,

y se representa por el simbolo Y7, f,-

La convergencia de sucesiones y series de funciones puede ser uniforme y/o

puntual.

La convergencia puntual se define como: Sea S el conjunto de puntos x para los

cuales la sucesion f,(x) converge. La funcion f definida en S por la siguiente

igualdad.
lim f,(x) = f(x),Vx €S
n—->oo

23 (Vian, pag. 147)

24 (PEREZ GONZALES, pag. 583)
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Se le llama funcién limite de la sucesion f,, y decimos que esta sucesion converge

puntualmente a f en el conjunto S, lo que se denotara por f, - f.

La convergencia uniforme se define como: una sucesion de funciones f,, se llama

uniformemente convergente hacia f en un conjunto S si para todo € > 0 exite un v

(dependiente de ¢) tal que n > v lo que implica que 2°:

() — f(x)| <eVx €S

a h

Figura 1: "Representacion de convergencia uniforme”

A continuacion, realizaremos un paréntesis para hablar de conceptos asociados a

nameros reales. Se dice que una sucesion {x,} es:

e Creciente: cuando x,, < x,,, paratodon € N.2¢

Ejemplo: la sucesion x,, = {2,4,6,8,10, ...,2n}

= GeoGebra Calculadora grafica

T

n=4 H ]
¢ . §iC;

Xn=2
® A= (n,Xn)

— (4, 8)
+

.

[

i ABRIR SESION

A
Q

Q

F]

(0] 1 12 13

1s 15 16 17

Figura 2: "Representacion de sucesion monétona creciente"

2 (APOSTOL, 1999, pag. 517)

26

(Sucesiones mondtonas, pag. 49)
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e Decreciente: cuando x, = x,,, paratodon € N.?’

Ejemplo: la sucesion x —{1 tiLil 1}
jemplo. n ’274’8’16" " 2n
= GeaGebra Calculadora grafica < ABRIR SESION
B & m < S .
— B
n=4 H : o
@ 1 — — 5@ 5 S A L
1 4
Xn=_—
2n
=~ 0.125 = 3
) A= (n,Xn) ! 2
— (4, 0.125) !
+ pARERr SRR EP
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15
“
-1
Q
2
Q
-3
[eais)

Figura 3: "Representacion de sucesion monétona decreciente”

A continuacion, se enuncia el teorema del valor medio

Sea f(x) continua en [a, b] y derivable en (a,b) - 3c € (a,b)/f (c) = %
f(b) / B
C
f{a)
a c b

Figura 4: "Teorema del Valor Medio"%8

z (Sucesiones mondtonas, pag. 49)

8 Imagen extraida desde https://ekuatio.com/teorema-del-valor-medio-ejercicios-resueltos/
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Demostracion:

Sea H, una funcion que va a ser continua en un intervalo cerrado y derivable en un
abierto.

g(x) = f(x) —|f(a )+M( —a)

La funcion g(x) es continua ya que esta compuesta de sumas y productos de
funciones continuas en un intervalo cerrado [a,b]. Tambien la funcion g(x) es
derivable en un intervalo abierto (a, b).

g(a)=0
gb) =0
Por lo tanto, cumple con el teorema de Rolle?® es decir, 3c € (a,b)g’(c) =0

Al cumplir con el teorema de Rolle derivamos g(x)

gm-(ﬂn—h)+ﬂ)'“) 4)

ﬂ@—f&%{ﬂ)+ﬂ%_§2

Por Teorema de Rolle sabemos que existe un punto c entre (a, b) tal que g'(c) = 0.
Busquemos ese punto c.

, fb)-f(a) _
f(C)—?—O

fb) - f(a@)

b—a

f )=
Hemos llegado a la conclusion de que existe un punto cen donde la derivada es:

oy f)—f(a)
f(©) =T p_a

Dado que las sumas parciales de los términos de una serie numérica son una
sucesion es necesario utilizar el limite para calcular la suma de las series. Se define

el limite de una funcién como los valores obtenidos al evaluar la funcién en torno a

3 Sea f: [a; b] = R una funcidn continua en [a; b] y derivable en en (a; b) .Si f(a) =
f(b); entonces existe ¢ € (a, b) de modo que f'(c) = 0.
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un nimero determinado o cuando la variable tiende al infinito*°. Cuando este
proceso arrastra a la funcion hacia un numero real, se dice que la funcién converge.

De caso contrario la funcién diverge y no puede obtener un valor.
limf(x)=»b
X—00

Al estar hablando de series, es imprescindible mencionar dos conceptos muy
importantes al momento de analizar el comportamiento de estas en valores cada
vez mas grandes. Estos son la convergencia y divergencia de una determinada

serie.

1.3.1 Serie Convergente.

Se dice que la serie ), a, converge O es una serie convergente cuando la

sucesion de sumas parciales (s,,) tiene limite finito3*.

. 1
Como en el caso de la serie X;-; —

''''
““““““
...................

Figura 5: "Representacion de Serie Convergente”
Podemos decir que al evaluar nuestra serie asociada con valores cada vez mas

L . . . s . 1
grandes su grafica tiende a cero, este seria el limite de la serie Z,c;‘;l; gue converge

a cero.
30 (LIMITES DE FUNCIONES, pag. 2)
31 (BRUZUAL & DOMINGUEZ, 2005, pag. 22)
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1.3.2 Serie divergente.

Por otra parte, se dice que la serie }._, a, diverge o es una serie divergente cuando
la sucesion de sumas parciales (s, ) no converge (ya sea porque limite da + oo, da -

oo 6 no existe).3?

Como es el caso de la serie Y7, n?

F00G
2500
2000
1500
1000

e}

o
™
e
s

Figura 6: "Representacion de Serie Divergente”

En este caso, al evaluar la serie con valores cada vez mas grandes su grafica se
dispara hacia +, por lo tanto, el limite de la sucesion Y5>, n? es +o, razon por la

cual diverge.

1.3.3 Criterios de convergencia.

En el caso de nuestro objeto de estudio, las series pueden ser analizadas en su
convergencia mediante la utilizacidn de criterios. Los cuales con posterioridad seran
demostrados en el desarrollo del proyecto de investigacion. Dentro de los criterios

mas reconocidos para analizar convergencia uniforme de una serie tenemos:

Criterio de Weierstrass: Dada una serie de funciones 3} f, que converge
puntualmente hacia una funcion f en un conjunto S. Si existe una serie numerica
convergente de términos positivos Y k,tal que 0 < | f,,(x)| < k,, paratodo n € Ny

todo x de S, entonces la serie }, f,,converge uniformemente en S.

32 (BRUZUAL & DOMINGUEZ, 2005, pag. 22)
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Criterio de Dirichlet: Dada una serie de funciones ). f,, y una sucesion de funciones
{6,} donde f,, y &, son funciones de S c Ren R. Se verifica que si la sucesion
{6,}converge uniformemente en S hacia la funcién nula, si la sucesién {5,,(x)} es
mondtona para cada x € S y si la sucesién {s,}de las sumas parciales de la serie
Y. fresta uniformemente acotada en S, entonces la Y, f;, 6,converge uniformemente

en §.33

Criterio de Abel: Dada una serie de funciones ), f,,y una sucesion de funciones {6, }
donde f,, y 6,s0n funciones de S c R en R. Se verifica que si la sucesion {§,,} esta

uniformemente

Acotada en S, si la sucesion {6,,(x)} es monétona para cada x € S y si la serie ). f;,
es uniformemente convergente en S, entonces la serie ) f,d, converge

uniformemente en S.

Hasta el momento solo se han considerado series y sucesiones de nameros reales
{a,}, sin embargo, también se pueden considerar las funciones f(x). Por lo tanto, a

continuacion, observaremos algunos conceptos basicos de las funciones.

El concepto de funcion, es uno de los conceptos fundamentales en la matematica.
Los primeros acercamientos los realizaron los babilonios con la utilizacién y
construccion de tablas las cuales establecen una relacion de dos nameros; un
nimero natural con su raiz cuadrado y cubo®*. Por lo tanto, una funcién se puede
definir como una relacion establecida entre dos variables, que asocia a cada valor
del dominio (variable independiente x) un Unico valor del recorrido (variable

dependiente y). Esta relacion se representa mediante la forma:

y = f(x).

Para adentrarnos posteriormente en las series de funciones es fundamental recalcar

el algebra de las funciones, pues cumpliran un rol importante.

3 (Burgos, 2007, pag. 533)

34 (VARGAS NUNEZ, 2011, pag. 4)
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1.3.4 Sumay diferencia de funciones

Sean f y g dos funciones reales de variable real definidas en un mismo intervalo.
Se llama suma de ambas funciones, y se representa por f + g, a la funcion definida

pors®;
ft9)() =fx) £gx)

El dominio de f + g es Dom; N Dom,

1.3.5 Producto de funciones

Sean fy g dos funciones reales de variable real, y definidas en un mismo intervalo.

Se llama funcién producto de fyg ,a la funcién definida por3®:

(f-9)x) = f(x) - g(x)

El dominio de f - g es Doms N Dom,

1.3.6 Cociente de dos funciones

Sean f y g dos funciones reales de variable real, y definidas en un mismo intervalo.

Se llama cociente de fy g, a la funcién definida por3’:

/P& =f(x)/g(x),9(x) #0
El dominio de f/g es Dom; N Domgexcluyendo los valores de x para los cuales

gx) =0

1.3.7 Composicion de funciones

3 (DIAZ GOMEZ, pag. 1)
36 (DIAZ GOMEZ, pag. 1)
37 (DIAZ GOMEZ, pag. 2)
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Si f(x) es una funcion de A en B y g(x) es una funcién de B a C, entonces la funcién

compuesta g o f es la funcion de A hacia C dada porse:
(g of) (¥ =g(f(x)

El dominio de gof es Domg,; = {x vV x € Dom;yf(x) € Dom,}

1.3.8 Integralidad de las funciones Limite (de una sucesion) y suma (de una
serie)

Sea (f,,) una sucesion de funciones reales f,,: [a, b] = R, que estan todas definidas
en un mismo intervalo compacto [a, b] subconjunto de los Reales, se verifica que:

1. Si la sucesion de funciones (f;,) converge uniformemente en [a, b] hacia su
funcion limite f:[a,b] - R y si las funciones f, son integrables en [a,b],
entonces f también es integrable en [a,b] y su integral f(ff es el limite

uniforme de la sucesién de integrales (f; fn) parax € [a,b], de forma que:*

X X
f (lim fn(t)) dt = lim <f fn(t)dt> (este limite es uniforme para x
a n—-oo n—oo a
€ [a,b])

2. Si la serie de funciones }; f,, converge uniformemente en [a,b] hacia su
funcién suma s:[a,b] » R y si las funciones f, son integrables en |[a, b],

entonces s también es integrable en [a, b] y su integral f;S es la suma
uniforme de la serie de integrales ), f;fn para x € [a,b], de forma que:

]x (Z fn(t)) dt = z (jxfn(t)dt> (esta suma es uniforme para x € [a,b])

=1
1.3.9 Derivabilidad de las funciones Limite (de una sucesion) y suma (de una
serie)

Sea (f;,) una sucesion de funciones reales f,,: I — R, que estan todas definidas en
un mismo intervalo acotado I. se verifica que:

N (DIAZ GOMEZ, pag. 3)

3 (Burgos, 2007, pag. 541)
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1. Silas funciones f, son derivables en I, si la sucesion de las derivadas (f",,)
es uniformemente convergente en I y si existe algin a € I tal que la sucesion
numérica (f,,(a)) es convergente, entonces (f,,) converge uniformemente en
I hacia una funcion (limite), la cual que es derivable, en I, cuya derivada es
el limite de (f,,) de manera que:*°

D [&1_{210 fn(x)] = Ai_r)goD[fn(x)] (este limite es uniforme para x € I)

2. Si las funciones f,, son derivables en I, si la serie de las derivadas ), f",, es
uniformemente convergente en [ y si existe algun a €I tal que la serie
numerica ), f, (a) es convergente, entonces }; f,, converge uniformemente en
I hacia una funcion (suma), la cual es derivable, en I, y cuya derivada es la
suma de ). ", de manera que:

D

Z fn(x)] = Z D[f,(x)] (esta suma es uniforme parax € I)
n=1 n=1

40 (Burgos, 2007, pag. 544)
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1.4 Formulacion del Problema.

Esta investigacion sera realizada bajo un enfoque demostrativo, debido a que se
realizara un estudio de todos los aspectos referidos a nuestra tematica de estudio,

ademas de algunas demostraciones de convergencia de series.

El andlisis matematico dentro de la linea de nuestra carrera es uno de los ramos
mas complejos para los estudiantes, debido a la abstraccion necesaria para
entender todos los tépicos y a la dificultas que se auto imponen los estudiantes, por
este motivo pretendemos que al finalizar nuestra investigacién los temas que
abordemos queden claros al lector y sirvan como material de estudio

complementario.
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1.5 Objetivos.

1.5.1 Objetivo General.

e Estudiar las sucesiones y series de funciones reales.

1.5.2 Objetivo Especifico.

¢ l|dentificar los diferentes criterios y teoremas que permiten analizar el
comportamiento de una serie

e Estudiar las distintas definiciones asociadas a el concepto de sucesién y serie
de funcién, ademas de la incorporacion de las demostraciones respectivas.

e Estudiar distintos tipos de funciones desde una mirada relacionada a las

series.
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2. Convergencia de sucesiones y series de funciones.

A pesar de la mencioén realizada en la primera parte de este Proyecto de titulacion,
debemos hacer una revisiéon de los conceptos y a partir de estos avanzar para dejar

toda informacion mas clara al lector final.

Definicion: Una sucesion de funciones se define como una aplicacién que asigna a
cada numero natural n generando una funcion f,,. Se suele utilizar el simbolo {f,}
para designar la sucesion de funciones dadas n — f,, paratodo n € N. Desde ahora
en adelante supondremos que las funciones f,, son funciones reales definidas en un

intervalo 1.41

2.1 Convergencia de una sucesion de funciones.

2.1.1 Convergencia Puntual.

Definicién: Sea S el conjunto de puntos x para los cuales la sucesion converge. La

funcion f definida en S por la siguiente igualdad.
limf,(x) =f(x),Vvx €5
n—->oo

Se le llama funcion limite de la sucesiéon {f,} y decimos que esta sucesion

converge puntualmente af en el conjunto S, lo que se denotara por f, - f
Ejemplo

Sea f, la funcién dada por

fn

:1+nx2

41 (Gonzalez, pag. 583)
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= GeoGebra Calculadora grafica < Hi ABRIRSESION
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Figura 7: "Representacion de la sucesion de funciones.”

Para analizar la convergencia puntual decimos que:
X
li =lim———==0= ,Vx €R
lim f,(0) = lim —— f (), vx

{f,(x)} converge puntualmente a f(x) = 0,vx € R

2.1.2 Convergencia Uniforme

Definicién: Diremos que una sucesion de funciones que converge puntualmente en
el conjunto S hacia una funcion limite f. La sucesion de funciones {f,} converge
uniformemente hacia f(x) en el conjunto S si para todo € > 0 existe un v tal que

n > v implica que

lfn(x) — f(X)| <&, Vx €S

Lo que denotamos como f,, =% f

Se establece que una sucesion de funciones no converge uniformemente al cumplir

la condicion de no convergencia uniforme.
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2.1.3 Condiciéon de No Convergencia Uniforme.

La sucesion {f, } no converge uniformemente en el conjunto S hacia la funcion limite
f si, y sélo si, existe un g, > 0, existe una sucesion {x,} de puntos de S y existe una
subsucesion*? de {f,} tales que:

|fu(xn) = f(xn)| = &0, VX €S

Ejemplo:

Sea f,, la funcion dada por

_x
1+ nx?

fn

Su gréfica fue mostrada en la pagina anterior. A continuacion, analizaremos la

convergencia uniforme asociada a esta sucesion de funciones.

. = 1 x
JlirgoSuP {{f/n)—f} = rlll_r)rolosuPXER {|]_ + nx2|}

Calcularemos las derivadas para poder ocupar el supremo.

)
1+ nx?
R oo (x) (1 +nx?) — (x)(1 + nx?)

fe) = 1+ nx? f )= (1 + nx?)?

oo (@ +nx?) - () (2nx) .o T+nx? —2nx?
fe)= (1 + nx?)2 f)= (1 + nx?)2

o 1—nx?
feo= (1 + nx?)?

Ahora para ver el madximo y minimo que posee la sucesién de funciones,

procederemos a igualar la derivada a cero

f(x)=0

42 Sea {s,}una sucesion. Sea f: R — R una funcién estrictamente creciente. Se llama subsucesién de

{s,} generada por f, a la sucesién {u,} definida por:
Un = Sr(n)s {un} € {sn}
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Lo 1ot =0 +
(1 + nx2)? n I A

Procederemos a continuacion a calcular la segunda derivada de la sucesiéon de

fx=0-

funciones asociada:

, 1—nx? . (1—-nx?)(1+nx?)? - (1 —nx?>)(1 + nx?)?
fR) = f )=
22 2\4
(1 +nx?2) (1 +nx?)
) = —2nx(1 +nx?)? — (1 — nx?)2(1 + nx?)(2nx)
f= (1 + nx2)*
o —2nx(1 + 2nx? + n®x*) — (1 — nx?)(1 + nx?)(4nx)
f(x) = (1 + nx2)*
—2nx(1 + 2nx? + n?x*) — (1 + nx? — nx? — n*x*) (4nx)
f(x) = (1 + nx2)*
) = —2nx(1 + 2nx? + n®x*) — (1 + nx® — nx? — n’x*)(4nx)
- (1 + nx?)*
o) = —2nx(1 + 2nx? + n?x*) — (1 — n?x*)(4nx)
fre) = (1 + nx2)*
) = —2nx — 4n®x3 — 2n3x> — (4nx — 4n3x>)
fre) = (1 + nx2)*
) = —2nx — 4n®x3 — 2n3x® — 4nx + 4n3x°
frx) = (1 + nx?)*
) = —6nx — 4n%x3 + 2n3x°
frx) = (14 nx2)4
00 —6nx — 4n%x3 + 2n3x5
x) =

1+ 4nx? + 6n2x* + 4n3x° + n*x8
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Evaluando en los puntos criticos tenemos que:

N R T
VW (%)2 + 6n2 (%)4 +an’ (%)6 e <%>8

n
5 < 0, maximo de la funcion.

o B e
i () + o () a0 (G 4 ()
Tn > 0, minimo de la funcion.

.z 1 .
El supremo de la funcién es N Ahora sustituyendo el supremo en el valor de x y

tomando el limite tenemos que:

1
lim Vn > =0
()
Vn

Entonces tenemos que {f,,(x)} converge uniformemente a f(x) = 0,Vx € R

2.1.3.1 Caracterizaciones de la convergencia Uniforme.

Caracterizacion de Cauchy.

La sucesion {f,,}converge uniformemente en S hacia f:S — R (funcion limite) si, y

solo si, para cada € > 0 existe un v € N tal que:
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pq=v= |fp(x) —fq(x)| <& Vx €854

Sabemos que una sucesion de Cauchy, es una sucesion tal que, para cualquier
distancia dada, por muy pequefia que sea, siempre se puede encontrar un término
de la sucesion tal que la distancia entre dos términos cualesquiera posteriores es
menor que la dada.

Demostracion.

Primero, probaremos que la sucesion {f,} converge uniformemente, entonces la

sucesion es de Cauchy.

Sabemos que dado &, > 0, en este caso g = > existe v € N / |f(x) — f,(x)| <.

Para todo x € S y todo n > v. Por lo tanto, para todo x € S, se verifica que:

p,q=v =0 = f00| =|f(x0) = f(x) + f(x) = f(0)]
<@ —f@|+ @~ f0] <z+5=¢
Por lo tanto {f,,} es una sucesion de Cauchy.
Ahora, mostraremos que {f,,} es una sucesion de Cauchy, entonces la sucesion {f,,}

converge uniformemente.

Sabemos que

p,q=v - |fx) - ()| <evVx €SyvVpq =v

Asi la sucesion {f,,(x)} es de Cauchy en R, por tanto, tiene limite, cuando n — oo al
que llamaremos f(x). Si bien la sucesion converge, aun falta demostrar que la

convergencia es uniforme, para esto:

4 (Burgos, 2007, pag. 528)
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Dado € > 0, existe v € N tal que|f,,(x) — fran(®)] < % , para cualquierx e S, n>vy
h > 0.

Haciendo que h — o, nos encontramos con que, parax € Sy n = v, €s:

e > = > lim|f,(0) = fuan @I = /200 = FGO

Lo que demuestra que {f,} =" fenS.

2.1.3.2 Caracterizacion del Supremo

La sucesion {f,,} converge uniformemente en S hacia una funcién f:S — R si y solo

Si:

lim o, =0 siendo g, = sup {|f(x) — f(x)| x € S}**

n—->oo

Demostracion.

Probaremos primero que: la sucesion {f,,} converge uniformemente en S hacia f,

entonces lim g, =0

n—oo

Como {f,} converge uniformemente, considerando g .Entonces se cumple que:

£
Ve>0,3aN € E,Vn > N,x €8S.

N <
GO — falO]

Seao, = sup |f(x) — f,(x)| < §< g, luego lim g, = 0
n—->oco
Ahora, mostraremos que: lim g, =0, entonces la sucesion {f,} converge
n—->oo

uniformemente en S:

Comolim g, = 0, entonces o, = sup{|f(x) — fn,(x)/x € S|} <0, ademés, g, es la

n—-oo

menor de las cotas superiores entonces:

lf(x) = ()| <0, <0< ¢

44 (Burgos, 2007, pag. 528)
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Asi, {f,} converge uniformemente en S.

2.2 Convergencia de una serie de funciones.

Definicion: A partir de la sucesion {f,,} se pueden obtener las sumas parciales de

sus términos, vale decir:

s1i=f1, Sa=fi+fo, Ss=fitfatfs sn=fit+tfort+fz+-+/f
Donde s,, = Y.}i—; fx, Se denomina suma parcial de los n primeros términos y {s,}

es la llamada serie de funciones, que se denota por ¥, f,,.*°

2.2.1 Convergencia Puntual.

Definicion: Se dice que una serie };_; f, converge puntualmente en S hacia la
funcién s: S - R, que se denomina funcién suma y se denota s(x) = Yo-; f (x) Si
(s,) converge puntualmente. Esto es, si para cada x € Sy cada ¢ > 0 existe un v €

N (que depende de x y €) tal que:
|s(x) —sp,(x)| <e,¥Vn > vo

2.2.2 Convergencia Uniforme.

Definicién: Se dice que una serie de funciones ), f,, converge uniformemente en S
hacia una funcion s: S — R (funcidon suma) si su sucesion de sumas parciales {s,}
converge uniformemente en S hacia s, es decir, si para cada ¢ > 0 existe un v € N

(que depende solo de ¢) tal que:

|sp(x) —s()| =|m(x)| < Vx €S5,Vvn = N.

Aqui, 1, (x) es el resto n-ésimo de la serie ), f,,, para cada x € 547

4 (Ortega, pag. 185)
46 (Burgos, 2007, pag. 522)

47 (Burgos, 2007, pag. 525)
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Ademas, si ). f, converge uniformemente, también converge puntualmente en S,

sin embargo no siempre se cumple el reciproco

Condicion de No Convergencia Uniforme

También se establece que una serie de funciones no converge uniformemente si
cumple la condicién de no convergencia uniforme.

La serie }; f,, no converge uniformemente en S hacia la funcion s: S — R si, y solo si,
existe un g, > 0, existe una sucesion {x,} de puntos de S y existe una subsucesion

de {s,} tales que:
|5, (%) — 5(xp)| = €9,V € N.48

2.2.2.1 Caracterizaciones de la Convergencia Uniforme.

Caracterizacion de Cauchy.

La serie ), f,converge uniformemente en S (hacia su suma) si y solo si, para cada

€ > 0 existe un v € N tal que:
|frs1 () + fri2()+ . A ()| <eVx €S,YVn =2v,Vh >0
Demostracion.

Primero, mostraremos que la . f;, converge uniformemente, entonces la ), f,, es de

Cauchy.
Como Y, f,, converge uniformemente, entonces Vx € S,n > v se cumple que:

lsn(x) —s(x)| <&

8 (Burgos, 2007, pag. 525)

49 (Burgos, 2007, pag. 528)
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Ahora fijamos n de tal formaquem >n , m=n+ h.

n+h n

PRACEDWAS
k=1 k

=1

s (%) = sn(X)] =

= 1A + () + -+ () + frp1(0) + -+ fran(X) — fi— o — = fu(X)]
= fur1 () + -+ ()] < €

De esta forma concluimos que ). f,, es de Cauchy. Ahora, probaremos que la ). f,

es de Cauchy, entonces ), f,, converge uniformemente.

Como ya demostramos que . f,, es de Cauchy, entonces ) f,, tiene un limite al que
llamamos s, por lo tanto, converge, pero debemos probar que su convergencia es

uniforme:
Dadoe > 0,3v € N/|s,(x) — sSprn(x)] < % Vx €ESSn >2v,h>0
Ahora bien, haciendo que h — o, tenemos que:

£ > =2 [5,(0) = spn (0] = Isn(0) = sl cuando h - oo

Por lo tanto, probamos que la serie ) f,, converge uniformemente.

Caracterizacion del supremo.

La serie ), f,converge uniformemente en S hacia su suma si y solo si, (Ilamando s,

y 1, & la suma parcial y resto n-ésimos, respectivamente).

lim o,, = 0, siendo o,, = sup{|s(x) — s, (x)| = |, (x)|/x € S} 50

n—-oo

>0 (Burgos, 2007, pag. 528)
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Demostracion.
Mostraremos primero que la ) f,, converge uniformemente en S hacia su suma
s:S >R,

Entonces:

lim o, = 0, siendo a,, = sup{|s(x) — s, (x)| = [r.(x)|/x € S}

n—->oo

Como }. f,, converge uniformemente, entonces:
Ve>0,3v € N/|s(x) —s,(x0)| = m(x)]| <e

Sabemos que g, = sup{|s(x) — s,(x)| = |, (x)|/x € S}, entonces, por definicion se

supremo se cumple que:
|s(x) — Sn(x)l = |T'n(X)| < o

Ahora bien, como r,(x) es la diferencia (y la mas pequefa) y ademas es menor que

€ entonces se cumple que:
Im ()| <o, <e¢
Lo que significa que:

limo, =0

n—-oo

Ahora, probaremos que lim g, = 0, entonces la serie ), f,, converge uniformemente

n—-oo

ens.

Como lim o, = 0, sabemos que a,, = sup{|s(x) — s,(x)| = | (x)|/x € S}y como g,

n—-oo

es la menor de las cotas superiores tenemos gue:
|s(x) = sp(X)] = m(x)| <0, <0<e

Por lo tanto, la serie Y, f,, converge uniformemente en S.
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2.2.2.2 Criterios de Convergencia.

Criterio de Weierstrass.

Sea ), f, una serie de funciones f,:S <R - R y sea ) k, una serie de términos
reales positivos. Si |f,,(x)| < k,, paratodo x € Sy cadan € N (en cuyo caso se dice
que Y k, es mayorante de }. f,, en S) y si ). k,, es convergente, entonces la serie ), f,,

es uniformemente convergente en S.51
Demostracion.

Sea ) k, una serie numérica convergente de términos positivos. De acuerdo al

criterio general de convergencia de Cauchy para series numéricas, tenemos que:
Ve >0,3v € N/V q,p > v se cumple que |kyiq + kpiot... +hy| < &

O mas bien

Ahora a partir de la caracterizacion de Cauchy tenemos que:
|fre1 GO + fra2(0) + -+ fran (O] S frr1 Ol + 1 fr2 GO + - + | fran (0] <
kp+1 + kp+2 + "'kq < E,VX € S

Es decir, |fui1(%) + fry2(x) + -+ frin(x)| < &, la serie es de Cauchy y por lo tanto

converge uniformemente en S.

|fn+1(x) + fn+2(x) + +fn+h(x)| < |fn+1(x)| + Ifn+2(x)| + -t Ifn+h(x)|

q
< Z k,<e

n=p+1

De esta manera concluimos que la serie ), f,,converge uniformemente en S.

>1 (Burgos, 2007, pag. 531)
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Generalizaciéon del criterio de Weierstrass.

Sean ). f, vV Y. ¢, dos series de funciones, reales y definidas en S c R. Si |f,(x)| <
@n(x) para todo x € C y cada n € N (en cuyo caso se dice que ) ¢, €s serie
mayorante ). f,, de en S) y si ), ¢,, es uniformemente convergente en S, entonces

Y f, también es uniformemente convergente en S.52

Demostracion.

Como ) ¢, converge uniformemente en S, de acuerdo a la caracterizacion de

Cauchy para la convergencia uniforme.
VE>0,3v €EN/Ppi1(X) + @pi2(X) + -+ @pin(x) <€
h>0¢,(x) 20,Vx €ES,Vn >v

Ahora para verificar que |f,,(x)| < @, (x)

|fn+1(x) + -+ fn+h(x)| < |fn+1(x)| + et |fn+h(x)| < (Pn+1(X) + -t <pn+h(x) <é&

Es decir, de acuerdo a la caracterizacién de Cauchy tenemos que ). f;, converge

uniformemente en S.

Criterio de Dirichlet.

Se considera una serie de funciones ). f,, y una sucesién de funciones {¢,} donde
frn Y ©, son funciones de S c R en R. Se verifica que: si la sucesion {¢, }, converge
uniformemente en S hacia la funcion nula, si la sucesion {¢,,(x)} es mond6tona para

cada x € S y si la sucesion {s,} de las sumas parciales de la serie ) f, esta

52 (Burgos, 2007, pag. 532)
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uniformemente acotada en S53, entonces la serie Y, f,, ¢,converge uniformemente

en S5,

Demostracion.

Se recurre a la caracterizacion de Cauchy de convergencia uniforme:

sea K > 0 una cota de todas las sumas parciales s,, en S, de forma que |s,(x)| < K,

Vx € S,n € N,y como la sucesion {¢,,(x)} es mono6tona, se puede deducir que:
a1 () + -+ frap (0] = [Snap (6) = 5, (0| < [Spap ()] + [sn ()| < 2K

Luego se recurre a la desigualdad de Abel.

Desigualdad de Abel:

Dadas dos sucesiones de numeros reales {a,} y {b,}. Si la sucesion {a,} es
mondtona (creciente o decreciente) y la serie ) b, tiene sus sumas parciales

acotadas por k > 0O (esto es, |b;+...+b,| < k, paratodon € N es:
layby + azby + -+ + apby| < k(lai| + 2|ay|)
Demostracion.
En primer lugar, llamaremos ¢,, a la suma n-ésima de la serie )’ b,,, esto es:
@p=Dby+by+ -+ by
A patrtir de esto obtenemos lo siguiente:
1 =Dby
@2 =by+b; > @ —p1=Dby

On=by+by+ -+ by > @p—On_1=Dby

3 Se dice que una sucesidn de funciones esta uniformemente acotada en S, si todas sus

funciones estan acotadas en S y admiten una misma cota K.
54 (Burgos, 2007, pag. 533)
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Luego tenemos que:

albl + azbz + a3b3 + -+ anbn
= a,91 + ax(@2 — 91) + az(@3 — @3) + an(@y — Pp-_1)
=a1P1 T AP — AP +A3P3 — AP + APy — AnPpq

= @(a; — az) + ¢z(a; —az) + -+ @p_q1(an_1 — an) + Ppa,
Recurriendo a la desigualdad triangular, tenemos:

|a1b1 + azbz + + anbnl

< la; — azlloq| + laz — asll@z| + -+ + |lan_1 — apll@n-—1l + [anl|@y]
< [lal - a2| + |a2 - a3| + ot |an—1 - anl]k + |an|k
(Pues las sumas parciales de Y. b,, estan acotadas).

Luego como la sucesién {a,} es mondtona, ocurre que todas las diferencias

a; — a;,, tienen el mismo signo, es decir:

a; —a;+, ;sifa,}es decreciente}

a: — a; = . .
| i l+1| {ai+1 —a; ; SI {an} es creciente

Eliminando de esta manera términos de la desigualdad, quedando solo el primer y
altimo término, es decir: |a; — a,,|.
la by + a,by + -+ a,b,| < lay — aylk + |aylk
< (laal + [—anDk + laglk < k(las| + 2]an|)
Retomando nuestra demostracion, tenemos que:
|fr41 () Pns1 () + - + frrp ) Pnip )| < 2k(|0ns1 (O] + 2| @nap®)]) (D)

Ademas, si se considera un g, cualquiera, y como {¢, } converge uniformemente en

S hacia la funcion nula, existe un v € N tal que se cumpla:

€
|l ()| < a,\?’n >v,Vx€ES
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Entonces: Vx € S

2K(1Pnir (Ol + 2 pnip @) < 2K (o4 22) =2 @)

Finalmente, de (1) y de (2) se deduce que:
|fn+1(x)<pn+1(x) + -4 fn+p(x)(pn+p(x)| <gVn=v,Vp>0VxeES

Demostrando que Y. f;, ¢,, converge uniformemente en S.
Consecuencia del Criterio de Dirichlet.

Un caso particular de este criterio ocurre cuando se considera la sucesion {a,}

mondtona de numeros reales con lim a, = 0y si ), f,, €s una serie de funciones, de
n—-oo

S c R enR, que tiene su sucesion {s,} de sumas parciales uniformemente acotadas
(cota comun) en S, entonces la serie de funciones ), a, f,, converge uniformemente

ens.
Siguiendo la demostracion anterior, basta considerar una funcién constante ¢,,

x = @n(x) = a,, entonces ). f,o, = Y. a,fn Qque es uniformemente convergente en
S.55

Criterio de Abel

Se considera una serie de funciones ). f,, y una sucesion de funciones {¢,,} donde
fn Y @, son funciones de S c R en R. Se verifica que: si la sucesion {¢,} esta

uniformemente acotada en S, si la sucesion {¢,(x)} es monétona para cada x € S.

» (Burgos, 2007, pag. 534)
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y si la serie ) f,es uniformemente convergente en S, entonces la serie

Y. f»o, converge uniformemente en S,
Demostracion.

Como ¢,, esta uniformemente acotada llamaremos K > 0 a una cota de todas las
funciones, tal que |¢,(x)| < K para x € S. Ademas, como la serie ), f,, converge

uniformemente en S a través de la caracterizacion de Cauchy:

Tenemos que:

£
|fn+1(x) + 4 fn+p(x)| < S—K,Vn >v,p>0,Vx € 557

Anteriormente la monotonia de {¢,,(x)}, para todo x € S, nos permite recurrir a la

desigualdad de Abel, de donde se deduce que:
&
1 COPra1 () + frap ()P p (] < 3 (a1 () + 2 (0r4p (0 )

Dado que |<pn+p(x)| < K, por lo tanto, podemos plantear lo siguiente:

e

|fn+1(x)<pn+1(x) + fn+p(x)g0n+p(x)| < 3K 3K =¢,Vn=>v,Vp>0,VXxXES

Armando de esta manera que la serie ). f,,¢,, converge uniformemente en S.

Consecuencia del Criterio de Abel

Si Y k, es una serie convergente de nimeros reales, si {¢,,} es una sucesiéon de
funciones, de S c R en R, que esta uniformemente acotada (es decir, si las

funciones ¢, tienen una cota comun) en S y si la sucesion {¢,(x)} es monétona

56 (Burgos, 2007, pag. 533)
57 (Burgos, 2007, pag. 534)
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para cada x € S, entonces la serie de funciones ), k,,¢,, converge uniformemente en
S.58

Demostracion.

Debemos tener en consideracion que el criterio de Abel trata a f,, como una funcion
cualquiera, en el caso particular de Abel se considera a f, como una funcién

constante.
Por lo tanto, tenemos:

Sea f, una funcion constante, donde x — f,(x) = kn,¥n € N. En este caso se

trabaja con la serie convergente de numeros reales Y’ k,,.

Es evidente que para {¢,} Y2 f, se cumplen condiciones ya vistas del criterio de

Abel, luego tenemos que:

Z faon = z kyn@n
n=1 n=1

Por lo tanto, podemos armar que ;- k,@,converge uniformemente en S.

58 (Burgos, 2007, pag. 535)
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3. Analisis de Funciones.

En el dltimo apartado pretendemos indagar en distintas funciones, sefalar sus
principales propiedades y vincular cada una de estas con nuestro marco teorico con

el fin de poder escribir cada una de las funciones como una serie.

Pero antes de eso debemos agregar algunas demostraciones de derivabilidad e
integrabilidad puesto que seran utilizadas mas adelante.

Demostracion Integralidad de las funciones Limite (de una
sucesion) y suma (de una serie)

Sea (f,,) una sucesion de funciones reales f,,: [a, b] = R, que estan todas definidas
en un mismo intervalo compacto [a, b] subconjunto de los Reales, se verifica que:

3. Si la sucesion de funciones (f;,) converge uniformemente en [a, b] hacia su
funcion limite f:[a,b] - R y si las funciones f, son integrables en |[a,b],
entonces f también es integrable en [a,b] y su integral f(ff es el limite

uniforme de la sucesién de integrales (f; fn) parax € [a,b], de forma que:>°

X X
f (lim fn(t)) dt = lim <f fn(t)dt> (este limite es uniforme para x
a n—-oo n—oo a
€ [a,b])

4. Si la serie de funciones ), f;, converge uniformemente en [a,b] hacia su
funcién suma s:[a,b] - R y si las funciones f, son integrables en |[a, b],

entonces s también es integrable en [a, b] y su integral f;S es la suma
uniforme de la serie de integrales ), f;fn para x € [a,b], de forma que:

| ' (ana)) dt =i

1

(jxfn(t)dt> (esta suma es uniforme parax € [a,b])

Demostracion.

> (Burgos, 2007, pag. 541)
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La segunda propiedad es consecuencia de la primera: aquella se demuestra
aplicando a esta Ultima a la sucesion (s,,) de las sumas parciales de la serie Y. f,,.5°

Solo nos preocuparemos de comprobar el primer punto.

Probemos en primer lugar que f es integrable en [a, b], esto es, que para cada
€ > 0, cualquiera existe una particion P, de [a, b] tal que las sumas superior e inferior
de f correspondientes a la particion P, difieren en menos de &, 0 sea, que:

S(f,Py) —s(f,Py) <e€

Asi es, en efecto: dado que (f,,) converge uniformemente hacia f en [a, b], existe
unv € N tal que:

)~ <350  Vx €lad]
O sea, verificandose que
fo0) = 3=y <) <)+ 3=y, VX €lab]

Por tanto, para cualquiera que sea la particion P de [a, b], se tiene:

SR >sfP) =5y SEP<SUuP 43 (D

Por otra parte, como f,, es integrable en [a, b], existe una particion P, de [a, b] tal
que

SCfurPo) = 5Cfo Po) < 3 @)

Acudiendo a las relaciones que se obtienen tomando P = P, en (1) y de (2), se
concluye que:

S(f'PO) _S(f'PO) = [S(fIPO) _S(fv'PO] + [S(ﬁ}'PO) _S(fv'PO] +

& & &
+[S(fv:P0) —S(f,PO)] <§+§+§= e

Lo que prueba que f es integrable en [a,b]. Nos queda aun por comprobar que
(f;fn) converge uniformemente hacia f;f para x € [a,b]. Asi ocurre, ya que: dado
€ > 0, como (f,,) converge uniformemente en [a, b] hacia f, existe v* € N tal que

&
— - > 177

lf(x) — fn(x)| < 20 —a) Vvn=>v,Vx € [a,b]

€0 (Burgos, 2007, pag. 542)
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Por tanto, paran > v'y x € [a,b], se verifica que:

fU@ FaD)dE < (- a) <> <

_[ﬂoﬂ—L?ﬁMt O

Lo que prueba la convergencia uniforme de (f;fn) hacia f(ff para x € [a,b].

Demostracion Derivabilidad de las funciones Limite (de una
sucesion) y suma (de una serie)

Sea (f;,) una sucesion de funciones reales f,,: I — R, que estan todas definidas en
un mismo intervalo acotado /. se verifica que:

1. Silas funciones f,, son derivables en I, si la sucesion de las derivadas (f",,)
es uniformemente convergente en [ y si existe algin a € I tal que la sucesion
numeérica (f,(a)) es convergente, entonces (f,,) converge uniformemente en
I hacia una funcion (limite), la cual que es derivable, en I, cuya derivada es
el limite de (f7,,) de manera que:®!

D [Tlll_r)lgo fn(x)] = rlli_r&D[f”(x)] (este limite es uniforme para x € I)

2. Si las funciones f,, son derivables en I, si la serie de las derivadas ), f",, es
uniformemente convergente en [ y si existe algun a €I tal que la serie
numerica ), f, (a) es convergente, entonces }, f,, converge uniformemente en
I hacia una funcién (suma), la cual es derivable, en I, y cuya derivada es la
suma de }; ", de manera que:

(x)] = Z D[f,(x)] (esta suma es uniforme parax € 1)

n=1

Demostracion.

La segunda propiedad se deduce, de la primera, al aplicar esta a las sucesiones de
las sumas parciales de las series ). f, Y . f». Solo nos ocuparemos, pues en
comprobar la primera.®?

Para la demostracion, vamos a recurrir a una sucesion de funciones auxiliares (¢,,),
donde ¢@,:I — R es la funcion:

61 (Burgos, 2007, pag. 544)

62 (Burgos, 2007, pag. 545)
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ysix#Fa;  gp(a) =frl@ (1

_ fn(x) B fn(a)
=T

Comprobemaos, en primer lugar, que las funciones ¢, son continuas en I. Asi es
pues:

i. En el conjunto I — {a}, la funcién ¢,,( para cualquier n € N) es cociente
de funciones continuas con denominador no nulo, luego es continua.

i. Enelpunto a, la continuidad la garantiza el que, segun se desprende de
(1), sea

im 9, (x) = £'2(@) = Pn(@)

Demostraremos ahora que (¢,) es una sucesion uniformemente convergente en 1,
para ellos pongamos que:

/o) = f,0] = (@) - fy(a)]

X —a

Pp(x) — @g(x) = ,Vx €EL,Vp,q EN

Y apliquemos el teorema de los incrementos finitos a la funcién t — [fp(t) — fq )]
en el intervalo cuyos extremos son los puntos x,a € I, de lo que se obtiene que
existe un punto 2 € I, comprendido entre los x y a tal que:

1) = 0] = [f(@ ~ (@] = (x = D[f (D) ~ /()]
Lo que llevado a la anterior expresion de ¢, (x) — ¢,(x) nos conduce a
Pp(x) —a(x) = [ = f4(D,Vx €1 —{a}
)
Pp(a@) —q(a) = fp(@) = fq(a)  segun (1)

Para cualquiera que sea € > 0 como (f",,) converge uniformemente en I y segun la
caracterizacion de Cauchy de la convergencia uniforme, existe v € N tal que:

|f'p(x)—f'q(x)| < ¢ Vx €,Vp,q =2v
Por lo tanto, de (2) se deduce que
|(pp(t)—<pq(t)|<e Vt €el,Vp,q =v

(nGtese que esto es asi, tanto sies t +a como si t =a, ya que a y la 2de (2)
pertenecen ambas a I) lo que nos permite asegurar que (¢,) es uniformemente
convergente en I, lo que nos permite asegurar que (¢,) es uniformemente
convergente en I. Llamemos ¢:I — R a la funcion limite (uniforme) de (¢,) en I.

Veamos que la sucesion {f,} converge uniformemente en I. Recurriendo también
aqgui, a las funciones ¢,,, podemos decir que parap,q € Ny x €I, que
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fo(x) = fp(a) + (x — a)gp (x) Y fa() = fa(@) + (x — a)@q(x)

Luego, restando y tomando valores absolutos, se tiene:

1,00 — £, < |, (@ = f(@)| + 1x — al|p,(6) — g, (©)|,Vx €1,Vp,q EN

Dado ¢ > 0 (cualquiera) y acudiendo a la caracterizacion de Cauchy de la
convergencia uniforme, como (¢,,) es uniformemente convergente en I, existe
v; € N tal que (llamamos é a la amplitud del intervalo acotado I):

€
|<pp(x)—(pq(x)| <% Vp =2 v,Yq = v, ,Vx €1

Como la sucesion numérica (f,(a)) es convergente, existe v, € N tal que:

&
|]§,(a) —fq(a)| < 5 Vp 2v, V=1,
Por tanto, llamando v = max{v;, v,}, de las tres ultimas relaciones se infiere que:

& & & &
_ — — —_—< - —_—= > .
|]§,(a) fq(a)|<2+|x a|26_2+2 eEVp =2v,Vx €1
Por lo que (f,,) es uniformemente convergente en I. Llamemos f:1 — R el limite
(uniforme) de la sucesion (f,,).

Para terminar, comprobemos que f es derivable en I y que su derivada es el limite
(uniforme) de (f",,), al que llamaremos g: I — R; es decir veamos que es f" = g en
1. Bastara con que demostremos que existe f'(a) y que es f'(a) = g(a), ya que
para cualquier otro punto b de I, como (f,,(b)) es convergente por serlo f,, enl, se
verifican las mismas condiciones que en a y por ello, lo que se diga para a sera,
también, de aplicacion a b. Por ser (¢,) uniformemente convergente en I y como
las funciones ¢,, son continuas en I, se puede asegurar que ¢ es una funcion
continua en I. En particular, que existe el limite de ¢(x) para x — ay que vale
¢(x). Ahora bien, como®?

#(@) = lim pa(a) = lim f'2(@) = g(a)
£~ /@ _ @ - f@
-

a XxX—a

@(x) = lim @,(x) = lim
n—-oo n-oo
Nos encontramos con qgue:

Existe lim L&2~/@

x-a X—a

y vale g(a)

Es decir, con que existe f'(a) y es igual a g(a), como habia que probar.

83 (Burgos, 2007, pag. 546)
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3.1 Logaritmo Natural

= GeoGebra Calculadora grafica

BT -

@  f(x) = Inx)

+

i ABRIR SESION

e

Figura 8: "Representacion de la funcién Logaritmo Natural."

f

Definicion; La regla de correspondencia

In(x) = f

X

—dt =171
t

Define una funcién con dominio D, = (0, ) a esta funcién se le denomina logaritmo

natural o simplemente logaritmo.

A raiz de la definicion y del analisis del grafico se deduce que In(x) es positiva para

X > 1y negativa para 0 < x < 1; ademas que In(1) = 0.%4
Propiedades de la funcién logaritmo Natural.

1. El dominio es de (0, o) y el recorrido o rango es (—, ©).

2. Lafuncién es continua, creciente e inyectiva.

3. La grafica es concava hacia abajo.

64 (Larson & H. EDWARS, 2010, pag. 324)
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4. (In(x)) = i por el teorema fundamental del célculo.®

Demostracion.

f(x) = ;li%f(“h})l—f(@ _ oy Gt —Inx

h -0 h
x+h x h h
mESH mG+n . A+ 11 h
= lim——=—= lim ————= = lim =11m—-—-ln(1+—>=
h-0  h h-0  h noo o h hoox h x
X X

—1'1x1(1 h) lim ~In(1 + 5% = Dhimn(1 + 7
= lim—---In +x Jim ~ n( +—) ——1mn( +—)—

1
= —limIn(1 +
X h—0

=L lim+ 2 = Sine = -
DS = e =

5. Suintegrales [ In(x)dx =x-Iln(x) —x +C
6. In(x) escrito como serie.
Ahora escribiremos In(x) como una serie de Taylor

Recordemos que la serie de Taylor (fin de la serie de Taylor)

2'+3'

f(x)—f()+f() ffo @, e

n!
Para poder hacer esto utilizaremos

f(x) =Inx ; Xo =1

Comenzaremos calculando las derivadas respectivas

1
f@=mhx f@)=—o0x" f'(x)=-x"

= —6x"*

fre) =2x7 fP)
Reemplazando con el valor de x, tenemos lo siguiente:

1
fW=n1=0; fD =13 ffM=-1"=-

65

(Cesar, pag. 1)
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fr=2:173=2 fO1) =-6-1"*=-6
Ahora reemplazando:

) = flx 0)+f( O)+f ;3'50)+f 3('350) +f TE!xO)

-1 -6
Q) =0+—(x—1)+—(x—1)2 —!(Jc—1)3+ﬂ(x—1)4

n+1
f(x)—0+(x—1)1——(x—1)2+ (x—1)3——(x )4—2( D (x—1"
Veamos ahora su radio de convergencia
Z cn(x —a)®
n=0
c
R = lim |[2X converge en |x —al <R
n—oo Cn
(_1)n+1
— D™ (n+1) n+1 . n+1
R = lim = lim = m| |=11m =1
n—oo ( 1) n+2 n—-oo (—1)n+2n noo| —n n-o N

n+1
La serie convergeen |[x —1| < 1 0<x<2
Six=0

n+1 1 2n+1 -1 2n -1 had 1

Z( D <1>”=Z( ) z( 2D S erge
n=1 n n=1n
Six=2
%) 1 n+1 1
Z (=t ()" = Z # serie alternante - es decreciente

por lo tanto la serie converge

Asi quedaria definida la serie de Taylor de Logaritmo Natural de x.
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3.2 Funcién Exponencial Natural.

La funcion inversa de la funcion logaritmo natural f(x) = In x se llama funcion

exponencial natural y se denota por:f~1(x) = e*, esto es y = e* si y solo si x =

Iny
AL OO LN e Q =
@ flx) = € N i CN
+ T
&
5
4
3
2
1
]
f -7 -6 5 —4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
—1
Q
-2
@

Figura 9: "Representacion de la funcion Exponencial Natural."

A simple vista podemos decir que la funcion exponencial natural es creciente y su

grafica cdncava hacia arriba
Propiedades de la funcién exponencial natural.
1. El dominio de f(x) = e* es (—, )y el rango es (0, x).
2. Lafuncién f(x) = e* es continua, creciente e inyectiva en todo su dominio.

3. La grafica de la funcion f(x) = e* es concava hacia arriba en todo su

dominio.

4. lim e*=0y lime*=0

X—>—00 X—00
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5. (e*) = e* por el teorema fundamental del calculo.®®

f(x) = Inx
- e(x+h) — eX . eX el — ox - ex(eh -1)
f ()= }11—r>r(1)—h = }llir(l)—h = }ll—rg—h =
h
e*(1+hr—-1) = e*(1+h—-1) . e*-h
m = lim ——— = lim =e*
h—0 h h—0 h h—0 h
6. Suintegrales [e*dx = e*+C
7. e* escrito como serie de Maclaurin
f(x) = e* alrededor de x, = 0
7 O x rs O rrrs 0 n’ 0
f&)=fm)+f23 +f;)x2+f3$)ﬁ+~m+f$)x"

fx)=e* fx)=e* f"x)=e* [f7"(x)=¢e"
flO)=e’=1 f(0)=e"=1

()_1+1-x+1-x2+1-x3_§:1-x
fx) = 1 2 6 n!

n

n=0

Veamos ahora su radio de convergencia

[0e]

Y e -ar

n=0
c
R = lim | converge en |x —a| <R
n—00 Cn
@
R =i n! W+ DY _ In+1| = limn+ 1
= = —_— = = = 0
nl—l;rolo (1) n+1 n—-oo (1)”+1n! nl—l;rolo n nl—I}olo n
(n+1)!

6 (Cesar, pag. 1)
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3.3 Seno del Angulo.

Una funcion trigopnométrica es aquella que da el valor de una razén trigopnométrica

en funcién del &ngulo y ahora analizaremos la funcién seno.®’

Q@  f(x) = senlx) N 25
A = Punto(f) :

@) f
—~ (15,1) ® :

o B = Punto(f) C:) 151
— (15.1)

Figura 10: "Representacion de la funcion Seno del Angulo."

Propiedades de la funcion seno

1. El dominio de f(x) = sen(x) es (—x, ) y el rango es [—1,1].
2. Lafuncién f(x) = sen(x) es continua en todo Reales.
3. La grafica de la funcion f(x) = sen(x) es positiva en el intervalo (0,m) y
negativa (rm, 2m)
4. (sen(x)) = cos(x) , por teorema fundamental del calculo.
f(x) = sin(x)

f(x+h)—f(x) . sin(x+ h)—sin(x)
= lim
h h—0 h

f'(x) = lim
Por identidad trigpnométrica del seno
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
Aplicando esta identidad.

) ~ sin(x) cos(h) + cos(x) sin(h) — sin(x)
e =l : -

57 (Eduardo, s.f.)
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sin(x) cos(h) —sin(x) . cos(x)sin(h)
+ lim ————
h h-0 h
cos(h) — 1 - cos(x) sin(h)

= JmsinG) ) Him Ty

f(x) = lim

cos(h) — 1 ~ sin(h) _
— + cos(x) }llrré h sin(x) - 0 + cos(x) - 1 = cos(x)

= sin(x) }li_r)r(l)

5. [sin(x)dx = — cos(x) + C
6. sen(x) escrito como serie de Maclaurin
f(x) = sen(x) alrededor de X, = 0
f(@0) o

[Ox fO , [ , [0

fe) = fO0) +— 2! 3! !

Tenemos que:

f(x) =sen(x) f'(x)=cos(x) f’(x)=—sen(x) f(x)=—cos(x) fP(x) =

sen(x)

Ahora evaluamos las derivadas:

f(0=0,f0)=1,f"(0)=0,f"(0)=-1,f(0)=0
La serie de Taylor es:

f(x)=x— —x3+ix5—ix7+ix —ix +---+ﬂx
TR TR TR TR | 2n+ 1)

. _ o (_1)nx2n+1
Por lo tanto: sen(x)= Xy-o~— 5~

Veamos ahora su radio de convergencia, utilizamos el criterio de razén

A1
a'l’l

oo
E an ,converge si limy o0

n=0
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(_1)n+1x2(n+1)+1
QCn+1)+1)!
(_1)nx2n+1
Zn+ 1)!
(_1)n+1(2n + 1)!x2n+3
(=D"(2n + 3)! x2nt1

lim,_

lim,_ e

(—D*(—1)(2n + 1) x2n+1x2
(—D"2n+3)(2n+ 2)(2n + 1) x2n+1

2

lim,_

x
2n+3)(2n+2)

lim,_ =0<1VX

Por lo cual la serie es convergente.
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3.4 Coseno del Angulo.

Una funcién trigonométrica es aquella que da el valor de una razén trigonométrica

en funcién del &ngulo y ahora analizaremos la funcién coseno.®

= GepGebra Calculadora grafica < #  ABRRSESION
I - ;
- 9
Q) = cos(x) :

+

-4

Figura 11: "Representacion de la funcién Coseno del Angulo."
Propiedades de la funcién coseno
1. El dominio de f(x) = cos(x) es (—o, ) y el rango [—1,1].
2. Lafuncién f(x) = cos(x) es continua en todos los Reales.

3. (cos(x)) = —sen(x) , por teorema fundamental del calculo.

f(x) = cos(x)

fx+h)—f(x) . cos(x+h)—cos(x)
= lim
h h—-0 h

f(x) = lim
Por identidad trigpnométrica del coseno.
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

Utilizando esta identidad

%8 (Eduardo, s.f.)
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.« _ . cos(x) cos(h) — sin(x) sin(h) — cos(x) _
00 = fim : -
cos(x) cos(h) — cos(x) I sin(x) sin(h)
h—0 h + hl—rg h B
cos(h) — 1 _sin(x) sin(h)
—p Ot =
costh)y—1 . sin(h)
— + sin(x) }ll_r)r(l) =

= cos(x) - 0 —sin(x) - 1 = —sin(x)

= }ll_r)r(l) cos(x)(

= cos(x) }liir(l)

4. [ cos(x)dx =sin(x) +C

5. cos(x) escrito como serie de Maclaurin.

f(x) = cos(x) alrededor de X, =0
f"(0) o

[Ox fO , [ , [0

fe) = fO0) +— 2 " 3! !

Tenemos que:
f(x) =cos(x) f'(x)=-sin(x) f“(x)=—cos(x) f"(x) = sin(x)
f@ ) = cos(x)

Ahora evaluamos las derivadas:

f0)=1,f(0)=0,f"(0)=-1,f"(0)=0,f¥(0) =1

La serie de Tylor es:

()—1+0'x+1'x2+0'x3+1'x4—1+x2+x4+ +i )" !
f) = 1! 2! 3! T 21 4! O( ) (2n)!
n=

Por lo tanto:

s (_1)nx2n

cos(x) = an)

n=0
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Veamos ahora su radio de convergencia, utilizamos el criterio de razén

Apy1

(0]
§ an,convergesilimn_,c>c

n=0

an

C_l)n+1x20H4)

I (Z(Tl + 1)[) (_1)n+1x2(n+1)(2n)! B
an C_l)ann T nsoo (Z(n_+1)D(_1)nx2n
(2n)!

(—D*(—1)(2n)! x*"x? B
(-D"(2n + 2)(2n + 1)(2n)! x2n|

=i
e 2n+1)2n+1)

= lim

n-—-oo

=0<1,Vx€ER

Por lo cual la serie es convergente.
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