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RESUMEN

Sea G = (N, A) un grafo conexo, donde N es el conjunto de nodos y A el
conjunto de arcos. Se consideran conocidos dos nodos de N: el nodo origen y nodo
destino. Cada arco de A tiene un costo de construccion y se conoce la distancia mas
corta entre cada par de nodos de la red. El Median Shortest Path Problem (MSPP)
consiste en localizar un path (camino) entre el nodo origen y el nodo destino, llamado
path principal, de tal manera que todos los otros nodos de la red, que no estan sobre
este path, sean asignados a partir del nodo més cercano que se encuentre sobre el
mismo path principal.

El MSPP es un problema multiobjetivo con trade-off entre el costo total del
path principal y la accesibilidad a este path. El objetivo del costo consiste en la suma
de todos los costos (o longitudes) de los arcos que conforman el path principal, entre
el nodo origen y el nodo destino, y el objetivo de accesibilidad es medido en términos
del tiempo (o distancia) hacia el path principal, definida como la suma de todas las
distancias desde el path principal a todos los nodos que no pertenecen a este path.
Estos dos objetivos estan en conflicto porque mientras mas grande es el costo del
path principal mas pequefio es el tiempo de viaje desde el path a los demas nodos

de lared y viceversa.

En este trabajo se propone un procedimiento para detectar arcos que no
forman parte de ninguna solucibn no inferior. Se propone un modelo de
programacion lineal entera binaria para determinar soluciones no inferiores del MSPP
en forma Optima. Ademas, se resolvio el MSPP con una formulacion basada en flujo
multicommodity, con el objetivo de comparar resultados. Se presenta una red de 30
nodos y 108 arcos dirigidos para mostrar el procedimiento que se propone en este
trabajo. Se exponen también los resultados de las experiencias computacionales

realizadas.
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Capitulo 1: GENERALIDADES

1.1Introduccién

En este capitulo se explica el origen del presente Trabajo de Titulacién y se
entregan las razones por las cuales fue necesario desarrollarlo. También se dan a
conocer los objetivos de este estudio, tanto el objetivo general como los objetivos
especificos, el alcance o ambito y la metodologia que se utilizd6 para alcanzar los

objetivos propuestos.

1.20rigen del Tema

El Tema desarrollado fue propuesto por el académico del Departamento de
Ingenieria Industrial, sefior Carlos Obreque Nifiez, en respuesta a la necesidad de
realizar una investigacion acerca del problema de redes denominado en la literatura
como el Median Shortest Path Problem, que consiste en localizar un path principal
entre un nodo origen y un nodo destino de tal manera de minimizar el costo de
construccion del camino principal y las distancias desde cada nodo, que no se

encuentra en el camino principal, a un nodo que se encuentre sobre este camino.

1.3 Justificacion del Tema

El problema de estudio del presente Proyecto de Titulo, se sitia dentro del
campo de la Programacion Lineal Entera. Es importante hacer notar que el MSPP es
un problema que posee dos objetivos que estan en conflicto: por una parte considera
el objetivo de minimizar costos de construccion de un path, y por otra parte,
minimizar el tiempo (6 longitud) total de viaje requerido por la demanda cada nodo
que no esté en el path principal para alcanzar al nodo mas cercano que si se

encuentre en el path principal. Este problema entrega como solucion, un conjunto de



caminos mediante una curva de trade-off entre el costo de construccion del path
principal y los costos del usuario (accesibilidad, costos sociales, etc.) de manera que
el tomador de decision pueda elegir cual sera la ruta Optima a seguir de acuerdo a su

presupuesto.

En la Figura 1.1 se muestra el MSPP en forma gréafica, aplicado a la red de 21
Nodos de Current et al. (1987), donde el Nodo Origen es el Nodo 2 y el Nodo Destino
el 19. El path principal es denotado con flechas continuas (color rojo) mientras que
las asignaciones a los nodos que no estan en el path principal, estan marcadas con
flechas segmentadas (color azul). Los pesos sobre los arcos corresponden a las

distancias entre el par de nodos.

Nodo Destino

Path Principal
» p

Accesos del Path
Principal

Figura 1.1: Una solucion del MSPP sobre la red de 21 nodos de Current et al. (1987)

Como es usual, en los problemas multiobjetivo, no existe una unica solucion
Optima, debido a que existen objetivos en conflicto. El concepto de solucién 6ptima
es reemplazado por soluciones eficientes, o soluciones no inferiores (SNI), Labbé et

al. (1998); por lo tanto, la necesidad del estudio del MSPP radica en la aplicacion del



una o mas técnicas para la resolucibn de problemas multiobjetivo, generando

alternativas eficientes de solucion para los tomadores de decisiones.

El MSPP es aplicable en muchos problemas de disefio de redes de transporte,
especialmente en aquellos en que los costos del usuario y del operador del sistema
son factores importantes. Por ejemplo, si se desea conectar 2 grandes ciudades con
una nueva linea del metro, el costo total de las lineas del metro es un factor
importante para el operador del sistema. Por otra parte, el acceso a la nueva linea
del metro con demandas en ciudades intermedias también es un factor importante
debido a que representa un costo de los usuarios del sistema y, por lo tanto, podrian
afectar la demanda total del sistema. En algunas situaciones (proyectos sociales por
ejemplo), el objetivo principal puede ser la satisfaccion de los usuarios, medido en
términos de accesibilidad. Entonces, el MSPP podria ser utilizado para generar

configuraciones de lineas de alternativas por donde deberia pasar el metro.

Otras aplicaciones de este problema incluyen, también, problemas de
transporte tales como la localizacion de autopistas y el disefio de rutas para
aerolineas, y por otra parte, problemas de telecomunicaciones y problemas de

distribucion de fluidos.



1.4 Objetivos

1.4.1 Objetivo General

El objetivo principal del presente estudio consiste en modelar y resolver el

MSPP, utilizando Programacion Lineal Entera.

1.4.2 Objetivos Especificos

* Proponer distintos modelos matematicos para el MSPP.

» Determinar un método para resolver problemas multiobjetivo para aplicarlo al
MSPP.

* Resolver el MSPP utilizando el software AMPL (A Mathematical Programming
Language).

« Implementar y resolver el modelo propuesto aplicado a diferentes problemas

test de otros articulos de la literatura y problemas obtenidos de Internet.

1.5 Alcances y Ambito de Estudio

Este Proyecto de Titulo se sitia dentro del ambito de la investigacion
académica, con el objetivo de aplicar conocimiento en la resolucion de un problema
dificil de resolver. Especificamente, se trabajé en el campo de la modelacion y

resolucién de problemas mediante Programacion Lineal Entera.

En este estudio se considera la aplicacion de una o mas técnicas multiobjetivo

para la resolucion del MSPP aplicado a diferentes problemas test.



1.6 Metodologia

La metodologia utilizada para alcanzar los objetivos propuestos se basa en la
investigacion y el aprendizaje a través de herramientas tales como cursos dictados
por expertos, textos relacionados con el presente trabajo (textos de Investigacion de
Operaciones, Programacion Multiobjetivo, Lenguaje de Programacion Matematica
AMPL, Programacion Lineal Entera, Publicaciones Cientificas, entre otros) y sitios de

Internet. También se recurrié a entrevistas peridédicas con el profesor Guia.

Este trabajo se divide en una serie de capitulos donde los contenidos se
agrupan de acuerdo a caracteristicas similares. Cada uno de estos capitulos es

imprescindible en el logro de los objetivos propuestos.

Para el analisis del Estado del Arte del MSPP, se recurrié principalmente a
informacion existente en distintas publicaciones realizadas por investigadores en

revistas cientificas.

Para la obtencién de informacién acerca de la Investigacion de Operaciones,
sus aplicaciones y sus distintas ramas de conocimiento, se investigd en libros

clasicos y en sitios de Internet.

La descripcion del software que se utilizd (AMPL), se realizé principalmente
haciendo uso del Manual de Usuario del mismo.

Una vez realizado lo anterior se modelo y resolvio el MSPP mediante la
formulacion binaria del problema utilizando el método de planos cortantes para la
eliminacion de subtours, y mediante la formulacion basada en flujo multicommodity

con el fin de comparar los resultados obtenidos por ambas formulaciones.



Capitulo 2: LA INVESTIGACION DE OPERACIONES Y LA PROGRAMACION
LINEAL

En este capitulo se presenta una breve descripcion de la Investigacion de
Operaciones y la Programacion Lineal dando a conocer algunos datos histéricos,
definiciones fundamentales y sus aplicaciones, con el fin de mostrar el ambito de

estudio del presente Proyecto de Titulo.

2.1 La Investigacion de Operaciones

Existen varias definiciones de lo que es la Investigacion de Operaciones. Josa

(2007) propone las siguientes definiciones:

e La ciencia que estudia el modelado de sistemas probabilisticas y
deterministicos que se originan en la vida real desde un punto de vista de la
toma de decisiones Optimas.

* El estudio de como formular modelos matematicos para problemas complejos
de administracion e ingenieria y como analizarlos para tener una vision de las
posibles soluciones.

* Un enfoque cientifico para la toma de decisiones ejecutivas que consiste en:
a) el arte de modelar situaciones complejas;

b) la ciencia de desarrollar técnicas de solucién para resolver dichos modelos;

c) la capacidad de comunicar efectivamente los resultados.

2.1.1 Reseia Histérica de la Investigacion de Operaciones

El concepto de Investigacion de Operaciones nacié durante la primera guerra
mundial en Inglaterra entre los afios 1914 y 1915, cuando F.W. Lanchester intentd

tratar cuantitativamente las operaciones militares, obteniendo ecuaciones que



relacionaban el resultado de una batalla en funcién de la fuerza numérica relativa de
los combatientes y de su capacidad relativa de fuego. Lanchester model6 una
situacion que involucraba opciones estratégicas, y después prob6 ese modelo contra
la situacion real. Este procedimiento es el que los investigadores de esta ciencia han

venido practicando desde entonces, Chediak (2003).

Después de la segunda guerra mundial, las técnicas desarrolladas empezaron
a ser usadas en la planeacion de los negocios. En 1950 se organizo la Operations
Research Society of America (ORSA) y The Institute of Management Science (TIMS).
Desde la década de los 70’s las dos sociedades realizan publicaciones con trabajos y
articulos relacionados con problemas operacionales en el uso de la ciencia

administrativa y la investigacion de operaciones.

Actualmente, existen muchas situaciones de distinta naturaleza que pueden
ser representadas matematicamente por un modelo de Programacion Lineal, por

ejemplo, en finanzas, medicina, transportes, etc.

2.2 Clasificacién de los problemas de Investigacion de Operaciones

Esta clasificacion atiende mas bien al tipo de modelo donde encaja el
problema. En algunos casos se tendra que ajustar el problema con un Modelo
Deterministico, en el cual todos los datos importantes del mismo se suponen
conocidos, pero en otros, algunos de estos datos se consideran inciertos y
normalmente vienen dados por una probabilidad por lo que serd necesaria la
utilizacion de un Modelo Probabilistico. Sin embargo, existen modelos que conviene
tratar como Hibridos de estas dos categorias. En la Figura 2.1 se hace una
agrupacion aproximada, a grandes rasgos, de los diferentes tipos de problema dentro
de la categoria a la que pertenecen, Josa (2007):



Modelos de ]
Investigacidn Operativa

|
[ Deterministicos J Hibridos

l

Estocasticos

i f ~
Optimizacidn Optimizacidn Planificacidn Andlisis de
Mo Lineal Lineal de proyectos decisldn |
Meétodos Programacidn Programacicn Procesos
cldsicos Lineal Dinamica estocdsticos
N ﬁ
Métodos de Transporte ¥ Modelos de Teoria de
biisqueda asignacién inventario colas
Programacién ( Programacian
Mo Lineal | Entera y Binaria |
Problamas de
redes
Programacidn
Multicriterio

Figura 2.1: Clasificacion de la Investigacion de Operaciones

2.3 La Metodologia de la Investigacion de Operaciones

En su forma mas simple, la Investigacion de Operaciones puede considerarse
como un procedimiento que consta de cuatro pasos, tal como se muestra en la
Figura 2.2, Josa (2007):



LPasu 1

-y

Definicion del problema ﬁ
* o o
Paso 2
Modelado matematico —l
-
r
(Paso 3
Solucién del modelo | L
b + -t
Paso 4
Presentacion/implementacion resultados
r Y r

Figura 2.2: Metodologia de la Investigacion de Operaciones

Paso 1, Definicion del problema. Quizés la parte mas importante de todo el
proceso sea la definicion del problema. Una respuesta incorrecta a una
pregunta correcta no suele tener consecuencias fatales, ya que se pueden
hacer revisiones y explorar otras alternativas; sin embargo, la respuesta
correcta a una pregunta incorrecta puede ser desastrosa. Es importante que el
problema esté claramente definido antes de invertir una gran cantidad de

trabajo y energia en resolverlo.

Paso 2, Modelamiento Mateméatico. Es un procedimiento que reconoce Yy
verbaliza un problema para posteriormente cuantificarlo transformando las
expresiones verbales en expresiones matematicas. ElI modelamiento
matematico es un arte, que mejora con la practica. El proceso del modelado

matematico consta de cuatro pasos:

Identificar las variables de decision.
Identificar la funcion objetivo.

Identificar las restricciones.

P wDbdp PR

Traducir los elementos anteriores a un modelo matematico.
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» Paso 3, Resolucion del modelo. Aceptado ya el modelo matematico que mejor
describe la situacion en estudio, se aplican los algoritmos y meétodos
matematicos disefiados para su resolucion. Las etapas de resolucién del

modelo son las siguientes:

Elegir la técnica de resolucidon adecuada.

Generar las soluciones del modelo.

Comprobar/validar los resultados.

Si los resultados son inaceptables, revisar el modelo matematico.

ok~ 0N R

Realizar analisis de sensibilidad.

» Paso 4, Presentacion/Implementacion de los resultados. Este es el paso final

dentro del proceso. Los pasos de este proceso son los siguientes:

1. Preparar informes y/o presentaciones.

2. Vigilar el proceso de implementacion de los resultados.

2.4. La Programacion Lineal

En 1947, George Dantzig cre6 un método eficaz, el algoritmo Simplex, para
resolver problemas de Programacion Lineal (PL). En una encuesta de la revista
Fortune, de 500 empresas, el 85% de las que contestaron dijeron que habian
utilizado la PL, Winston (1994).

Desde su apariciéon la PL ha demostrado que es una herramienta muy efectiva
dentro de la Investigacién de Operaciones. Un factor importante en el uso de esta
técnica es el gran avance que han tenido los programas computacionales, que

permiten resolver problemas extensos de PL en muy poco tiempo.
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La Programacion Lineal (PL) es una herramienta para resolver problemas de
optimizacién que se caracterizan por tener como Funcién Objetivo y Restricciones
combinaciones lineales de las Variables de Decision. La principal ventaja radica en

gue existe un algoritmo eficiente (Simplex) para resolver este tipo de modelos.

Un problema de PL se podria representar matematicamente de la siguiente

forma, Fernandez (2000):

Optimizar  f( X, %,..., X) = GX+ GX +...+C X, (2.1)

Sujeto a las siguientes restricciones:

g( X %oy X) = A X+ 3, % ..+, X, :bj (2.2)

Donde:

G,a; Y b; son constantes conocidas, coni=1,2,...,nyj=1,2,...,. m

Ademas x, 20 paratodo,i=1, 2,...,n (2.3)

La expresion (2.1) se conoce como Funcion Objetivo. La expresion (2.2) se
conoce como las Restricciones del modelo, y (2.3) se denominan las Restricciones
de no negatividad. Las variables x; se conocen como las Variables de Decision. Los
coeficientes c¢; son los denominados coeficientes de costos; los coeficientes a; se
conocen como los Coeficientes Tecnologicos y los b; son los coeficientes de

Recursos/Requerimientos, Fernandez (2000).

Como se puede observar, todas las variables y restricciones son lineales.
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La PL es un método sencillo y poderoso en su aplicacion. La aplicacion a
nuevos tipos de problemas ha generado importantes investigaciones tedricas en esa
direccidon. Gracias al desarrollo de la tecnologia, y por ende, los computadores y
software, han surgido nuevos problemas de gran envergadura que ahora son
posibles de resolver, Chediak (2003).

2.5 La Programacion Lineal Entera

En algunas situaciones que pueden representarse con modelos lineales, se
encuentra que solo tienen sentido aquellas soluciones de la region factible en las que
todas o algunas de las variables de decisibn sean numeros enteros. Estas
situaciones pueden representarse mediante modelos matematicos ligeramente
diferentes de la programacion lineal. En este contexto, un problema de programacion
lineal entera es un problema de programacion lineal con la restriccion adicional de
gue algunas de las variables deben tomar valores enteros. Cuando todas las
variables deben tomar valores enteros, se trata de un problema de programacion
lineal entera puro, en caso contrario, se dice que es mixto. Una variable es binaria si
s6lo puede tomar los valores 0 y 1. De este modo, se tienen tres tipos de variables,
Sallan et al. (2002):

* Variables reales
* Variables enteras

* Variables binarias

La posibilidad de utilizar variables enteras o binarias amplia notablemente las
posibilidades de modelacion matematica. El precio por una mayor versatilidad de la
herramienta es el de una mayor complejidad en la resolucién del modelo. Esta

complejidad se debe a los siguientes hechos, Sallan et al. (2002):
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» Para las variables enteras del modelo, los vértices de la region factible no
tienen porqué ser numeros enteros. En consecuencia, la solucion éptima se
encontrara en el interior de la region factible, por lo que el método Simplex,
empleado de forma directa, no proporcionara la solucion 6ptima.

» A diferencia del problema con variables reales, el nimero de soluciones de un
modelo de programacion lineal es finito, por lo que podria plantearse la
posibilidad de encontrar la solucion mediante la exploracion de todas las
soluciones posibles. Sin embargo, el nUmero de soluciones a explorar para un
problema mediano puede ser muy elevado: en principio, para un problema con
n variables enteras debemos explorar 2" soluciones (excluyendo quizas

algunas descartadas por las restricciones).

Se han desarrollado metodologias que permiten explorar de manera mas
eficiente que la mera enumeracion del conjunto de soluciones posibles. Gran nimero
de estas metodologias emplean la logica del branch and bound (ramificar y acotar), y
estan incorporadas a la mayoria de programas informaticos que resuelven modelos

lineales.

2.5.1 El Algoritmo Branch and Bound

Un primer paso para solucionar un problema de programacion lineal entera es
resolver, mediante el método Simplex, el problema lineal asociado. Se trata de un
problema lineal con la misma funcion objetivo y restricciones que el modelo original,
pero al que se ha relajado la condicion de que todas o algunas de las variables de
decision sean enteras. Si la solucion asi obtenida es entera, se habra encontrado la
solucion del modelo de programacion lineal entera. En caso contrario, la solucion asi

obtenida es una primera aproximacion a la solucion del modelo, Sallan et al. (2002).
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En el procedimiento del algoritmo branch and bound se trata de ir afiadiendo
restricciones al programa lineal asociado hasta encontrar la solucién entera optima.

Para ello se procede en dos pasos: ramificacion (branch) y acotamiento (bound).

2.5.1.1 Ramificacion

Se trata de afadir restricciones al modelo que fuercen a que una de las
variables sea entera. Esto se consigue afadiendo una de estas dos restricciones
para que alguna de las variables xg; que no sea entera en la solucion obtenida hasta

el momento, Sallan et al. (2002):

- Redondeo por defecto: se impone que la variable xg; sea inferior o igual a la
parte entera del valor de esa variable en el éptimo del problema lineal xg; con

las restricciones hasta el momento. Esto equivale a afadir la restriccion:

Xi < E(Xgi) (2.4)

- Redondeo por exceso: se impone que la variable x; sea mayor o igual al entero

inmediatamente superior al valor xg;. Esto equivale a afadir la restriccion:

Xi> E(Xgi) + 1 (2.5)

En seguida, se debera proceder a resolver mediante el método Simplex dos
problemas lineales. El primero, ademas de las restricciones que pudiera tener de
etapas anteriores, llevara incorporada las restricciones de redondeo por defecto
incorporada en esta etapa. El segundo se diferenciara del primero en que incluira la

restriccion de redondeo por exceso, en vez de la de redondeo por defecto.
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2.5.1.2 Acotamiento

Al hacer la ramificacién, se encuentran dos alternativas posibles para obtener
la solucion entera. Los valores 6ptimos de la funcién objetivo Z* de cada uno de los
programas lineales resueltos en la etapa anterior seran una cota superior de las
posibles soluciones que se puedan obtener mediante posteriores ramificaciones a
partir de ese modelo. En consecuencia, so6lo tendr4 sentido continuar con el
procedimiento de ramificacién a partir del problema lineal que tenga mayor Z* de los
dos (para el problema de maximo). Siguiendo la otra ramificacion, se obtendran
soluciones enteras con valores de Z* inferiores, con toda seguridad, a los que se

obtendrian con la otra ramificacion, y por tanto suboptimos, Sallan et al, (2002).

Este hecho marca, ademas, cuando se debe detener la exploracion de
soluciones enteras: cuando el problema escogido tenga una solucion con todas las
variables enteras. Por ser el valor de la funcién objetivo una cota superior del éptimo,
cualquier otra solucion entera que se pudiera explorar seria subdptima, y por lo tanto

no vale la pena seguir explorando Sallan et al, (2002).

La solucién 6ptima del modelo de programacion entera no necesariamente es
la obtenida en la ultima etapa, sino la solucidén entera con mayor valor de funcién

objetivo de las obtenidas en el proceso.
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Capitulo 3: PROGRAMACION MULTIOBJETIVO

3.1 Formulacién del Problema General de Programacién Multiobjetivo

En esta seccién, se da a conocer la forma general de un problema de
programacion multiobjetivo. Para la realizacion de este capitulo, se utilizaron
extractos del libro “Multiobjective Programming and Planning” de Jared Cohon
(1978).

3.1.1 Formulacién del Problema

La programacion multiobjetivo trata con problemas de optimizacion con dos o
mas funciones objetivos. El problema de programacion multiobjetivo difiere de la
optimizacién clasica (un solo objetivo) s6lo en la expresion de sus respectivas
funciones objetivos. El problema general de optimizacibn multiobjetivo con n

variables de decision, m restricciones y p objetivos es:

m ZX XX F L XX 0¥ )% (X% 0% )i Zy (%0000 %) (3.1)
Sujeto a:
g X X5,....X,)< 0, i=12...m (3.2)
X; 20, j=1212...n (3.3)

Donde Z(x,%,...,x,) es la funcion multiobjetivoy Z ( )Z, ( ),....Z,( ) son las

p funciones objetivos individuales. Notar que las funciones objetivos en (3.1) no estan

sumadas, multiplicadas o combinadas de ninguna manera.
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3.1.2 No Inferioridad

En los problemas con solo un obijetivo, la finalidad de la solucién es identificar
la solucién optima: la solucion (6 soluciones) factibles que provee el mejor valor para
la funcion objetivo. Notar que cuando existen 6ptimos alternativos, el valor 6ptimo de
la funcién objetivo es Unico. Sin embargo, esta nocién de optimalidad debe ser
descartada para problemas multiobjetivo, debido a que la solucidon que maximiza un
objetivo, no maximizara, en general, cualquiera de los otros objetivos. Lo que es
Optimo en término de uno de los p objetivos es usualmente no 6ptimo para otros p-1

objetivos.

La optimalidad juega un importante rol en la solucion de problemas con un
solo objetivo. Esto permite que analistas y tomadores de decision restringir su
atencion hacia una solucién Unica o bien hacia un muy pequefio subconjunto de
soluciones del gran conjunto de soluciones factibles. Un concepto llamado No
Inferioridad servira de manera similar, pero menos limitada para el propdsito de los

problemas multiobjetivo.

La idea de no inferioridad es muy similar al concepto de dominancia. La no
inferioridad es llamada “no-dominancia” por algunos programadores matematicos,
“Eficiencia” por otros, y “Optimalidad de Pareto” por algunos economistas. En la
Tabla 3.1 se muestran tres soluciones en un problema con dos objetivos. La
alternativa C es dominada por las alternativas A y B debido a que ambas alternativas
producen mas de ambos objetivos, Z; y Z,. La solucion es dominada y por lo tanto es
llamada “inferior”. Las soluciones que no son dominadas se llaman “no inferiores”. De
este modo, por ejemplo, las alternativas A y B en la Tabla 3.1 son soluciones no

inferiores.
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Alternativa 7, 27,

A 10 11 No Inferior
B 12 10 No Inferior
C 9 8 Inferior

Tabla 3.1: Un ejemplo de no inferioridad
De una manera mas formal, la no inferioridad puede ser definida de la

siguiente manera:

“Una solucion factible para el problema de programacion multiobjetivo es no
inferior si no existe alguna solucion factible que mejore el rendimiento en un objetivo

sin causar degradacion minima en otro objetivo”, Cohon (1978).

Esta definicion es mas facil de entender graficamente. Un conjunto de
alternativas arbitrarias y factibles se muestra en la Figura 3.1. El area dentro de la
forma es factible y acotada. Notar que los ejes de éste grafico son los objetivos Z; y
Z,. El grafico se refiere al “espacio objetivo” para distinguirlo del grafico de “espacios
de solucidn”. El area factible en la Figura 3.1 se llama la region factible dentro del

espacio objetivo.

I

Regidn Factible en el
Espacio Ohjetiva

™
>

i
Figura 3.1: Interpretacion grafica de no inferioridad para una region factible arbitraria

en el espacio objetivo
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La definicion de no inferioridad puede ser utilizada para encontrar soluciones
no inferiores en la Figura 3.1. Primero, todas las soluciones interiores deben ser
inferiores para que siempre se pueda encontrar una solucion factible que mejore el
rendimiento en ambos objetivos simultaneamente. Considerar que el punto C en la
Figura 3.1 es una solucion inferior. La alternativa B entrega mas Z; sin decrecer la
cantidad de Z,. En forma similar, D entrega mas Z, sin decrecer Z;. De hecho,
cualquier alternativa en el area achurada hacia el nor-oeste de C, domina a la

alternativa C.

3.2 Clasificacién de Métodos de Programacion Multiobjetivo

La base para la clasificacion es el rol del analista en el proceso de
planeamiento el que esta implicado cuando alguna técnica es usada. Después que
las técnicas se categorizan, la aplicabilidad de los métodos se discute en variados
contextos de tomas de decisiones, requerimientos computacionales son evaluados, y

la evaluaciéon de los métodos es considerada.

3.2.1 Una Categorizacion de Técnicas

Las caracteristicas del proceso de toma de decisiones son los flujos de
informacion en el proceso y el contexto de la toma de decisiones. Los flujos de
informacion son importantes, debido a que ellos determinan el rol que el analista
debe jugar en el proceso de planeamiento. El contexto de toma de decisiones define

el objetivo de andlisis.

Se consideraran dos tipos de flujos de informacion: desde el tomador de
decisiones al analista (“top-down”) y desde el analista al tomador de decisiones
(“bottom-up”). En el primer caso, el flujo desde el tomador de decisiones ocurre

cuando éste especificamente articula preferencias de soluciones que deberian ser
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identificadas. El analista, en el segundo caso, tiene los resultados acerca del

conjunto de soluciones no inferiores.

El contexto del tomador de decisiones es especificar las preferencias para el
analisis del problema. La configuracién anterior es proyectada para incluir aquellas
situaciones en las que existe un Unico tomador de decisiones, o bien, un grupo de
tomadores de decisiones que comparten similares objetivos y preferencias, quiénes

deberan tomar una decision acerca del problema con varios objetivos en conflicto.

El rango de métodos analiticos se segmenta en tres categorias, dependiendo
de las preferencias de la toma de decisiones, para las que ellas son las mas
convenientes en los flujos de informacion que su uso requiere. Las categorias son
técnicas de generacién, métodos que incorporan preferencias y métodos de toma de
decision multiples. La Figura 3.2 explica las relaciones entre los métodos:

Contexto de la toma de decisiones

_— T

Unico tomador de decisiones o Resolucién de Conflicto
grupo de decision

Métodos de toma de
decisiones multiple

Métodos de solucién

multiobjetivo
Flujo de informacién Flujo de informacién
“Bottom-up” “Top-down”
Generacion Técnicas que incorporan
de técnicas preferencias

Figura 3.2: Relaciones entre las categorias de los métodos
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3.3 Técnicas para Generar Soluciones No Inferiores

En esta seccion se presentan algunos métodos para generar soluciones no

inferiores desde un modelo de formulacion multiobjetivo.

Los analistas estan forzados a concentrar sus esfuerzos en la formulacion y
evaluacion de alternativas, y cuando los resultados son reportados, ellos necesitan
no recomendar sélo una alternativa. Los analistas, por cierto, deben buscar por ellos
mismos una posicion considerablemente defendible y cdmoda, mostrando un buen

rango de alternativas.

Una virtud adicional que puede ser exigida para generar aproximaciones, es
su relativa generalidad hacia los procesos de decision. Ellos pueden ser usados en
procesos caracterizados por varios tomadores de decision, por relativamente
inaccesibles tomadores de decision, o por la incertidumbre en lo que se refiere a

quiénes son los tomadores de decision.

La mayor debilidad de la generacion de métodos es la sensibilidad del nimero
de objetivos. Varios objetivos (usualmente mas de tres) causan dos problemas: alta
carga computacional y la complejidad de los resultados mostrados.

3.3.1 El Método de los Pesos

Ponderar los objetivos para obtener soluciones no inferiores es la técnica mas
antigua de solucion multiobjetivo. EI método sigue directamente de las condiciones
de no inferioridad desarrolladas por los investigadores Kuhn and Tucker.

Suponer, por ejemplo, que se tiene un problema de localizacion de una
estacion de bomberos que tiene dos objetivos: maximizar el valor de propiedad de la

instalacion (medido en pesos) dentro de S kildbmetros y maximizar la poblaciéon dentro
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de S kilometros de la instalacion. Los objetivos del valor de propiedad y la poblacion
serian llamados Z; y Z,, respectivamente. Los dos objetivos estan en conflicto ya que
las areas comerciales son caracterizadas por un alto valor de propiedad y bajas
poblaciones, mientras que las areas residenciales poseen mas personas y menor
valor de propiedad. Dado que la estacion de bomberos no puede ser localizada en
toda el area dentro de S kilometros, los valores maximos de Z; y Z, no puede ser

obtenidos simultdneamente. La funcion objetivo del problema es:

Maximizar Z = [Z; , Z5] (3.4)

Ahora, si alguien estuviera dispuesto a articular un juicio de valor en el que
una persona tiene un valor de w pesos, entonces el problema multiobjetivo podria ser
reducido a un problema con un solo objetivo. La especificacion de w, el que es
llamado peso en el objetivo Z, (poblacién), es equivalente a la identificacion de un

deseable trade-off entre Z; y Z,. La ecuacion (2.11) puede ser rescrita como:

Maximizar Z(w) = Z; + w Z, (3.5)

Notar que ahora la funcidn objetivo tiene una sola dimension y es denotada
por Z(w), lo que implica la dependencia de una nueva funcion objetivo en el valor del

peso w.

3.3.2 El Método de las Restricciones

El método de las restricciones es probablemente la técnica de generacion mas
atractiva e intuitiva. Esta opera a través de la optimizacion de un objetivo mientras

todos los otros son constantes con algun valor.

En el problema de la localizacion de una estacibn de bomberos, suponer

ahora que en lugar de articular un peso de la poblacién, los tomadores de decision
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establecen una restriccion, en la que el minimo de personas L puede estar en los S

kilbmetros de la instalacién. Entonces el modelo matematico restringido es:

Maximizar Zn (x ,X,,...,X) (3.6)

Sujeto a:

Zi (%, %, X,) 2Lk
K=1,2,..,h-1,h+1,1,...,p (3.7)

3.3.3 El Método de Estimacion de Conjuntos No Inferiores (NISE)

El método NISE (Noninferior Set Estimation) fue desarrollado por Cohon et al.
(1978) para converger rapidamente en una buena aproximacion del conjunto de

soluciones no inferiores.

El método NISE es desarrollado para problemas con dos objetivos. Se asume
qgue la region factible es un conjunto convexo y que las funciones objetivo son

lineales.

El método NISE opera a través de la blusqueda de un nimero de puntos
extremos no inferiores y la evaluacion de las propiedades de los segmentos de linea
entre ellos. Suponer que dos puntos extremos no inferiores han sido encontrados;
entonces el segmento de linea entre ellos es factible y puede o no ser no inferior. Si
el segmento de linea es no inferior, entonces cualquier movimiento fuera de la linea
es infactible. Si el segmento de linea es inferior, entonces hay puntos no inferiores en

direccién exterior.



El modelo matematico asociado al método NISE es el siguiente:

;i;i+1) — %(s)_ ZZ(S|+1)

X ) Z, (XX
25 -z(5) 32U 2 00m)

Maximizar Z §,,...X,,

Donde:
S es el punto no inferior con el mayor valor de Z».
Si+1 es el punto no inferior con el menor valor de Z,.

24

(3.8)
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Capitulo 4: MODELOS DE REDES

En el presente capitulo se presentan algunas definiciones basicas de los
modelos de redes y sus aplicaciones. También se exponen dos problemas clasicos

de redes: el Minimum Spanning Tree y el Problema de la Ruta méas Corta.

4.1 Introduccion

Un problema de redes puede ser visualizado practicamente en los siguientes

casos:

- Disefio de una tuberia de agua, que es conectada de diferentes fuentes y que
debe abastecer a una ciudad.

- Determinacién de la ruta mas corta entre dos ciudades, considerando los
caminos existentes.

- Determinacién de flujo de costo minimo de campos petroliferos a refinerias y

finalmente a centros de distribucion.

Un problema de redes, por lo general, posee un gran numero de variables y
restricciones, lo que permite el desarrollo de algoritmos altamente eficientes, que en

muchos casos estan basados en la teoria de la programacion lineal.

4.2 Definiciones de Redes

Una red consta de un conjunto de nodos conectados por arcos. Asociado a
cada arco se tiene un flujo de algun tipo. La notacién estandar para describir una red
G es G = (N, A), donde N es el conjunto de nodos y A el conjunto de arcos. En
general, el flujo de un arco esta limitado por su capacidad que puede ser finita 0

infinita. Se dice que un arco esta dirigido si permite un flujo positivo en una direccion,
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y cero flujo en la direccion opuesta. Una red dirigida es una red con todos sus arcos
dirigidos, Taha (1998).

En la Figura 4.1 se muestra una pequeia red de 7 nodos y 10 arcos que se

describe como:

N=1{1,2 3,4,5,6,7}
A={(1,2),(1,3), (2, 3),(2,5), (3,4), (4,6), (5 4), (5 6), (5 7), (6, 7)}

2 » 5
—J

Figura 4.1: Red de 7 nodos y 10 arcos dirigidos

Un path o camino es una secuencia de arcos que conectan dos nodos sin
considerar la orientacion de los arcos individuales. Un path forma un ciclo si conecta

un nodo consigo mismo.

4.3 Minimum Spanning Tree Problem (Problema del Arbol de Extension Minima)

El problema Minimum Spanning Tree (MST) consiste en encontrar las
conexiones mas “eficientes” entre todos los nodos a la red, las que no deben incluir

ningun ciclo.

En la Figura 4.2 se muestra mediante un grafo el MST libre de subtours,
donde el punto de partida (raiz) es el nodo 1.
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Figura 4.2: El Minimum Spanning Tree

El MST se puede modelar matematicamente de la siguiente forma:

Variables de Decisién:

X% ; =[1, silaruta pasa por el arco (i, j),

0, si no.

Funcion Objetivo:

Minimizar Z= ¢, X, (4.1)

(i, NOA

Restricciones:

dx =21 (4.2)
JON:(r, j)OA

> %=1 Oj ON\{r} (4.3)
JON:(i, HOA

> %, s|9-1 O0SUN (4.4)
(i, )OADS, Os

Donde:
N: conjunto de nodos de la red

A: conjunto de arcos de la red
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S: conjunto de nodos de la red, subconjunto de N.
r : nodo raiz del MST

cij costos de los arcos (i,)).

La restriccion (4.2) asegura que exista al menos un arco que salga desde el
nodo raiz (r) hacia todos los demas nodos del arbol. Por otra parte, el conjunto de
restricciones (4.3) sefala que a todos los nodos de la red les debe llegar un arco,

exceptuando al nodo raiz,

El conjunto de restricciones (4.4) elimina los ciclos que puedan aparecer en el
MST.

4.4 El Problema de la Ruta Mas Corta

Este problema tiene que ver con la determinacion de los arcos conectados en
una red de transporte que constituyen, en conjunto, la distancia mas corta entre un

origen y un destino conocidos.

El problema de la ruta méas corta puede ser modelado de la siguiente forma:

Minimizar Z = Z‘?M,j (4.5)
@i, ))OA
Sujeto a:
2% =1 (4.6)
IN(s, DA
D%, =1 4.7)
iON:(i,)0A
2% DX =0 Oj ON, j #5, t (4.8)

iONSG, JOA KON ], K)OA

x ;= (01) 06, OA (4.9)
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Donde:

s: nodo origen.

t: nodo término.

N: conjunto de nodos de la red.
A: conjunto de arcos de la red.

G, ; -costo de construccion (o distancia) del arco que conecta el nodo i con el nodo j.

La funcidon objetivo (4.5) minimiza la suma de todos los costos de los arcos
que estan en la ruta. Las restricciones (4.6) y (4.7) aseguran que el nodo origen y el
nodo destino estén presentes en el problema de la ruta mas corta. El conjunto de
restricciones (4.8) es un balance de flujo, donde todo el flujo que entre a un nodo,
debe ser igual al flujo que sale de un nodo, exceptuando los nodos de origen y
destino. Finalmente, el conjunto de restricciones (4.9) declara que todas las variables

Xij son binarias.
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Capitulo 5: AMPL: A MATHEMATICAL PROGRAMMING LANGUAGE

En este capitulo se describe una sintesis del lenguaje AMPL, sus requisitos y

potencialidades.

5.1 Introduccion

La programacion matematica de alto nivel involucra mucho mas que solo
maximizar o minimizar una funcidén objetivo sujeta a ciertas restricciones. Antes de
qgue cualquier algoritmo de optimizacion pueda ser aplicado, se debe formular el
modelo subyacente y generar las estructuras computacionales requeridas de datos,
Fourer et al. (1990).

Existen muchas diferencias entre la forma en que los modeladores entienden
un problema y en la que los algoritmos resuelven dicho problema. La “traduccion”
confiable desde la “forma del modelador” a la “forma del algoritmo” es

frecuentemente un esfuerzo considerable.

En una aproximacion tradicional a la “traduccion”, el trabajo se divide entre el
trabajo humano y el computacional. Primero, hay una persona quien entiende la
“forma del modelador” y escribe un programa computacional que representara las
estructuras de datos requeridas. Entonces el computador compila y ejecuta el
programa para crear la “forma del algoritmo”. Este arreglo es muy costoso y
propenso a errores. Este programa debe ser depurado por un modelador humano, el
que debe revisar si la salida del algoritmo es significativa para las personas que la

van a leer.

En el caso especial de la programacion lineal, la mayor parte de las formas de

los algoritmos es la representacion de los coeficientes de las restricciones en
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matrices. Un programa computacional produce una representacion compacta de los

coeficientes que se llaman al generador de matrices.

Muchas de las dificultades de la traduccion del lenguaje del modelador al
lenguaje algoritmico pueden ser circunscritas con el uso de un lenguaje de
modelacion para la programacion matemética. Un lenguaje de modelacion se disefia
para expresar el lenguaje del modelador en una via que puede servir como una
entrada directa a un sistema computacional. Entonces la traduccién del lenguaje
algoritmico puede ser reconocida enteramente por un computador, sin una etapa
intermedia de programacion. Implementaciones como GAMS y MGG estuvieron en
proceso en los 70’s, y el desarrollo de las implementaciones se ha incrementado en

los ultimos afios, Fourer et al. (1990).

5.2 El Lenguaje AMPL

AMPL es un programa computacional desarrollado en Bell Labs por R. Fourer,
D.M. Gay y B.W. Kernighan en el afio 1985. Este software permite que el usuario
utilice un lenguaje algebraico para plantear y resolver modelos de optimizacion,
mientras que el computador de manera interna, se comunica con el solver que

corresponda.

AMPL es una interfaz entre el usuario y el solver desarrollada para ser
utilizada en ambiente Unix, DOS. AMPL proporciona una interfaz sencilla que permite
llevar de manera relativamente directa problemas de programacion matematica al

computador para poder resolverlos usando diferentes solvers (CPLEX, MINOS, etc.).

AMPL es un producto comercial, pero se puede utilizar una version estudiantil

de AMPL que est4 disponible en forma gratuita en Internet (www.ampl.com) para uso

académico. La version estudiantil de AMPL tiene un limite de 300 variables y 300

restricciones, mientras que la version profesional no tiene limites en el nUmero de
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variables y restricciones, quedando limitado a la capacidad del computador donde
esté instalado.

Los siguientes pasos describen el proceso para resolver un problema de

optimizacién en AMPL.:

Plantear el modelo del problema a resolver, variables de decision, funcion

objetivo, restricciones.

- Generalizar el modelo, de tal forma de resumir el maximo de expresiones en
un nimero minimo de lineas de cédigo.

- Implementar el modelo en lenguaje AMPL.

- Especificar los datos que definen al problema particular.

- Solucionar el problema, indicandole a AMPL el algoritmo de resolucion del
problema y la forma de presentacion de los resultados.

- Analisis de resultados.

- Ajustar el modelo y datos si es necesario repetir el analisis.

Una de las ventajas de AMPL por sobre otros programas similares, es que la
notacion utilizada para definir expresiones matematicas es muy parecida a la

notacion algebraica estandar.

En la Figura 5.1 se muestra el funcionamiento del lenguaje AMPL. Para
comenzar, AMPL necesita un modelo de programaciéon matematica, el que describe
variables, objetivos y restricciones referidos a datos especificos. AMPL trabaja como
un compilador: el modelo y la entrada son puestos en una forma intermediaria la cual
puede ser leida por un solver. El solver busca una solucién 6ptima para el problema
a través de la lectura del archivo intermediario producido por AMPL y aplicando el
algoritmo apropiado. El solver entrega la solucion como un archivo de texto, el cual

puede ser visto directamente, Holmes (1992).
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Figura 5.1: Funcionamiento de AMPL, Holmes (1992).

5.3 Entorno AMPL para MSDOS

AMPL para MSDOS, opera a través de una linea de comandos, en la cual se

introducen las instrucciones linea a linea.

Desde el sistema operativo se puede acceder a este entorno llamando al

programa: Ampl.exe y aparece la ventana de la Figura 5.2.
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ampl: model ejemplo.mod;

ampl: data ejemplo.dat;

ampl: option solver cplex;

ampl: solve;

CPLEX 2.0: optimal solution; objective 75
1 iterations (0 in phase I)

ampl: display x;

x [#] :=

1 0

2 12.%
E |

ampl:

Figura 5.2: Entorno de comandos de AMPL para MSDOS

Sin embargo, este entorno de comandos de AMPL no tiene facilidades para
editar el modelo o los datos, o leer y escribir datos de/a un fichero fuente externo,
para ello se debe apoyar en cualquier editor de cédigo ASCII (por ejemplo el Bloc de

Notas de Windows).

5.4 Resolucion de Problemas en AMPL Plus

Cuando un programa de resolucion esta trabajando en optimizar un problema,
lee un fichero de problema generado por AMPL vy, cuando finaliza, escribe un fichero
de solucion el cual es leido por el procesador del lenguaje AMPL. Los valores
solucién para las variables de decisidbn son usadas para actualizar el resto de los
valores en el problema, tales como los valores calculados de la funcidn objetivo y de
las restricciones. Todos estos valores se pueden visualizar bien con ayuda de los
comandos estandar de AMPL (display en la ventana de comandos de AMPL Plus) o
a través de las ventanas de visualizacién del modelo de AMPL Plus, Luque (2000).

Los modos mas habituales de resolver problemas de optimizacion con AMPL

Plus son:
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1. Se le pide a AMPL usando el menu Run, que construya por un lado el fichero
del modelo (submenu: Build Model ), luego el fichero de datos (submenda:
Build Data ), y a continuacion si no hubo ningan error, llamar al optimizador

(submenu: Solve Problem ).

2. Se puede crear un proyecto indicando quién es el fichero del modelo
(extension .mod) el fichero de datos (extension .dat) y fichero de lotes

(extension .run) donde se indican algunas opciones y salidas particulares.

3. Otra forma es crear un fichero por lotes (extensién .run) que contenga todos
los comandos necesarios para leer el modelo, leer los datos y otros comandos
del lenguaje AMPL y ejecutarlo desde la ventana de comandos (por ejemplo:
C:\AMPL\ AMPL EJEMPLO1.RUN ).
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Capitulo 6: EL MEDIAN SHORTEST PATH PROBLEM (MSPP)

En el presente capitulo se presenta, por una parte, una breve revision
bibliografica del MSPP, y por otra parte, se presenta la formulacion del MSPP
utilizando dos modelos: formulacion mediante programacion lineal entera binaria y

formulacion basada en flujo multicommodity.

6.1 Revision Bibliografica

A partir de los afios 80’s, ha existido un creciente interés por el uso de
técnicas multiobjetivo para el disefio de redes de transporte. Hansen (1980) y Martins
(1984) formularon versiones multiobjetivo para el problema de la ruta mas corta.
Estos investigadores plantearon variados problemas bi-criterio, los que estaban
basados sobre la distancia total de la ruta y las distancias individuales de los arcos.
Estas formulaciones son interesantes y Utiles en algunos casos, pero ninguna de
ellas considera la accesibilidad a la ruta principal desde cualquier nodo con un

objetivo implicito o explicito, Current et al. (1987).

La distancia total recorrida por los nodos demandantes para alcanzar el path
principal fue usada como un objetivo por Halder y Majumder (1981) en un modelo
para determinar la mejor separacion de estaciones de una linea del metro. En su
modelo, sin embargo, se asume que el path principal es dado, considerando que el

disefio del path principal es la funcion principal del MSPP.

Los unicos modelos que consideraban trade-offs entre la longitud del path
principal y la accesibilidad al path principal eran el problema de cobertura més corta y
el problema de cobertura méaxima. El criterio de costo de estas dos formulaciones es
idéntico al MSPP; sin embargo, los criterios de accesibilidad son diferentes. En estas

formulaciones, la accesibilidad se mide en términos de la distancia maxima cubierta.
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Los autores, en Current et al. (1986), fueron los primeros en formular y
resolver el MSPP. Estos autores disefiaron un algoritmo con el que encontraron un
conjunto de soluciones no inferiores para el MSPP. El conjunto de soluciones no
inferiores se ve reflejado en una curva de trade-off entre el costo de construccién del
path principal y la accesibilidad al path principal. El algoritmo creado por estos
investigadores es una buena técnica de solucibn del MSPP para problemas
pequefios. En esos afios se discutia acerca de la complejidad computacional de este
tipo de problemas, y se presentaban soluciones algoritmicas para los problemas

planteados.

Current y Schilling (1994), propusieron un procedimiento heuristico para
resolver el MSPP generando buenas aproximaciones dentro de la frontera eficiente

de resolucion.

Labbé et al. (1998), complementan el estudio de Mesa y Boffey (1996), y
estudian el MSPP bajo los criterios de minimizar costos y maximizar la accesibilidad
al path principal, asignandoles una ponderacion a cada criterio segin su importancia
relativa. Ellos proponen formulaciones de programacion entera para los problemas

dentro de las redes, y tratan de incluir la complejidad de todos los casos analizados.

Wang et al. (2002), estudian el MSPP bajo la condicion de que algunas
instalaciones ya estan localizadas. Las instalaciones pueden ser localizadas en
cualquier subconjunto de vértices. Cotas superiores e inferiores se proponen para

modelos discretos y continuos.

Avella et al. (2005), introducen una formulacidbn mas ajustada, basada en una
nueva familia de desigualdades validas, llamadas Lifted Subtour Inequalities
(Desigualdades de Ciclos Elevados). Para las Lifted Subtour Inequalities proponen
un algoritmo de separacion polinomial. Entonces introducen mas familias de
desigualdades derivadas de la investigacién en relacion al Problema del Vendedor
Viajero Asimétrico. Esos resultados se usan para desarrollar un algoritmo Branch and
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Cut que permite resolver problemas tamafio mediano en menos de 2 horas de

procesamiento computacional.

Prasad y Nepal (2005) proponen un algoritmo alternativo para resolver el
MSPP. El algoritmo esta basado en el etiquetado de cada nodo en términos de
multiples objetivos, el que elimina ciclos, infactibilidad y paths dominados-extremos.
La salida de este algoritmo es un conjunto de Pareto de paths 6ptimos con origen y
destino predeterminados. Este algoritmo identifica el conjunto de soluciones no
inferiores dejando la dltima palabra a los tomadores de decisién. Finalmente
demuestran mediante un analisis de sensibilidad la eficiencia y las ventajas del

algoritmo propuesto en términos de tiempos de ejecucion computacional.

Lari et al. (2007) consideran dos metaheuristicas de busqueda local: Tabu
Search (TS) y Old Bachelor Acceptance (OBA). Estas investigadoras proponen un

analisis comparativo de los desempefios de los dos procedimientos.

6.2 Formulaciéon Matemaéatica del MSPP

La formulacion del MSPP considera los siguientes supuestos:

* La demanda existe sélo en los nodos y debe ser satisfecha.

» El costo de accesibilidad es calculado por la suma de todas las demandas de
los nodos que no estan en el path principal multiplicada por la distancia mas
corta de viaje hacia el nodo mas cercano que se encuentre en el path
principal.

» Elflujo alo largo de todos los arcos es no-capacitado.

* No existe el efecto congestion.

* Todos los costos de los arcos son no negativos.

* Las demandas y los costos son deterministicos.
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La formulacibn matematica del MSPP puede desarrollarse desde estas 2
perspectivas:

- Formulacion mediante Programacion Lineal Entera Binaria . Esta
formulacién es la que se utilizé para resolver el MSPP en el presente proyecto
de titulo.

- Formulacion mediante Flujo Multicommodity (Multibien). Esta formulacion
se utilizé para comparar los resultados obtenidos con la formulacién binaria
del MSPP.

Para ambas formulaciones se utilizé la siguiente notacion:

Parametros:

N : Conjunto de nodos

NxN: Conjunto de arcos tal que i #j
A: Conjunto de arcos

D : Demanda en el nodo |

Costo de construccion de un arco que conecta el nodo i con el nodo j
Distancia (o tiempo de viaje) por la ruta mas corta desde el nodo i al nodo j

Nodo Origen
Nodo Destino
Subconjunto no vacio de N

| Cardinalidad del conjunto Q

QO =



6.2.1 Formulacion del MSPP mediante Programacion Lineal Entera Binaria

Variables de Decision

_[1 sielarcg,i )j estéenel path principal
%710 sino

y = {1 si alnodo jseleasignaelnodoiquesstéenel path principal
710 sino

El Modelo de Programacion Lineal Entera

MinimizarZ = (Z,,2,)

Sujeto a:
sz,j =1
ON(s, )OA
D%, =1
iON:(i, t)0A
X DX =0 OjON: j#s;t
iON(i, j)OA KIN:( j,k)OA
Mx + >y, =1 OjON: j#st
JON:G,)OA  JON:(i, j)ONXN
Y~ D.%;<O O(, )ONxXN:izst j£s
FON:(h,i)OA
> %, <IQ|-1 OQUN:QE2
i0Q,jOQ:(i, j)OA
X ; = (03) da.j))oA
yi; = O O(i, ) ONxN
Donde:
Z = ZQ,JXJ
@i, ))OA

Z,= 2. DT,v,

JON:(i, )ONXN
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(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)
(6.9)

(6.10)

(6.11)
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Las variables de decision en la formulacion del MSPP son x;; e yi;. Si el arco
(i,) esta sobre el path principal, que conecta al nodo origen con el nodo destino,
entonces, X;;= 1, de otra forma, x;; = 0. Si el nodo j no esta en el path, entonces, éste
debe ser asignado a algun nodo i que esta sobre el path principal. Si el nodo i es

asignado al nodo j entonces, y;;j=1, de otra maneray;; = 0.

La funcion objetivo (6.1) representan las funciones objetivos involucradas en el
problema. En las ecuaciones (6.10) y (6.11) se detallan ambas funciones objetivos,
siendo Z; el costo total de construccién del path principal, y Z, el costo total de
accesibilidad para llegar hacia los nodos que no estan en el path principal.

Las restricciones (6.2) y (6.3), aseguran que el nodo origen y el nodo destino
estén presentes en el MSPP. EIl conjunto de restricciones (6.4) corresponde al
balance de flujo y asegura que si entra un arco a un nodo j en el MSPP, entonces un
arco saldra desde el nodo j, a menos que el nodo j sea el nodo origen o el nodo
destino. El conjunto de restricciones (6.5) establece que todos los nodos deben ser

cubiertos ya sea por el path principal o por una variable de asignacion.

El conjunto de restricciones (6.6) sefiala que ningun nodo i puede realizar una

asignacion a un nodo j, cuando el nodo i no esté presente en el path principal.

El conjunto de restricciones (6.7) elimina los subtours indeseados que puedan
aparecer en el MSPP, por consiguiente, asegura un path simple desde s a t.

Los conjuntos de restricciones (6.8) y (6.9) declaran que las variables xi; e yi;

son hinarias.

Si se consideran solamente los conjuntos de restricciones (6.2), (6.3) y (6.4)
se podra obtener la formulacion del problema de la ruta mas corta. Existen varios
algoritmos extremadamente eficientes para resolver dicho problema. Los conjuntos

de restricciones (6.5) y (6.6), sin embargo, impiden su aplicacion directa al MSPP.
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El caracter combinatorial que tiene este problema y las restricciones de
balance de flujo influyen en la aparicidon de subtours con variables primarias. Por lo
tanto, el conjunto de restricciones (6.7) es necesario para prevenir que los subtours
aparezcan. Sin embargo, el conjunto de restricciones (6.7) puede ser
extremadamente grande ya que contiene alrededor de 2™ restricciones para quebrar

los subtours.

Debido al gran tamafio de estas restricciones y el gran nimero de variables
binarias requeridas por el conjunto de restricciones (6.8) y (6.9) se resolvio el MSPP
considerando sélo algunas restricciones del conjunto de restricciones (6.7), segun

comenzaron a aparecer los subtours en el proceso iterativo.

6.2.2 Formulacion mediante Flujo Multicommodity del MSPP

La formulacién presentada en la seccion anterior requiere de un numero
exponencial de restricciones para eliminar los subtours. La forma usual de resolver
estos modelos consiste en comenzar resolviendo utilizando un ndmero reducido de
restricciones y a medida que van apareciendo los subtours se incluyen las

restricciones que los eliminan.

A continuacion se presenta una formulacion diferente que incorpora en el
mismo modelo todas las restricciones que permiten eliminar los subtours. Cuando las
soluciones (las variables) son binarias la presencia de uno o mas subtours implica
que se obtiene un grafo desconectado, de modo que la idea de esta formulacion es
precisamente obtener una solucion cuyo grafo asociado esté completamente

conectado.

La formulacion basada en flujo multicommodity (multibien) consiste en enviar
una unidad de flujo desde el nodo origen hacia cada uno de los restantes nodos de la

red.
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La idea es la siguiente, para cada nodo k se quiere tener una ruta que
comienza en el nodo origen y termina en el nodo k. Esto asegura que siempre se

tenga conectividad total.

Variables:

« = 1 sielarcq,i)j estéenel path principal
" 10 sino

y = {1 si alnodo jseleasignaelnodoiquesstéenel path principal
710 sino

f, fj es el flujo que pasa por el arco (i, j) en direccién al nodo k.

Formulacién Matematica:

MinimizarZ = (Z,,Z,) (6.12)
Sujeto a:
> %, =1 (6.13)
EN:(s, j)OA
Z)(i’t =1 (6.14)
iON:(i,H)OA
dXi= D%, =0 OjON: j£st (6.15)
iON:(i, j)OA HOIN:( j,hOA
dx+ Dy =1 DjON: j#st (6.16)
iON:(@i, j)OA iON:(i, )ONXN
> =1 OkO N: k# st (6.17)
FIN(s j)ONXN
> fhi=1 OkO N: k# st (6.18)
ON:(i, )ONxXN
df= >t OO0 N 7 st kIN:k#s (6.19)
iON:izk t N hzs
<X, +y, OkON:kzst:;(i, )OA:izk (6.20)

f <y, O kO N: kz s t;(i, J)ONXN\VA:izk (6.21)
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%,; =0} . j)oA (6.22)

y.; =01 (i, )ONxN (6.23)

f =0 OkO N#s,t,(i, J)ONXN:i zk (6.24)

Donde:

Z1 = Zq] X | (6.25)
(i, )OA

Z, = Z DT,V (6.26)
JON:(i, )ONXN

Las funciones objetivos del MSPP se resumen en la expresion (6.12) y se

especifican en las expresiones (6.25) y (6.26). Notar que no es necesario que la

variable fif‘j este presente en la funcion objetivo de esta formulacion de flujo

multicommodity.

Las restricciones (6.13) y (6.14) aseguran que exista un arco tanto en el nodo

origen como en el nodo destino.

Por otra parte, el conjunto de restricciones (6.15) asegura que si entra un arco
a un nodo j, entonces un arco saldra desde el nodo j, a menos que el nodo | sea el

nodo de inicio o el nodo de término.

El conjunto de restricciones (6.16) requiere que cada nodo esté dentro del
path principal o bien que exista una asignacion hacia un nodo que no esté dentro del

path principal.

La restriccidn (6.17) asegura que exista una unidad de flujo que salga desde el
nodo origen hacia el nodo k. Por su parte, la restriccion (6.18), asegura que al nodo

destino le llegue una unidad de flujo.
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El conjunto de restricciones (6.19) corresponde al balance de flujos para cada
una de las k rutas, en donde el flujo que entra a los arcos (i, j) en direccion al nodo Kk,

debe ser igual al flujo de los nodos salientes de los arcos (i, j) en direccion al nodo k.

La restriccion (6.20) asegura que el flujo que pasa por el arco (i, k) en
direccion al nodo k, sea menor o igual, al total de las variables utilizadas para

construir el path principal y las asignaciones respectivas.

Las restriccion (6.21) asegura que la cantidad de variables utilizadas por los
flujos que pasan por los arcos (i,j) en direccidén al nodo k, sea menor a la cantidad de

variables utilizadas en las asignaciones respectivas.

Finalmente, las restricciones (6.22), (6.23) y (6.24) seifalan la naturaleza de
las variables de decision. La restricciones (6.22) y (6.23) indican que tanto las

variables de decisiénx ; e y,;son binarias; la restriccion (6.24) significa que la

variable de decision f, fj €s no negativa y continua.
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Capitulo 7: RESOLUCION DEL MEDIAN SHORTEST PATH PROBLEM

En este capitulo se resuelve el MSPP con el fin de exponer el procedimiento
completo de obtencion de las diferentes soluciones del problema. EI MSPP se
resolvio mediante las dos formulaciones planteadas en el capitulo 6 para comparar la
efectividad de ambas formulaciones. Para resolver el MSPP mediante la formulacion
binaria, se plantea un algoritmo de planos cortantes para la eliminacién de subtours y

la obtencién de soluciones no inferiores.

7.1 Ejemplo de Aplicacion del MSPP

Para mostrar el procedimiento que se propone en este trabajo para encontrar
soluciones no inferiores en forma Optima del MSPP, se considera una red de 30
nodos y 108 arcos dirigidos. Posteriormente se muestran los resultados y

estadisticas al aplicar el MSPP a problemas test de mayor tamafo.

7.1.1 Datos del Modelo

En la Tabla 7.1 se muestran todos los arcos de la red y sus respectivos costos
C(i, j). Notar que C(i,j) = C(j,i) para todos los arcos (i,j).



a7

iArcoj (i) ,iArcoj i) ;Arcoj (i) IArcoj i)
1 3 12 1 2| 10 1 4 9 2 4 6
2 5 11 2 6 8 3 4 14 3 13| 7
3 14 10 4 5] 16 4 12| 18 4 13| 17
5 6 14 5 7] 15 5 11| 13 5 12| 20
6 7 3 6 8 4 7 8 5 7 10| 18
7 11 20 8 9] 15 8 10| 19 9 10| 20
9 26 18 9 27| 19 10 11| 25 10 25| 16
10 26 12 11 12| 14 11 23 2 11 24| 3
11 25 13 12 13| 25 12 18| 21 12 23| 15
13 14 15 13 15| 23 13 18| 20 14 15| 21
15 16 19 15 18| 13 16 17 2 16 18| 23
16 19 18 17 19| 17 17 20| 28 18 19| 25
18 23 24 19 20| 27 19 22| 25 19 23| 30
20 21 14 20 22| 16 21 22 5 21 29| 3
21 30 2 22 23| 13 22 24| 12 22 29| 4
23 24 2 24 25| 11 24 29| 14 25 26| 5
25 29 12 26 27| 3 26 28 5 26 29| 8
27 28 4 28 29| 3 28 30 2 29 30| 2

Tabla 7.1: Costos C(i, j) de los arcos de la red de 30 nodos

En la Figura 7.1 se muestra una red de 30 nodos, con los arcos que conectan
los nodos y sus respectivos costos C(i,j). Dado que los costos son simétricos, en la
figura se muestran los arcos dirigidos en ambas direcciones, sin sefialar la direccion

de cada arco.
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Figura 7.1: Red de 30 Nodos y 108 Arcos dirigidos

En la Tabla 7.2 se listan las demandas D(j) de cada nodo. Las demandas
fueron generadas aleatoriamente con el software AMPL a partir de la distribucion
Uniforme, con un nimero de “semilla” igual a 11213 (nimero primo), y dentro del
intervalo [1000, 600000]. En el Anexo A se muestra el algoritmo que genera nimeros
aleatorios implementado en lenguaje AMPL.



Nodo D(i) Nodo D(i) Nodo D(i)
1 491340 11 229730 21 305012
2 469047 12 38868 22 296130
3 292460 13 517553 23 484874
4 387197 14 59833 24 96947
5 184327 15 478037 25 198798
6 468441 16 275332 26 376854
7 254994 17 485852 27 339875
8 500316 18 338755 28 138695
9 145695 19 86799 29 466581
10 358888 20 32313 30 106749

Tabla 7.2: Demandas de cada nodo para la red de 30 nodos, generadas

aleatoriamente.
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La Tabla 7.2 muestra la matriz de distancias minimas entre todos los pares de

nodos. Esta tabla se genero6 con el software AMPL y se deriva de la Tabla 7.1. En el

Anexo B se detalla el algoritmo de generacion de la matriz de rutas mas cortas.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
1 .10 12 9 21 18 21 22 37 39 34 27 19 22 42 61 63 39 64 65 54 49 36 37 47 51 54 54 51 53
2110 . 20 6 11 8 11 12 27 29 24 24 23 30 46 65 67 43 56 55 44 39 26 27 37 41 44 44 41 43
3|12 20 . 14 30 28 31 32 47 49 43 32 7 10 30 49 51 27 52 74 63 58 45 46 56 61 64 63 60 62
419 6 14 16 14 17 18 33 35 29 18 17 24 40 59 61 37 61 60 49 44 31 32 42 47 50 49 46 48
5121 11 30 16 14 15 18 33 33 13 20 33 40 52 62 62 39 45 44 33 28 15 16 26 31 34 33 30 32
6|18 8 28 14 14 . 3 4 19 21 23 32 31 3 54 72 72 49 55 54 42 38 25 26 36 33 36 38 40 40
7121 11 31 17 15 3 . 5 20 18 20 34 34 41 57 69 69 46 52 51 39 3B 22 23 3 30 33 3 37 37
8122 12 32 18 18 4 5 . 15 19 25 36 35 42 58 74 74 51 57 54 40 40 27 28 35 31 34 36 39 38
9|37 27 47 33 33 19 20 15 . 20 36 50 50 57 73 71 69 60 55 41 27 30 36 34 23 18 19 23 26 25
10139 29 49 35 33 21 18 19 20 . 25 39 52 59 64 65 63 51 49 3B 21 24 27 27 16 12 15 17 20 19
11134 24 43 29 13 23 20 25 36 25 . 14 39 53 39 49 49 26 32 31 20 15 2 3 13 18 21 20 17 19
12127 24 32 18 20 32 34 36 50 39 14 . 25 40 34 44 46 21 45 44 33 28 15 17 27 32 35 34 31 33
13119 23 7 17 33 31 34 35 50 52 39 25 . 15 23 42 44 20 45 69 58 53 40 42 52 57 60 59 56 58
14122 30 10 24 40 38 41 42 57 59 53 40 15 . 21 40 42 34 58 70 73 68 55 56 66 71 74 73 70 72
15|42 46 30 40 52 54 57 58 73 64 39 34 23 21 . 9 21 18 37 49 5 50 37 39 50 55 58 5 53 55
16|61 65 49 59 62 72 69 74 71 65 49 44 42 40 19 . 2 23 18 30 44 43 47 49 58 53 52 48 47 46
17163 67 51 61 62 72 69 74 69 63 49 46 44 42 21 2 25 17 28 42 42 47 49 56 51 50 46 45 44
18139 43 27 37 39 49 46 51 60 51 26 21 20 34 13 23 25 . 25 52 42 37 24 26 37 42 45 43 40 42
19|64 56 52 61 45 55 52 57 55 49 32 45 45 58 37 18 17 25 27 3 25 30 32 41 37 36 32 29 31
20165 55 74 60 44 54 51 54 41 35 31 44 69 70 49 30 28 52 27 . 14 16 29 28 28 23 22 18 17 16
21|54 44 63 49 33 42 39 40 27 21 20 33 58 73 55 44 42 42 30 14 . 5 18 17 14 9 8 4 3 2
22149 39 58 44 28 38 35 40 30 24 15 28 53 68 50 43 42 37 25 16 5 . 13 12 16 12 11 7 4 6
23|13 26 45 31 15 25 22 27 36 27 2 15 40 55 37 47 47 24 30 29 18 13 . 2 13 18 21 19 16 18
24137 27 46 32 16 26 23 28 34 27 3 17 42 56 39 49 49 26 32 28 17 12 2 . 1 16 19 17 14 16
25147 37 56 42 26 36 33 35 23 16 13 27 52 66 50 58 56 37 41 28 14 16 13 11 . 5 8 10 12 12
26|51 41 61 47 31 33 30 31 18 12 18 32 57 71 55 53 51 42 37 23 9 12 18 16 5 . 3 5 8 7
27|54 44 64 50 34 36 33 34 19 15 21 35 60 74 58 52 50 45 36 22 8 1 21 19 8 3 . 4 7 6
28|54 44 63 49 33 38 35 36 23 17 20 34 59 73 56 48 46 43 32 18 4 7 19 17 10 5 4 . 3 2
29|51 41 60 46 30 40 37 39 26 20 17 31 56 70 53 47 45 40 29 17 3 4 16 14 12 8 7 3 . 2
30|53 43 62 48 32 40 37 38 25 19 19 33 58 72 55 46 44 42 31 16 2 6 18 16 12 7 6 2 2 .

Tabla 7.3: Matriz de Distancias Minimas para la red de 30 nodos
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7.1.2 Aparicion y Eliminacion de Subtours en el MSPP utilizando el Método de
Planos Cortantes

La formulacién binaria del MSPP sin el conjunto de restricciones (6.7) provoca
que se produzcan subtours en la red, los que derivan en soluciones infactibles. En
este estudio se utiliza el método de planos cortantes para eliminar los subtours y

encontrar soluciones no inferiores en forma optima.

En la Figura 7.2 se muestra la solucion obtenida en una iteracion intermedia
realizada para obtener una solucion no inferior. En esta figura se observan

claramente los diferentes subtours que aparecen en la red de 30 nodos:

Nodo Origen

Arcos Primarios

Arcos Secundarios

Figura 7.2: Aparicion de subtours en el MSPP
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Todos los arcos marcados con una flecha en la Figura 7.2, ya sea con una
linea continua (color rojo) o linea segmentada (color azul), estdn asociadas con las
variables primarias y secundarias, respectivamente, que tienen valor uno en la
solucion correspondiente a una iteracion intermedia. Un caso particular se observa
en la asignacion (30,20) y (30,21). La asignacion (30,20) es directa y sigue el camino
mas corto para llegar al nodo 20, por lo que debe pasar por el nodo 21. Sin embargo,
esta asignacion no significa, en ningun caso, que el nodo 21 realice una asignacion
al nodo 20.

Ademas, en la Figura 7.2 se identifican tres grandes conjuntos aislados que
contienen nodos que estan conectados por arcos primarios 0 por arcos secundarios.
El conjunto A contiene los nodos que conforman el path que une al nodo origen con
el nodo destino (path origen-destino) y los nodos que son asignados a este tramo.
Este conjunto se considera un subtour pues, a pesar de no contener ningun ciclo, no
contiene a todos los nodos de la red. Los conjuntos B y C contienen nodos que estan
conectados por arcos primarios y por arcos secundarios. Estos conjuntos seran
llamados Subtours Maximales. Cada uno de estos subtours maximales posee ciclos
formados por nodos primarios, los que seran denominados Subtours Minimales. La
Figura 7.2 presenta dos subtours minimales, formados por los nodos 3y 23, y por los
nodos 26, 28, 29 y 30.

Notar que siempre es posible encontrar un conjunto que contenga al nodo
origen y al nodo destino debido a las restricciones de balance de flujo (6.4) y dado
que se resuelve el problema binario, por ejemplo, el conjunto A. Si este conjunto

contiene todos los nodos de la red, entonces se ha encontrado la solucion éptima.

En la primera etapa de eliminacion de subtours, se eliminan los subtours

minimales mediante el conjunto de restricciones (6.7), esto es:

%, <lQ|-1 CQON:QE2 (6.7)

i0Q,jmQ:(i, HOA
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Con el propésito de tener conectividad en una solucion del MSPP, cada
conjunto aislado de nodos (un subtour maximal) induce una restriccion que corta esta
solucion. La idea es identificar este conjunto de nodos y generar una restriccion que
obligue a que debe ingresarse un arco a este conjunto, primario o secundario, desde
el conjunto exterior de nodos (su complemento, B¢ y C® en la Figura 7.2). Se hace
notar que un subtour maximal es un conjunto de nodos que no contiene al nodo
origen, al nodo destino, ningun nodo del path que los une y ningliin nodo conectado
por un arco secundario. Denotando por SY al conjunto de nodos aislados, la

desigualdad valida que se utiliza para obtener conectividad es la siguiente:

Yx; + DOy, =l 0 SY] N stISY (7.1)

OSY¥, OSY:(i,j)DA @DS¥, gSY

De igual manera, el conjunto de nodos formado por el nodo origen, nodo
destino, nodos sobre el path que une a estos dos nodos y todos los nodos que son
conectados por un arco secundario también inducen a una restriccion que corta esta
solucion. Ahora, la idea es identificar este conjunto de nodos y construir una
restriccion que obligue a que debe salir un arco, primario o secundario, desde este

conjunto hacia el exterior para obtener conectividad.

Denotando por SP al conjunto de estos nodos, la restriccion que se utiliza

tiene la siguiente forma:

Sx, + Yy, =21 0 SRl N stOSP (7.2)

OSP, jOSPC:(i,j)DA  DSP [OSF°
Ejemplo:

e SY: Subconjunto no vacio de N. Este subconjunto esta conformado por nodos

asociados a los subtours minimales. En la Figura 1, existen dos conjuntos SY.
SY, ={31314 y Sy, ={ 10202122252627282930}
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SP: Subconjunto no vacio de N. Este subconjunto esta conformado por los

nodos del path origen-destino, y sus asignaciones respectivas. En la Figura 1

el conjunto SP contiene los siguientes nodos:
={SP 124567,8911121415161718192324}

Mediante el uso de las restricciones (6.7), (7.1) y (7.2) se logra romper con los

subtours de la iteracion de la Figura 7.2. La iteracion siguiente se muestra en la

Figura 7.3:

\‘\4'\10% Origen
3
» (22

15

Nodo Destino

Figura 7.3: Efecto de la aplicacion del método de planos cortantes

En la iteracion de la Figura 7.3 se muestra el efecto de introducir en el modelo

las restricciones (6.7), (7.1) y (7.2). Se observa que desde el conjunto A (subtour

formado por el path origen-destino) de la Figura 7.2, sali6 el arco primario (1,2) hacia

el conjunto B, con lo que de esa forma se logro la conectividad entre estos dos
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conjuntos. También se deduce que al conjunto C fue ingresado el arco secundario
(17,20) desde el conjunto A.

Los subtours minimales que se formaron en la iteracion mostrada en la Figura
7.2 entre los nodos 3 y 13, 26, 28, 19 y 30, fueron eliminados con el conjunto de
restricciones (6.7).

También se observa en la Figura 7.3, aparecen nuevos subtours, los que
deberan ser eliminados de manera analoga al procedimiento descrito anteriormente,
a través de la aplicacién de restricciones que “quiebren” los subtours que aparezcan
en las diferentes iteraciones. El procedimiento iterativo continuara hasta que se no

aparezcan mas subtours en la solucion y, por lo tanto, se obtenga la solucion optima.

7.1.3 Eliminacion de Arcos Secundarios

Con el objetivo de mejorar el proceso de busqueda de soluciones para el
MSPP, se presenta un procedimiento para eliminar algunos arcos secundarios que
no formaran parte de ninguna solucién no inferior. La eliminacion de tales arcos
secundarios permite reducir considerablemente el tamafio del problema a resolver y

en consecuencia reducir los tiempos de proceso.

El procedimiento consiste en establecer un radio de busqueda de nodos
candidatos, con la condicion de que la distancia mas corta desde un nodo j a un nodo
i, sea menor o igual al valor de la ruta mas corta entre el nodo origen y el nodo i y al
valor de la ruta mas corta entre el nodo i y el nodo destino. Esto es, se elimina el arco

(i,)) si se verifica la siguiente desigualdad:

d(,j)=min{d(s,i),d(,t)} (7.3)
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Donde, d(a,b) es el valor de la ruta mas corta entre el nodo a y el nodo b.

Luego, cuando se verifica la desigualdad el arco (i,j) se elimina pues siempre sera

mas conveniente asignar el nodo i al nodo origen o al nodo destino.

10 8
« -— - - -“ 4
- w 3‘ ~ . Nodo Origen

11 14 ~ o
12 ’ 9 6 N N 15 \ e
5

. 16 M: AN

. 28
Nodo Destino @

Figura 7.4: Eliminacién de Arcos Secundarios para el MSPP

En la Figura 7.4 se muestran graficamente todos los arcos secundarios

candidatos a ser asignados al nodo 1. En la Tabla 7.4 se presentan explicitamente

todos los arcos secundarios candidatos y sus respectivas distancias minimas que se

dirigen hacia el nodo 1:

Arco

(2,1)

3.1)

(4,1)

(5.1)

(6,1)

(7,1)

(8,1)

(13,1)

(14,1)

RMC

10

12

9

21

18

21

22

19

22

Tabla 7.4: Arcos Secundarios Candidatos
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El valor de la distancia minima entre el nodo origen y el nodo 1 es 22, mientras
gue el valor de la distancia minima entre el nodo destino y el nodo 1 es 63. Entonces
el procedimiento elige el minimo valor entre estas dos distancias minimas (en este
caso 22), y cualquier arco secundario que se dirija hacia el nodo 1, debe tener una
distancia minima menor para poder ser un arco secundario candidato, tal como se
observa en la Tabla 7.4. En la Figura 7.4 el path principal pasa por el nodo origen,
excluyendo todos los demas nodos del radio de arcos candidatos, por lo tanto la
asignacion que se realiza va desde el nodo 8 al nodo 1. Si no se hiciera este
procedimiento, todos los arcos que pueden llegar el nodo 1 serian arcos secundarios
candidatos para estar en la solucion éptima.

El total de arcos secundarios de la red de 30 nodos es de 812 arcos, mientras
qgue al utilizar el procedimiento de eliminacién de arcos, la red quedd con un total de
278 arcos secundarios candidatos, con una reduccion de un 65,5%, lo que favorece

al proceso de busqueda, y por lo tanto, hace mas rapido el proceso iterativo.

7.2 Busqueda de las Soluciones No Inferiores del MSPP

En el conjunto de soluciones no inferiores del MSPP, existen dos soluciones
que son fundamentales y a la vez, son las mas faciles de encontrar. el Path
Hamiltoniano (PH) y la Ruta Mas Corta (RMC). Estas dos soluciones son “extremas”
ya que, por una parte, el path Hamiltoniano representa la alternativa menos costosa
que pasa por todos los nodos, y por otra parte, la ruta mas corta es la alternativa
menos costosa para construir el path principal, pero es a la vez la mas costosa en
términos de accesibilidad. Ademas, a partir de estas dos soluciones no inferiores
extremas, se puede obtener un conjunto aproximado de soluciones no inferiores a

través del método NISE.
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A continuacidon se presenta la metodologia utilizada para obtener el path
Hamiltoniano, la ruta mas corta, y como, a partir de estas dos soluciones no
inferiores extremas, se obtuvo un conjunto de soluciones no inferiores (a traves del
método NISE) que van a conformar la curva de trade-off entre el costo total del path
principal y la accesibilidad a éste path. Ademas, se propone una metodologia para
encontrar soluciones no inferiores que no fueron encontradas por el método NISE,

dentro de un intervalo relevante para el tomador de decisiones.

7.2.1 Obtencion del Path Hamiltoniano

El path Hamiltoniano corresponde a la solucibn menos costosa que pasa por
todos los nodos, y es a la vez la solucidn mas costosa desde el punto de vista de la
construccion del path principal, ya que en ésta solucidon, no existen costos de
accesibilidad. Por ejemplo, si se tratara de construir una linea del metro, y los nodos
fueran ciudades, entonces la linea del metro pasaria por todas las ciudades, lo que
claramente implicaria un costo muy alto para el operador del sistema. En la Figura

7.5 se presenta el path Hamiltoniano en la red de 30 nodos:
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Ndo Origen
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19

12 8
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Nodo Destino 28 @ e Path Principal

14 ->

Figura 7.5: El Path Hamiltoniano para la red de 30 nodos

El PH fue generado con el método de las restricciones (capitulo 3), en donde

el costo de accesibilidad fue considerado como una restriccion con valor constante

igual a 0, debido a que en este caso, se restringe el problema al hecho de que no

existan costos de accesibilidad al path principal. Por otra parte, la funcion objetivo del

MSPP corresponde al costo de construcciéon del path principal, y al ser Unica, se

puede resolver como si fuera un problema de un solo objetivo, mediante el método

Simplex. Las expresiones matematicas utilizadas fueron las siguientes:

Minimizar ~ Z = Y G, X (7.4)

(i, DA

Suietoa:  Z,= > DTy, <0 (7.5)

(i, DONXN

(6.2) - (6.9)
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En la generacion del PH aparecieron subtours, los que fueron eliminados
utilizando el método de planos cortantes, visto en la seccién 7.1.2. En total se

eliminaron 19 subtours.

Al resolver el problema, el costo de accesibilidad es igual a 0 (Z; = 0), en tanto
que el costo de construccion del path principal resulta ser Z; = 300. Se puede

observar claramente que el path principal recorre todos los nodos de la red.

7.2.2 Obtencion de la Ruta Mas Corta

La Ruta Mas Corta (RMC) corresponde a la opcion menos costosa desde el
punto de vista de la construccion del path principal, sin embargo es la opcién mas
costosa en términos de accesibilidad. El operador que construya la linea del metro
minimizara sus costos de construccion, pero las distancias que deberan recorrer los
usuarios del metro seran muy grandes; en este caso los costos sociales serian muy
elevados. En la Figura 7.6 se muestra la ruta mas corta del MSPP para la red de 30

nodos.
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« — — — -
Ndo Origen

Path Principal
» p

Nodo Destino Accesos del Path

Principal

Figura 7.6: Ruta Mas Corta para la red de 30 nodos

La RMC, al igual que el PH, fue obtenida con el método de las restricciones
(capitulo 3), en donde el costo de construccion del path principal fue considerado
como una restriccion con valor constante igual a 74 (valor obtenido de la matriz de
distancias minimas de la Tabla 7.3), debido a que, en este caso, se restringe el
problema al hecho de que no existan costos de accesibilidad a partir del path
principal. Por otra parte, la funcion objetivo del MSPP corresponde al costo total de
accesibilidad al path principal, y al ser Unica, se puede resolver como si fuera un
problema de un solo objetivo, mediante el método Simplex. Las expresiones

matematicas utilizadas fueron las siguientes:
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Minimizar ~ Z,= > DT,V (7.6)
JON:(i, )ONxXN
Sujetoa:  Z = D G,%; <74 (7.7)
(i, H)OA
(6.2) - (6.9)

El costo total de construccion del path principal de la ruta mas corta es Z; =74,
y el costo de accesibilidad es de Z, = 121820272.

7.2.3 Obtencion de las Soluciones No Inferiores y la Curva de Trade—Off

A partir de la obtencién de los costos de construccion y accesibilidad tanto del
path Hamiltoniano como de la ruta mas corta, se da inicio a la busqueda de un
conjunto aproximado de soluciones no inferiores del problema. En la Figura 7.7 se
grafican las dos soluciones extremas del MSPP, las que son no inferiores. El PH
corresponde al punto (Z3, Z,) = (300, 0). Por otra parte, la RMC es el punto (Z;, Z,) =
(74,121820272).

120000 -| L 4
100000
© 80000
S
S
—

* 60000 -
N
N

40000 1

20000 +

0 T T T T T T T T T T T T T T T —

50 65 80 95 110 125 140 155 170 185 200 215 230 245 260 275 290 305
Z1

Figura 7.7: Grafico del Path Hamiltoniano (PH) y la Ruta Mas Corta (RMC)
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Para obtener un conjunto aproximado de soluciones no inferiores se recurrio al

método NISE, cuyos fundamentos tedricos fueron dados a conocer en el Capitulo 3.

7.2.4 Aplicacion del Método NISE para obtener Soluciones No Inferiores

El método NISE maximiza cada objetivo individualmente, los que pertenecen a
dos puntos en el espacio objetivo. La pendiente que conecta esos dos puntos se usa

para obtener pesos para el problema ponderado.

El proceso del uso de los pesos en el problema ponderado se basa en la
pendiente de la linea segmentada que conecta los dos puntos adyacentes S; y Si+1

en la aproximacion actual. La pendiente tiene la siguiente expresion matematica:

NG RFACH (7.8)
2(5.)- 4(S)

Para el ejemplo demostrativo, se obtiene la pendiente reemplazando los

valores obtenidos con el path Hamiltoniano y la ruta mas corta:

1218202720
30C-74

=539027.75

En el grafico (Figura 7.8) la linea segmentada corresponde a la pendiente

entre estos dos puntos.
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Figura 7.8: Pendiente de la recta obtenida con la solucion del PH y de la RMC

Con esta pendiente, se obtiene el valor del peso que sera utilizado para la

generacion de una solucion no inferior.

Del Capitulo 3 se puede obtener la siguiente expresidon matematica que servira

para la obtencion de una nueva solucién no inferior:

P (O REACH
2(8.0- 2(S)

Maximizar Z ,,...X,

Z (%X ) Z, (X, e0X,) (3.8)

Reemplazando la ecuacion (3.8) en el MSPP, se obtiene la siguiente

expresion matematica:

MinimizarZ = P- > g %, + > . DT,V (7.9)

(i, oA JON:(i, HONXN

Por lo tanto, con esta nueva funcién objetivo Unica se puede resolver el MSPP
como un problema de programacion lineal con un solo objetivo, y por consiguiente,

obtener una nueva solucion no inferior, la que se ve graficada en la Figura 7.9:



64

140000 ~

1
120000 {4
NS
\\\\\\
\\ \\
100000 NN
N ~
Y ~
AN ~\\
o s ~.
© 80000 - S So
o S S
— . S
. N S
Y ~
N i N AN
q 60000 . -~
AY \\
Y \\
\\ \\\
40000 1 i ~s
N ~
Y \\
\\\ \\\\
20000 -| N3 AN
N ~
.—____ AN
__________ .o 2
————— ~
0 T T T T ===
50 100 150 200 250 300
Z1

Figura 7.9: Obtencion de una Solucion No Inferior a partir del PHy la RMC

En la Figura 7.9 se observa que el punto (Zi, Z;) = (155, 18532272)
corresponde la solucién no inferior. Idéntico procedimiento se realiza para obtener las
siguientes soluciones, en el que se trazan nuevas pendientes para buscar soluciones
no inferiores entre los puntos (74, 121820272) y (155, 18532272), y entre los puntos
(155, 18532272) y (300, 0).

A continuacion (Figura 7.10) se muestra una nueva solucion no inferior,
obtenida entre los puntos (74, 121820272) y (155, 18532272).



65

140000 -

1
120000 {4
\\\\\
\\\ RS
\\\\ \\\
100000 | NN
M \\ \\
\ ~
\\ \\\ \\\
o ~
S 80000 - KNEAN ~.
o \ AN ‘\\
— \\ \\ \\\
AN 60000 - R . AR
N \.\ \\ S
4 '~ N S
\\\ \\ \\\
~ N ~
40000 oM RN
\\ \\ \\\
\\\\\ \\\
NSO\ ~
20000 - RN ..
- ___ o
e SL2
------ ~
0 | | | | ===
50 100 150 200 250 300
Z1

Figura 7.10: Obtencién de la una nueva Solucion No Inferior

En la Figura 7.10 la nueva solucién no inferior se encuentra en el punto (Z,
Z,) = (93, 72376375). De forma analoga se trazan nuevas pendientes entre la nueva
solucion no inferior obtenida y las anteriores, esto es entre (74, 121820272) y (93,
72376375), y entre los puntos (93, 72376375) y (155, 18532272). De esta forma se
tendran nuevas soluciones hasta que entre dos puntos no existan mas soluciones, y
en cuyo caso, el método NISE elegira uno de los dos puntos como soluciéon no

inferior.

El método NISE utiliza los dos puntos extremos (path Hamiltoniano, PH y ruta
mas corta, RMC) para comenzar la busqueda del conjunto aproximado de soluciones
no inferiores. Posteriormente el método NISE busca los intervalos en donde podrian

estar las soluciones no inferiores a traves del calculo de pendientes.

A continuacién se muestran las soluciones no inferiores obtenidas al utilizar el
método NISE.
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7.3 Soluciones No Inferiores para la red de 30 nodos

En la Tabla 7.5 se muestran las 20 soluciones no inferiores obtenidas

utilizando el método NISE:

Solucion No Costo de Costo de
Inferior Construccién (Z1) Asignacion (Z2)
N°1 74 121820272

N°2 300 0
N°3 155 18532272
N°4 93 72376375
N°5 78 96540600
N°6 76 101988675
N°7 105 59813631
N°8 149 22977535
N°9 183 6249862
N°10 179 7118406
N°11 164 13845403
N°12 161 15383538
N°13 162 14865028
N°14 169 11522221
N°15 182 6443756
N°16 244 1594864
N°17 217 3070447
N°18 192 5255872
N°19 257 996534
N°20 278 452382

Tabla 7.5: Soluciones No Inferiores encontradas con el método NISE

En la Figura 7.12, el grafico muestra la curva de trade-off entre el costo total
de construccién del path principal (Z;) versus el costo total de asignacién (Z;) para
las 20 soluciones no inferiores de la red de 30 nodos.
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Figura 7.11: Representacion Gréfica del Conjunto de Soluciones No Inferiores

De la Figura 7.11 se desprende informacién importante y fundamental en el
proceso de decision, ya que con esta curva de trade-off el tomador de decisiones
tiene un abanico de posibilidades para poder elegir la mejor alternativa segun su
presupuesto. El tomador de decisiones es quien finalmente determina que beneficios

se pueden obtener al escoger una alternativa por sobre otra.

A continuacién, en las Figuras 7.12 y 7.13 se presentan dos representaciones
graficas de las soluciones no inferiores N°4 y N°7 de la red de 30 nodos

respectivamente.
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7.3.1 Solucion No-Inferior N°4

La Figura 7.12 muestra la solucién no inferior N°4 obtenida por el método

NISE:
Z1=93;Z,=72376375
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Figura 7.12: Solucién 6ptima de la Solucion No Inferior N°4

El costo de construccion del path principal en la solucién no inferior N°4 es de
93, mientras que el costo de accesibilidad del path principal es de 72376375. Para
encontrar esta solucion, el algoritmo de planos cortantes elimind los subtours que
aparecieron en el proceso iterativo mediante 39 cortes (restricciones) y 80
iteraciones. El tiempo total de CPU de las iteraciones del algoritmo fue de 340.031

segundos.
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7.3.2 Solucion No Inferior N°7

A modo de ilustrar de mejor manera la obtencion de soluciones no inferiores, a

continuacion se muestra la solucion no inferior N°7 (Figura 7.13).

Z, = 105; Z, = 59813631
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Figura 7.13: Solucion No Inferior N°7

El costo de construccion del path principal en la solucién no inferior N°7 es de
105, mientras que el costo de accesibilidad del path principal es de 59813631. El
algoritmo de planos cortantes realizé 106 cortes (restricciones) y 138 iteraciones para
obtener esta solucion no inferior libre de subtours. El tiempo total de proceso de CPU

de las iteraciones del algoritmo fue de 3770.83 segundos.
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7.3.3 Seleccidon de Soluciones No Inferiores

Es importante hacer notar que en el conjunto aproximado de SNI generado por
el método NISE, no todas las SNI encontradas son muy relevantes. Por ejemplo, la
SNI N°19, es una solucion casi extrema y practicamente no tiene costos de
accesibilidad. Lo que interesa finalmente para el tomador de decisiones, es tener un
conjunto aproximado de SNI en que se consideren soluciones no inferiores claves,
tales como el path Hamiltoniano, la ruta mas corta, la solucion intermedia entre estas

dos SNI, y las soluciones adyacentes a la solucion intermedia.

En la Figura 7.14 se muestra un método de busqueda de SNI, en que se

toman solo algunas SNI de las encontradas por el método NISE de la Figura 7.11.
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Figura 7.14: Seleccion de Soluciones No Inferiores para el MSPP
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En este conjunto reducido de 10 SNI, primero se consideraron las dos
soluciones extremas del intervalo (RMC y PH). Luego se seleccioné la SNI N°19
(192, 5255872) que es la solucidén intermedia entre estos dos puntos extremos.
Posteriormente, se eligio la SNI N°8 (149, 22977535), que es aproximadamente la
solucién intermedia entre la SNI N°19 y la SNI N°2. Este procedimiento continla
hasta evaluar un cierto nimero de intervalos, obteniendo un numero reducido de
SNI.

Por otra parte, es posible que el método NISE no encuentre todas las SNI. En
tal caso se puede aplicar el método de las restricciones para obtener otras SNI que
se encuentren dentro del intervalo definido por dos soluciones obtenidas con el
meétodo NISE, Cohon (1978). En la Figura 7.14 se observa que entre las SNI N°7 y
N°8, existe un intervalo en que el método NISE no encontr6 més SNI. Sin embargo,
es posible encontrar otras SNI en dicho intervalo. Por ejemplo, en este rango se

puede aplicar una de las siguientes restricciones (en forma independiente):

Z =) 6,;%,;<120
(i, DDA

Z= Y g,x, <135 (710
i, DDA

Z =) 6,;%,;<110
(- DDA

Por su parte, la funcion objetivo del MSPP estaria conformada solamente por
los costos de accesibilidad:

Minimizar  Z,= ) DT,V (7.12)

(i, )ONXN
Sujeto a:
(6.2) — (6.9)
(7.10)
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Utilizando las restricciones (7.10), cada una por separada, entre las SNI N7 y

N8 se obtuvieron las tres SNI que se detallan en la tabla 7.6 y se muestran

graficamente en la Figura 7.15.

Solucién No Costo de Costo de
Inferior Construccion (Z1) | Asignacion (Z2)
N°7 105 59813,631
N°8 149 22977,535
N°21 110 55970434
N°22 120 48658344
N°23 135 41175493

Tabla 7.6: Busqueda de tres SNI en un intervalo mediante el Método de las
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Figura 7.15: Busqueda de tres SNI en un intervalo mediante el Método de las

Restricciones

Este proceso de busqueda puede continuar si el tomador de decisiones lo

requiere. El finalmente debe decidir cuanto va a gastar en construir el path principal,

segln su presupuesto.
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7.4 Experiencias Computacionales para la red de 30 nodos

En esta secciobn se exponen los resultados de las experiencias
computacionales que se realizaron con la red de 30 nodos, considerando que los
nodos de origen y destino son 8 y 17 respectivamente. Primero se muestran los
tiempos de CPU del MSPP resuelto mediante la formulaciéon binaria (6.1.1),
considerando con y sin eliminacibn de arcos secundarios. Posteriormente se
exponen los tiempos de CPU del MSPP resuelto mediante la formulacién basada en
flujo multicommodity (6.1.2), so6lo con eliminacion de arcos secundarios. Finalmente

se muestra una tabla comparativa de ambos tiempos de CPU

7.4.1 Experimento 1: Obtencion de SNI sin reduccion de arcos secundarios

En el primer experimento, se aplicaron las restricciones de eliminacion de
subtour (6.7), (7.1) y (7,2) las que quiebran todos los subtours que aparecen en el
proceso iterativo. En este experimento no se considerd la eliminacion de arcos
secundarios. En la Tabla 7.7 se muestran los resultados de esta experiencia

computacional:

SNI Z1 Z2 Restricciones | Iteraciones | Subtours TCPU
N°1 74 121820272 353 1 0 0.04688
N°2 300 0 77 6 23 0.10938
N°3 155 18532272 1073 66 720 945.84966
N°4 93 72376375 1112 80 39 495.31878
N°5 78 96540600 1112 81 0 16.036903
N°6 76 101988675 1112 82 0 2.402415
N°7 105 |59813631 1268 138 156 3544.0151
N°8 149 | 22977535 1280 144 12 576.7357
N°9 183 6249862 1286 149 6 601.44626
N°10 179 7118406 1286 150 0 12.604881
N°11 164 13845403 1286 151 0 27.502976
N°12 161 15383538 1286 152 0 36.769436
N°13 162 14865028 1286 154 0 59.405181
N°14 169 11522221 1286 157 0 58.047972
N°15 182 6443756 1286 160 0 22.339344
N°16 244 1594864 1291 164 5 2.028013
N°17 217 3070447 1291 165 0 0.218401
N°18 192 5255872 1291 166 0 0.312002
N°19 257 996534 1291 170 0 0.717605
N°20 278 452382 1291 172 0 0.312002

Tabla 7.7: Resultados del Experimento 1
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Por su parte, en la Figura 7.16 se muestran los tiempos de CPU de las SNI

encontradas:
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Figura 7.16: Tiempos de CPU de las SNI en el Experimento 1

El tiempo total de CPU para este experimento fue de 6402.22 segundos. Se
observa que en las SNI N33 y N, se registraron lo s mayores tiempos de CPU.
Observar en la sexta columna Tabla 7.7 que en las SNI N3 y N7 se registré un
namero considerable de Subtours en el proceso iterativo. Notar que en todas las
soluciones obtenidas después de la SNI N7 se utilizan las mismas restricciones de

eliminacién de subtours obtenidas previamente.

7.4.2 Experimento 2: Obtencion de SNI con reduccion de arcos secundarios

Con el objetivo de mejorar el proceso de busqueda de las SNI, y por ende los
tiempos de CPU, se efectud un segundo experimento, que consistio en realizar una
“limpieza” de arcos secundarios que nunca van a estar presentes en ninguna
solucion no inferior. En la Tabla 7.8 se muestran los resultados obtenidos en el

experimento 2:



SNI Z1 72 Restricciones | Iteraciones | Subtours TCPU
N°1 74 (121820272 353 1 0 0.04688
N°2 300 0 77 6 23 0.10938
N°3 155 18532272 584 66 231 565.89063
N°4 93 72376375 623 80 39 340.03125
N°5 78 96540600 623 81 0 8.64063
N°6 76 101988675 623 82 0 1.6875
N°7 105 |59813631 729 138 106 3770.82813
N°8 149 |22977535 791 144 62 433.01563
N°9 183 6249862 797 149 6 0.125
N°10 179 7118406 797 150 0 6.0625
N°11 164 |13845403 797 151 0 12.609375
N°12 161 |15383538 797 152 0 15.03125
N°13 162 |14865028 797 154 0 29.71875
N°14 169 |11522221 797 157 0 39.34375
N°15 182 6443756 797 160 0 22.9375
N°16 244 1594864 802 164 5 1.46875
N°17 217 3070447 802 165 0 0.10938
N°18 192 5255872 802 166 0 0.15625
N°19 257 996534 802 170 0 0.453125
N°20 278 452382 802 172 0 0.1875

Tabla 7.8: Resultados del Experimento 2

75

En la Figura 7.17 se exponen los tiempos de CPU en funcion del nUmero de

las SNI encontradas:
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Figura 7.17: Tiempos de CPU de las SNI en el Experimento 2
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En este experimento, el tiempo total de CPU para obtener las 20 soluciones no
inferiores fue de 5248.45 segundos. En comparacion a los resultados obtenidos con
el experimento 2, se produce una disminucion en los tiempos de busqueda de las
SNI aproximadamente en un 18%. Ademas se observa en la Tabla 7.8 que el nimero
de restricciones de eliminacién de subtours utilizadas en este experimento fue

notoriamente menor en comparacion con el experimento 1.

En la Tabla 7.8, al igual que en la Tabla 7.7, se observa que en todas las
soluciones obtenidas después de la SNI N8 se utilizan las mismas restricciones de
determinadas previamente. Esto explica que los tiempos de CPU a partir de la SNI

N8 sean considerablemente menores.

7.4.3 Experimento 3: Obtencién de SNI mediante la Formulacion Basada en
Flujo Multicommodity

Con el objetivo de comparar los resultados obtenidos mediante la formulacion
binaria del MSPP, se realizaron experimentos con la formulacién mediante flujo
multicommodity. En este caso se utiliza se utiliza el mismo método propuesto por
Cohon (1978) para encontrar las SNI. En el Anexo D, se muestra el modelo y el
algoritmo de resolucion del MSPP a través de la formulacion mediante flujo
multicommodity. En esta formulacion basada en flujo multicommodity también se
consideré el procedimiento de eliminacion de arcos secundarios. En la Tabla 7.9 se

muestran los resultados obtenidos en el experimento 3:
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SNI Z1 Z2 Restricciones Iteraciones TCPU

N°1 74 121820272 4724 1 0.04688
N°2 300 0 4724 2 0.10938
N°3 155 18532272 4724 1 0.484375
N°4 93 72376375 4724 2 0.37500
N°5 78 96540600 4724 3 0.296875
N°6 76 101988675 4724 4 0.203125
N°7 105 59813631 4724 8 1.375

N°8 149 22977535 4724 10 2.09375
N°9 183 6249862 4724 13 2.65625
N°10 179 7118406 4724 14 0.375

N°11 164 13845403 4724 15 0.34375
N°12 161 15383538 4724 16 0.359375
N°13 162 14865028 4724 18 0.79688
N°14 169 11522221 4724 21 1.234375
N°15 182 6443756 4724 24 1.03125
N°16 244 1594864 4724 27 1.296875
N°17 217 3070447 4724 28 0.70313
N°18 192 5255872 4724 29 0.39063
N°19 257 996534 4724 33 2.18750
N°20 278 452382 4724 35 1.53125
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Tabla 7.9: Resultados del Experimento 3
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Figura 7.18: Tiempos de CPU de las SNI en el Experimento 3

Al utilizar la formulacién basada en flujo multicommodity para resolver el

MSPP, el tiempo total de CPU fue de 17,89 segundos. En la Figura 7.18 se visualiza

que los tiempos de CPU fueron notablemente inferiores a los tiempos de los

experimentos anteriores para todas las SNI.
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En la cuarta columna de Tabla 7.9 se observa que existe un gran nimero de
restricciones en esta formulacion (4724 restricciones) y es el mismo para todas las
SNI. Sin embargo, esto no afecta la efectividad de la formulacion basada en flujo

multicommodity para la red de 30 nodos.

7.4.4 Andlisis de los Resultados de los Experimentos

De las Figuras 7.16 y 7.17 se observa que en las primeras dos soluciones no
inferiores (path Hamiltoniano y ruta mas corta) el tiempo de CPU es muy pequefio
(menos de 1 segundo). Sin embargo, el tiempo de proceso para encontrar la solucién
no inferior N°3 es notablemente mayor, debido a que el algoritmo encuentra muchos
subtours en esta solucion, y por lo tanto realiza un niumero considerable de cortes
para encontrar la solucion no inferior libre de subtours. El mismo caso se da en la
bdsqueda de la solucion inferior N°7, en donde el tiempo de CPU es bastante alto,
debido al gran nimero de cortes e iteraciones realizadas. Los tiempos de CPU de las
siguientes soluciones no inferiores son notablemente menores que el tiempo de CPU
de la SNI N°7, ya que el algoritmo aplica todas las restricciones encontradas en la
SNI N°7 a las siguientes SNI, y si llegara a encontrar mas subtours, entonces el
algoritmo realiza nuevos cortes con el fin de encontrar las SNI restantes libres de

subtours.

En la Figura 7.19 se muestra una comparacion de los experimentos

realizados:
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Figura 7.19: Comparacion de Tiempos de CPU de los Experimentos Realizados

Se observa que los tiempos de CPU de la formulacion mediante flujo
multicommodity resultaron ser considerablemente menores en comparacion a los
obtenidos con la formulacién binaria. Esto se explica principalmente a que la red
analizada es pequefia, por lo que el nUmero de restricciones que tiene la formulacion
basada en flujo multicommodity no afectan la efectividad en cuanto a tiempos de
CPU.
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7.5 Procedimiento propuesto para resolver el MSPP

Considerando todo lo anterior, en esta seccion se resume el procedimiento

para resolver el MSPP mediante la formulacion binaria:

Paso 1

Paso 2

Paso 3

Paso 4

Determinar un nodo origen y un nodo destino para el MSPP.

Eliminacién de arcos secundarios: buscar las rutas mas cortas entre el
nodo origen y cualquier otro nodo, y entre el nodo destino y cualquier
otro nodo. Utilizar éstos resultados para cualquier ruta mas corta a

través de cualquier nodo k y cualquier arco (i, ).

Encontrar las soluciones extremas del conjunto de soluciones no
inferiores (path Hamiltoniano y ruta mas corta) a través del método de
las restricciones. Determinar la pendiente entre estas dos soluciones no

inferiores extremas.

Resolver el MSPP. Determinar si la solucion existen subtours en la

solucién encontrada.

Paso 4.1 Si existen subtours, entonces ejecutar el método de planos

cortantes para eliminar subtours maximales y minimales a través
de cortes (restricciones) segun vayan apareciendo. Este método

realizara iteraciones hasta eliminar todos los subtours.

Paso 4.2 Si no existen subtours en una solucién, entonces la solucién

encontrada es 6ptima. En este caso ir directamente al Paso 5.



81

Paso 5 Calcular nuevos intervalos de busqueda entre la nueva solucién no
inferior obtenida y las anteriores. Determinar pendientes y volver al

Paso 4.

Paso 6 Finalizar cuando estén analizadas todas las pendientes entre los

intervalos de soluciones no inferiores.

Paso 7 Si se desean encontrar mas soluciones no inferiores, entonces aplicar
el método de las restricciones en un intervalo dado, utilizando cualquier

heuristica.

En el Anexo C se muestra el modelo binario y el procedimiento propuesto

implementado en lenguaje AMPL.



82

7.6 Resultados Computacionales de los Problemas Test

Se aplico el algoritmo propuesto a 5 Redes (problemas test). La red de 21
Nodos fue publicada en Current et al. (1987). Por su parte, la red de 100 nodos
(pmed01) fue obtenida en la libreria de Beasley (2005), mientras que las demas
redes fueron generadas aleatoriamente. EI MSPP fue resuelto utilizando el
optimizador lineal CPLEX Versién 9.0.0 en conjunto con AMPL Version 20021031.
Todos los experimentos fueron ejecutados en un Notebook Lenovo 3000 C200
(Celeron M, 512 MB RAM).

En la resolucion de la formulacion binaria del MSPP, se utilizé6 el método de
planos cortantes para eliminar los subtours. Ademas, se considero la eliminacién de
arcos secundarios que nunca estaran presentes en la solucion éptima, lo cual redujo
considerablemente los tamafios de los problemas de prueba. Para encontrar las SNI,

con esta formulacion, se utilizé el método NISE.

Por otra parte, en la resolucion de la formulacion mediante flujo
multicommodity del MSPP, solo se considero la eliminacién de arcos secundarios y la

utilizacion del método NISE para encontrar las SNI del MSPP.

Para cada instancia, se usaron los costos originales de la red, y se generaron
nameros aleatorios para las demandas de cada nodo. Para la redes de 21, 30 y 50
nodos se utilizaron tres pares de nodos de origen y destino elegidos aleatoriamente.
Para la red de 75 y 100 nodos, se realiz6 el experimento para dos pares de nodos de
origen y destino, debido principalmente a que el tiempo total de CPU es bastante
alto.

En el caso de las redes de 30, 50, 75 y 100 nodos, se eligieron so6lo 10
soluciones no inferiores del conjunto entregado por el método NISE. Esa seleccidon
se realizé de la forma propuesta en la seccidén 7.3.3 de este mismo capitulo.
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En las tablas que se presentan a continuacion, se muestra la informacién

utilizada para cada instancia y los resultados para cada una de ellas.

En cada tabla se utilizé la siguiente notacion:

* Origen: Nodo Origen.

» Destino: Nodo Destino.

* Arcos Secundarios: Total de arcos secundarios de la red.

* Arcos Eliminados: Total de arcos secundarios eliminados por el procedimiento
propuesto anteriormente.

* Arcos Secundarios Candidatos: Total de arcos secundarios candidatos,
elegidos por el procedimiento anteriormente descrito.

* Reduccion: Porcentaje en que se reduce la cantidad de arcos secundarios.

e Tiempo Total CPU F. Binaria (s): denota el tiempo total de CPU (en segundos)
utilizado por la formulacion binaria para encontrar el conjunto de SNI mediante
el método NISE.

e Tiempo Total CPU F. Multicommodity (s): denota el tiempo total de CPU (en
segundos) utilizado por la formulacion basada en flujo multicommodity para
encontrar el conjunto de SNI mediante el método NISE.

» Total Soluciones No Inferiores: determina el numero total de SNI generadas
por el método NISE.

* SNI: Namero de la solucién no inferior obtenida por el algoritmo.

» Z1: Costo de construccion del path principal.

o Z2: Costo de accesibilidad hacia el path principal.

* R. Bin. : Restricciones aplicadas a una SNI en la formulacion binaria.

« It. Bin. : Numero de iteraciones hasta encontrar una SNl libre de subtours en la
formulacion binaria.

e ST: numero de subtours eliminados para obtener una solucién no inferior.

e TCPU Bin: Tiempos de CPU (en segundos) para obtener una SNI en la

formulacioén binaria.
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* R. MC. : Restricciones aplicadas a una SNI en la formulacion mediante flujo
multicommodity.

* It. MC.: Numero de iteraciones hasta encontrar una SNI en la formulacién
mediante flujo multicommodity.

e TCPU MC.: Tiempos de CPU (en segundos) para obtener una SNI en la

formulacion mediante flujo multicommodity.

Cabe sefialar que las SNI N°1 (*) y N°2 (*) fueron obtenidas mediante el uso
de la formulacién binaria. Ademas, estas dos primeras SNI, fueron determinadas
forma independiente a las demés SNI utilizando el método de las restricciones.



7.6.1 Red de 21 Nodos
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A continuacion se muestran los resultados obtenidos para la red de 21 nodos y

78 arcos, variando tres origenes y destinos escogidos al azar.

QOrigen 2
Destino 19
Arcos Secundarios 380
Arcos Eliminados 294
Arcos Secundarios Candidatos 86
Reduccion 77.40%
Tiempo Total CPU F. Binaria (s) 1.0000
Tiempo Total CPU F. Multicommodity (s) | 1.4063
Total Soluciones No Inferiores 10

Tabla 7.10 A: Resultados para la red de 21 nodos,

Origen: 2; Destino: 19

SNI Z1 Z2 R.Bin. It.Bin. ST | TCPUBIn. | R.MC. | It.MC. | TCPU MC.

1| 1078 0 45 2 5 0.04688 1781 1 0.04688

2% 340 84393000 186 3 0 0.03125 1781 2 0.03125
3 547 20910000 188 3 8 0.06250 1781 1 0.09375
4 376 64321000 188 4 0 0.04688 1781 2 0.06250
5 463 42099000 188 6 0 0.06250 1781 4 0.12500
6 613 15456000 195 10 7 0.23438 1781 7 0.21875
7 575 18264000 195 11 0 0.01563 1781 8 0.06250
8 883 5668000 200 15 5 0.18750 1781 11 0.35938
9 761 9726000 200 16 0 0.06250 1781 12 0.10938
10 905 5012000 200 19 0 0.25000 1781 15 0.29688

Tabla 7.10 B: Resultados para la red de 21 nodos, Origen: 2; Destino: 19
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Figura 7.20: Tiempos de CPU para la red de 21 nodos, Origen: 2, Destino: 19



Origen 4
Destino 8
Arcos Secundarios 380
Arcos Eliminados 305
Arcos Secundarios Candidatos 75
Reduccién 80.30%
Tiempo Total CPU F. Binaria (s) 7.3281
Tiempo Total CPU F. Multicommaodity (s) | 1.3125
Total Soluciones No Inferiores 11
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Tabla 7.11 A: Resultados para la red de 21 nodos, Origen: 4; Destino: 8
SNI Z1 Z2 R.Bin. | It.Bin. ST | TCPUBIn. | R.MC. | 1tMC. | TCPU MC.
1| 1183 0 56 5 5 0.10938 | 1685 1 0.04688
2" | 77 [254834000[ 115 6 0 0.03125 | 1685 2 0.03125
3 444 | 49408000 [ 141 7 26 | 0.59375 | 1685 1 0.04688
4 245 1143793000 177 20 36 | 3.37500 [ 1685 2 0.17188
5 707 | 14073000 | 183 25 6 1.31250 | 1685 5 0.12500
6 627 | 19915000 | 183 26 0 0.12500 | 1685 6 0.06250
7 592 | 25010000 | 183 27 0 0.15625 | 1685 7 0.07813
8 1027 [ 3001000 200 34 17 | 0.89063 | 1685 11 0.28125
9 827 9115000 200 35 0 0.17188 | 1685 12 0.06250
10 759 | 11923000 | 200 36 0 0.12500 | 1685 13 0.07813
11 | 1087 | 1403000 200 39 0 0.43750 | 1685 17 0.32813
Tabla 7.11 B: Resultados para la red de 21 nodos, Origen: 4; Destino: 8
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Figura 7.21: Tiempos de CPU para la red de 21 nodos, Origen: 4, Destino: 8



Origen 17
Destino 12
Arcos Secundarios 380
Arcos Eliminados 307
Arcos Secundarios Candidatos 73
Reduccién 80,8%
Tiempo Total CPU F. Binaria (s) 4.1094
Tiempo Total CPU F. Multicommodity (s) | 1.0625
Total Soluciones No Inferiores 9
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Tabla 7.12 A: Resultados para la red de 21 nodos, Origen: 17; Destino: 12

SNI Z1 Z2 R.Bin. It.Bin. ST | TCPUBIn. | R.MC. | It.MC. | TCPU MC.

1| 1134 0 40 3 5 0.04688 40 1 0.04688

2% 144 ]211385000( 118 4 0 0.04688 118 2 0.04688
3 542 38313000 142 5 24 0.29688 1704 1 0.06250
4 535 40545000 169 15 27 2.70313 1704 2 0.07813
5 730 11676000 169 18 0 0.62500 1704 5 0.25000
6 650 17518000 169 19 0 0.07813 1704 6 0.07813
7 881 4817000 169 22 0 0.17188 1704 9 0.21875
8 770 9221000 169 23 0 0.04688 1704 10 0.09375
9 822 7071000 169 25 0 0.09375 1704 12 0.18750

Tabla 7.12 B: Resultados para la red de 21 nodos, Origen: 17; Destino: 12
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Figura 7.22: Tiempos de CPU para la red de 21 nodos, Origen: 17, Destino: 12
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De la informacion entregada anteriormente, especificamente de las Figuras
7.20, 7.21, 7.22, se deduce que para la red de 21 nodos, los tiempos de generaciéon
de las distintas SNI de la formulacidon mediante flujo multicommodity son levemente
mejores que los obtenidos por la formulacion binaria, a pesar de que la formulacion

mediante flujo multicommodity tenga que considerar alrededor de 1700 restricciones.

En el grafico siguiente (Figura 7.23) se muestra una comparacion de los
tiempos totales de CPU para obtener un conjunto aproximado de SNI. Se observa
que, comparativamente, los resultados tanto de la formulacién binaria como los
resultados de la formulacion basada en flujo multicommodity, no poseen diferencias

significativas en cuanto a los tiempos totales de CPU.

Tiempos de CPU: Red 21 Nodos
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@ Tiempo Total CPU F. Multicommodity (s)

Figura 7.23: Comparacion de tiempos totales de CPU para la red de 21 nodos
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7.6.2 Red de 30 Nodos

En las tablas y graficos que siguen, se muestran los resultados obtenidos para
la red de 30 nodos y 142 arcos, al variar tres origenes y destinos escogidos

aleatoriamente.

Origen 8
Destino 17
Arcos Secundarios 812
Arcos Eliminados 642
Arcos Secundarios Candidatos 170
Reduccién 72.70%
Tiempo Total CPU F. Binaria (s) 5632.33
Tiempo Total CPU F. Multicommodity (s) | 19.64063
Total Soluciones No Inferiores 20

Tabla 7.13 A: Resultados para la red de 30 nodos, Origen: 8; Destino: 17

SNI Z1 Z2 R.Bin. [ It.Bin. ST TCPUBIin. | R.MC. | IttMC. | TCPU MC.

1(% 300 0 77 5 23 0.10938 4724 1 0.10938

2% 74 121820272 373 6 0 0.04688 4724 2 0.04688
4 93 72376375 623 80 39 340.03125 4724 2 0.37500
5 78 96540600 623 81 0 8.64063 4724 3 0.29688
7 105 59813631 729 138 106 [ 3770.82813 | 4724 8 1.37500

8 149 22977535 791 144 62 433.01563 4724 10 2.09375
13 162 14865028 797 154 0 29.71875 4724 20 0.79688

16 244 1594864 802 164 5 1.46875 4724 27 1.29688
17 217 3070447 802 165 0 0.10938 4724 28 0.70313
18 192 5255872 802 166 0 0.15625 4724 29 0.39063

Tabla 7.13 B: Resultados para la red de 30 nodos, Origen: 8; Destino: 17
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Figura 7.24: Tiempos de CPU para la red de 30 nodos, Origen: 8, Destino: 17



Origen 15
Destino 28
Arcos Secundarios 812
Arcos Eliminados 606
Arcos Secundarios Candidatos 206
Reduccion 74.60%
Tiempo Total CPU F. Binaria (s) 31.875
Tiempo Total CPU F. Multicommodity (s) | 62.531
Total Soluciones No Inferiores 21

Tabla 7.14A: Resultados para la red de 30 nodos, Origen: 15; Destino: 28
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SNI Z1 Z2 R.Bin. | It.Bin. ST TCPUBIn. | R.MC. | ItMC. [ TCPU MC.

1% 306 0 58 5 25 0.12500 58 1 0.12500

2(M 56 131177733 295 6 0 0.06250 295 2 0.06250
3 108 43373134 338 8 43 4.04688 4703 1 0.29688
4 90 61338321 353 14 15 3.53125 4703 2 0.28125
5 99 49888265 356 17 3 2.84375 4703 4 0.57813
7 105 45443002 356 21 0 3.65625 4703 8 0.82813
9 154 20122428 366 27 10 0.68750 4703 12 0.35938
11 147 23465235 366 29 0 1.07813 4703 14 0.32813
12 165 15527423 366 33 0 3.57813 4703 18 1.31250
16 204 7176172 381 46 15 0.37500 4703 26 1.64063

Tabla 7.14 B: Resultados para la red de 30 nodos, Origen: 15; Destino: 28
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Figura 7.25: Tiempos de CPU para la red de 30 nodos, Origen: 15, Destino: 28



Origen 18
Destino 9
Arcos Secundarios 812
Arcos Eliminados 551
Arcos Secundarios Candidatos 261
Reduccion 67.90%
Tiempo Total CPU F. Binaria (s) 1114.266
Tiempo Total CPU F. Multicommaodity (s) 19.406
Total Soluciones No Inferiores 23

Tabla 7.15 A: Resultados para la red de 30 nodos, Origen: 18; Destino: 9
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SNI [ z1 z2 R.Bin. [ ItBin. [ ST [ TCPUBIin. | R.MC. [ ItMC. [ TCPU MC.
1) [ 294 0 84 7 26 0.15625 4641 1 0.15625
2(*) | 60 [ 131885661 | 322 8 0 0.09375 4641 2 0.09375
3 141 | 33258407 | 462 35 140 | 154.92188 | 4641 1 0.23438
4 117 | 48955574 | 588 78 126 | 625.14063 | 4641 2 0.34375
5 77 | 98541461 | 588 79 0 15.53125 | 4641 3 0.26563
7 103 | 66132676 | 591 84 3 74.42188 | 4641 7 0.95313
8 110 | 57482967 | 591 86 0 60.95313 | 4641 9 0.68750
14 | 170 | 18188318 [ 591 97 0 5.54688 4641 20 0.29688
16 | 198 | 8019081 591 103 0 11.71875 | 4641 26 1.20313
20 | 230 [ 2588854 597 113 6 0.140625 | 4641 34 | 0.484375
Tabla 7.15 B: Resultados para la red de 30 nodos, Origen: 18; Destino: 9
Tiempos de CPU Red de 30 Nodos O: 18; D: 9
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Figura 7.26: Tiempos de CPU para la red de 30 nodos, Origen: 18, Destino: 9
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En las Figuras 7.24, 7.25 y 7.26, se observa que en la red de 21 nodos, los
tiempos de generacion de las distintas SNI de la formulacion mediante flujo
multicommodity son notablemente mejores que los obtenidos por la formulacion

binaria.

En la Figura 7.27 se muestra graficamente la gran diferencia de tiempos
totales de CPU entre una y otra formulacion, sobretodo en el primer experimento
(O=8, D=17). Esto muestra que la efectividad de los tiempos de CPU de la
formulacién basada en flujo multicommodity en redes pequefias puede ser bastante

alta, superando con creces los tiempos de la formulacion binaria.

Tiempos de CPU: Red de 30 Nodos
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Figura 7.27: Comparacion de tiempos totales de CPU para la red de 30 nodos



7.6.3 Red de 50 Nodos

A continuacién se exponen los resultados obtenidos para la red de 50 nodos y

248 arcos, variando tres origenes y destinos escogidos al azar.

Origen 3
Destino 46
Arcos Secundarios 2352
Arcos Eliminados 1710
Arcos Secundarios Candidatos 642
Reduccion 72.70%
Tiempo Total CPU F. Binaria (s) 489.031
Tiempo Total CPU F. Multicommodity (s) | 798.297
Total Soluciones No Inferiores 35

Tabla 7.16A: Resultados para la red de 50 nodos, Origen: 3; Destino: 46

SNI Z1 Z2 R.Bin. [ It.Bin. | ST [ TCPUBIn. | R.MC. | ItMC. | TCPU MC.
1(*) [ 14155 0 126 6 28 0.14063 13908 1 0.14063
2(*) | 2120 | 25437190 739 7 0 0.34375 13908 2 0.34375
3 6158 | 5405910 790 10 51 23.57813 | 13908 1 15.67188
4 3666 | 12400830 | 843 28 53 | 191.31250 | 13908 2 2.00000
8 2606 | 18981980 | 843 34 0 8.15625 13908 8 2.10938
9 3434 | 13630240 | 846 38 3 48.37500 | 13908 11 5.93750
11 4872 | 8346620 854 45 8 36.39063 | 13908 16 8.23438
12 4505 [ 9202980 854 46 0 6.79688 13908 17 3.50000
14 9180 | 1523100 871 55 17 21.04688 | 13908 23 31.28125
18 7299 | 3285990 883 65 0 2.37500 13908 29 29.29688

Tabla 7.16B: Resultados para la red de 50 nodos, Origen: 3; Destino: 46

Figura 7.28: Tiempos de CPU para la red de 50 nodos, Origen: 3, Destino: 46
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Origen 33
Destino 24
Arcos Secundarios 2352
Arcos Eliminados 1761
Arcos Secundarios Candidatos 591
Reduccion 74.90%
Tiempo Total CPU F. Binaria (s) 1859.344
Tiempo Total CPU F. Multicommodity (s) | 3662.250
Total Soluciones No Inferiores 36

Tabla 7.17A: Resultados para la red de 50 nodos, Origen: 33; Destino: 24

SNI Z1 Z2 R.Bin. | I1t.Bin. | ST | TCPUBIin. | R.MC. | IttMC. | TCPU MC.
1(*) [ 14054 0 129 6 31 0.18750 14075 1 0.18750
2(*) | 1177 | 34944660 710 7 0 0.26563 14075 2 0.26563
3 2051 | 20839970 | 807 24 0 92.81250 | 14075 3 1.10938
7 1598 | 27827530 810 28 3 6.85938 14075 6 2.35938
9 3377 | 13178230 | 863 50 3 172.82813 | 14075 11 1.84375
11 4153 | 10124610| 866 56 3 173.35938 | 14075 16 16.87500
15 5982 | 5267320 922 73 0 5.93750 14075 23 6.71875
17 6506 | 4339180 922 77 0 32.29688 | 14075 27 17.81250
19 7301 | 3295460 933 84 8 65.51563 | 14075 31 5.09375
24 9502 | 1321960 955 100 0 9.98438 14075 41 71.76563

Tabla 7.17B: Resultados para la red de 50 nodos, Origen: 33; Destino: 24

Figura 7.29: Tiempos de CPU para la red de 50 nodos, Origen: 33, Destino: 24
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QOrigen 15
Destino 38
Arcos Secundarios 2532
Arcos Eliminados 1981
Arcos Secundarios Candidatos 551
Reduccion 80.30%
Tiempo Total CPU F. Binaria (s) 265.125
Tiempo Total CPU F. Multicommodity (s) | 1842.250
Total Soluciones No Inferiores 35

Tabla 7.18A: Resultados para la red de 50 nodos, Origen: 15; Destino: 38

SNI Z1 Z2 R.Bin. [ It.Bin. [ ST | TCPUBin. | R.MC. | It.MC. | TCPU MC.
1% [ 14221 0 98 4 27 0.09375 13618 1 0.0938
2(*) | 1108 | 29831840| 513 5 0 0.21875 13618 2 0.2188
3 5195 | 5797530 551 9 38 12.67188 | 13618 1 1.1094
4 2516 | 14201500 | 551 10 0 2.21875 13618 2 0.8438
5 1739 | 19854660 | 554 12 3 3.31250 13618 3 0.7969
6 3662 | 9687900 562 17 8 9.79688 13618 6 2.7656
7 3100 | 11614920 562 18 0 2.01563 13618 7 1.1094
13 6129 | 4322720 635 49 0 4.42188 13618 19 1.5313
17 8002 | 2389670 654 63 19 37.29688 | 13618 28 35.0625
20 10304 | 885140 682 75 14 7.578125 | 13618 34 60.8281

Tabla 7.18B: Resultados para la red de 50 nodos, Origen: 15; Destino: 38
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Figura 7.30: Tiempos de CPU para la red de 50 nodos, Origen: 33, Destino: 24
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De los gréficos de las Figuras 7.28, 7.29 y 7.30, desprendidos de las Tablas
7.16A, 7.16B, 7.17A, 7.17B, 7.18A y 7.18B respectivamente, se puede observar que
aun existe cierta superioridad en cuanto los tiempos de CPU de la formulacion
mediante flujo multicommodity por sobre la formulacién binaria, para las mismas SNI
seleccionadas. Sin embargo, las diferencias ya no son tan notorias en comparacion a
los resultados obtenidos de la red de 30 nodos. Es mas, en algunos casos, el tiempo
de CPU en obtener una SNI mediante la formulacion binaria es menor que mediante

la formulacién basada en flujo multicommodity.

En las Tablas 7.16B, 7.17B y 7.18B se observa que la diferencia de
restricciones entre una y otra formulacion es alta. Sin embargo, los tiempos de la

formulacion mediante flujo multicommodity no se ven afectados por este factor.

En la Figura 7.31 se muestran graficamente los tiempos totales de CPU para
obtener un conjunto de SNI, ante distintas instancias. Se muestra que la formulacion
basada en flujo multicommodity todavia sigue siendo ser Gtil para esta red de 50
nodos, pero sus resultados comienzan a equipararse a los resultados de la

formulacién binaria.
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Figura 7.31: Comparacion de tiempos totales de CPU para la red de 50 nodos



7.6.4 Red de 75 Nodos

En las tablas y graficos que siguen, se muestran los resultados entregados por

el algoritmo propuesto para la red de 75 nodos y 350 arcos, variando dos origenes y

destinos escogidos al azar.

Origen 4
Destino 75
Arcos Secundarios 5402
Arcos Eliminados 3682
Arcos Secundarios Candidatos 1720
Reduccién 68.20%
Tiempo Total CPU F. Binaria (s) 71234.55
Tiempo Total CPU F. Multicommodity (s) | 80453.485
Total Soluciones No Inferiores 38

Tabla 7.19A: Resultados para la red de 75 nodos, Origen: 4; Destino: 75

SNI Z1 Z2 R.Bin. | It.Bin. ST | TCPUBIn. | R.MC. |It.MC.| TCPU MC.

1™ | 1206 0 205 11 57 1.29688 31457 1 1.29688

2" 123 4804370 1795 12 0 0.53125 31457 2 0.53125
3 364 1079930 1905 17 110 | 4012.71875| 31457 1 15.14063
4 176 2380530 1920 23 15 | 104.39063 | 31457 2 7.01563
7 216 1979900 1929 31 6 255.43750 | 31457 7 10.70313
9 244 1750120 1964 44 0 ]1391.76563 | 31457 11 13.71875
10 320 1322890 1964 47 0 ]2639.07813 | 31457 14 55.78125
14 373 1044070 2162 97 0 577.59375 | 31457 20 12.84375
16 458 792830 2162 102 0 ]2588.90625 | 31457 25 64.73438
17 615 471340 2180 111 18 | 7050.04688 | 31457 28 |482.10938

Tabla 7.19B: Resultados para la red de 75 nodos, Origen: 4; Destino: 75
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Figura 7.32: Tiempos de CPU para la red de 75 nodos, Origen: 4, Destino: 75




Origen 21
Destino 52
Arcos Secundarios 5402
Arcos Eliminados 3870
Arcos Secundarios Candidatos 1532
Reduccion 71.60%
Tiempo Total CPU F. Binaria (s) 111551.48
Tiempo Total CPU F. Multicommodity (s) | 98576.670
Total Soluciones No Inferiores 40
Tabla 7.20A: Resultados para la red de 75 nodos, Origen: 21; Destino: 52
SNI Z1 Z2 R.Bin. It.Bin. ST | TCPU Bin. R.MC. | It.MC.| TCPU MC.
1() | 1170 0 192 5 44 0.25000 31181 1 0.25000
2(* 133 5479700 1607 6 0 0.56250 31181 2 0.56250
3 381 1230680 1748 22 141 |13311.62500| 31181 1 171.62500
7 175 3021690 1878 68 3 514.85938 | 31181 7 21.54688
8 215 2621060 1892 74 14 | 4840.67188 | 31181 8 20.89063
9 290 1939160 1898 79 6 [11920.79688| 31181 12 197.87500
10 279 2029930 1898 80 0 1619.28125| 31181 13 28.43750
15 459 882990 1952 100 0 1107.48438 | 31181 23 816.84375
16 413 1066230 1952 101 0 707.23438 | 31181 24 837.39063
19 503 720990 1952 108 0 3555.28125| 31181 31 |1373.51563

Tabla 7.20B: Resultados para la red de 75 nodos, Origen: 21; Destino: 52
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Figura 7.33: Tiempos de CPU para la red de 75 nodos, Origen: 21, Destino: 52
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Para la red de 75 nodos y 350 arcos, se variaron sélo dos origenes y destinos,
debido al extenso tiempo de CPU que toma el algoritmo para encontrar soluciones no
inferiores (alrededor de 30 horas en algunos casos). De los graficos de las Figuras
7.32 y 7.33 se observa que los tiempos de obtencion de las SNI seleccionadas
mediante la formulacién basada en flujo multicommodity aun son menores en

comparacion a los tiempos de la formulacion binaria.

En las Tablas 7.19B y 7.20B, se visualiza que el numero de restricciones de la
formulaciéon basada en flujo multicommodity es muy considerable (alrededor de
31000 restricciones) en comparaciéon al nimero de restricciones utilizada por la
formulacion binaria (alrededor de 2000 restricciones). Este factor explica el aumento

de los tiempos de CPU de la formulacion basada en flujo multicommodity.

En la Figura 7.34 se muestran graficamente los tiempos totales de CPU para
obtener un conjunto aproximado de SNI, ante distintas instancias. La formulacion
mediante flujo multicommodity todavia sigue siendo ser util para esta red de 75
nodos, aunque los resultados totales ya no son muy superiores a los de la

formulacién binaria.

Tiempos de CPU: Red de 75 Nodos
120000

100000

80000

60000 -

Tiempo (segundos)

40000 -

20000

0

Tiempo Total CPU F. Binaria (s)
B Tiempo Total CPU F. Multicommodity (s)

Figura 7.34: Comparacion de tiempos totales de CPU para la red de 75 nodos
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7.6.5 Red de 100 Nodos

A continuacién se muestran los resultados obtenidos para la red de 100 nodos

y 396 arcos, variando dos origenes y destinos escogidos aleatoriamente.

[Origen 40
Destino 97
Arcos Secundarios 9702
Arcos Eliminados 3990
Arcos Secundarios Candidatos 5712
Reduccion 41.13%
Tiempo Total CPU F. Binaria (s) 59737.953
Tiempo Total CPU F. Multicommodity (s) | 143996.843 (*)
Total Soluciones No Inferiores 36

(*) Se detuvo el proceso iterativo de la formulaciéon flujo multicommodity en 143996.843 segundos
Tabla 7.21A: Resultados para la red de 100 nodos, Origen: 40; Destino: 97

SNI Z1 z2 R.Bin. | It.Bin. [ ST | TCPU Bin. R.MC. [ItMC.| TCPU MC.
1(*) | 4503 0 248 4 50 0.12500 52923 1 0.12500
2(*) | 299 | 379972038 | 5799 5 0 1.04688 52923 1.04688

2

3 1146 | 109755214 [ 5910 8 111 | 2566.92188 [ 52923 1 328.32813
7 745 | 161524937 | 5948 23 0 1463.06250 [ 52923 8 2166.67188
8 536 [ 221195970 | 5954 26 6 | 3983.65625 | 52923 9 4230.34375
9 955 [ 133092588 | 5968 33 14 118303.53125( 52923 12 | 63928.48438
10 [ 2457 | 41335874 | 6001 39 33 [ 3731.07813 | 52923 15 3699.28125
12 | 1380 | 94069909 | 6021 45 10 | 4437.46875 [ 52923 17 5652.35938
16 [ 1625 | 79011808 | 6024 54 0 | 2807.75000 - - -

20 | 1964 | 61972030 [ 6033 64 0 249.85938 - - -

Tabla 7.21B: Resultados para la red de 100 nodos, Origen: 40; Destino: 97

Tiempos de CPU Red 100 Nodos O: 40; D: 97
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Figura 7.35: Tiempos de CPU para la red de 100 nodos, Origen: 40, Destino: 97
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Origen 17
Destino 66
Arcos Secundarios 9702
Arcos Eliminados 4516
Arcos Secundarios Candidatos 5186
Reduccion 46.50%
Tiempo Total CPU F. Binaria (s) 57827.453
Tiempo Total CPU F. Multicommodity (s) |160441.859 (*)
Total Soluciones No Inferiores 31

(*) Se detuvo el proceso iterativo de la formulacién flujo multicommodity en 173548.432 segundos

Tabla 7.22A: Resultados para la red de 100 nodos, Origen: 17; Destino: 66

SNI Z1 z2 R.Bin. | It.Bin. | ST | TCPU Bin. R.MC. |It.tMC.| TCPU MC.
1(*) | 4510 0 242 8 45 1.00000 52252 1 1.00000
2(*) | 248 | 382754766 | 5286 9 0 0.87500 52252 0.87500

2
3 1103 | 111901924 | 5392 7 106 | 2575.00000 [ 52252 1 526.26500
510 | 228392126 | 5440 18 48 116498.21875| 52252 2 376.37500
5
8

4
6 389 | 272353816 | 5440 21 0 590.50000 52252 374.10938
7 716 167071263 | 5443 25 3 2915.53125 | 52252 981.59375
9 945 | 130375765 | 5464 36 0 2753.84375 | 52252 12 958.609375
13 2000 | 59230197 | 5509 49 9 205.46875 52252 20 306.37500
20 2472 | 41653513 | 5520 66 3 2678.48438 | 52252 34 26997.76563
22 3260 17760063 | 5550 76 0 7.89063 52252 38 293.57813

Tabla 7.22B: Resultados para la red de 100 nodos, Origen: 17; Destino: 66

Tiempos de CPU Red 100 Nodos O: 17; D: 66
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Figura 7.36: Tiempos de CPU para la red de 100 nodos, Origen: 17, Destino: 66
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Para la red de 100 nodos y 390 arcos, se variaron solo dos origenes y
destinos, al igual que con la red de 75 nodos, debido al extenso tiempo de CPU que
toma el algoritmo para encontrar soluciones no inferiores (alrededor de 40 horas en
algunos casos). De los graficos de las Figuras 7.35 y 7.36 se observa que los
tiempos de la formulacién binaria son menores en comparacion a los tiempos de la

formulacién mediante flujo multicommodity para obtener las SNI seleccionadas.

En la Tablas 7.21B y 7.22B se observa claramente que el numero de
restricciones de la formulacién basada en flujo multicommodity aumenté en forma
considerable, lo que implicd un aumento notable en los tiempos de obtencion de las
SNI. Por su parte, el nimero de restricciones de la formulacion binaria es 10 veces
menor al nimero de restricciones de la formulaciéon mediante flujo multicommodity. El
tiempo utilizado por la formulaciéon binaria se explica fundamentalmente debido al

proceso iterativo de blsqueda de subtours.

Los tiempos de obtencion del conjunto aproximado de SNI mediante el método
NISE, son bastante altos. Por una parte, la resolucion del problema binario logra
encontrar todo el conjunto en aproximadamente 60000 segundos. Por otra parte, se
decidié detener el proceso iterativo de la formulacién basada en flujo multicommodity
en aproximadamente 160000 segundos. Es mas, esta formulacion sélo encuentra
algunas SNI en estos 160000 segundos (no el conjunto completo), por lo que se
muestra que la formulacion basada en flujo multicommodity puede ser bastante util
para redes hasta de 75 nodos. De ahi en adelante, es recomendable utilizar la

formulacién binaria, y por ende, el procedimiento propuesto en el presente trabajo.
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Capitulo 8: CONCLUSIONES Y FUTURAS INVESTIGACIONES

8.1 Conclusiones

Del desarrollo del tema, se obtuvieron las siguientes conclusiones:

« EI MSPP es aplicable a un problema de disefio de redes en que se tenga un
path conectando un nodo origen con un nodo destino (ambos
predeterminados), y ademas, que la accesibilidad al path principal sea un

objetivo a considerar.

* El procedimiento de seleccion de arcos secundarios candidatos, permite
reducir considerablemente el tamafio del problema, lo que favorece en forma
notable al proceso de busqueda de las diferentes soluciones no inferiores. En
algunos casos, el problema se llegd a reducir hasta en un 80% con esta

técnica.

* El proceso de eliminacion de subtours, es computacionalmente intenso, por lo
que las estrategias de busqueda y eliminacion de subtours en cualquier
algoritmo de resolucién del MSPP deben ser muy bien pensadas y analizadas

para ser ejecutadas.

 El método de planos cortantes permite eliminar la infactibilidad de las
soluciones no inferiores y por lo tanto, encontrar las soluciones no inferiores

del MSPP en forma éptima.

* En relacion a los resultados obtenidos mediante la formulacion basada en flujo
multicommodity, se puede decir que esta formulaciéon es muy recomendable
para resolver el MSPP para redes pequefias (menos de 75 nodos). Esta
formulacion estd libre de subtours, sin embargo, posee un numero

considerable de restricciones, lo que provoca, en redes grandes,
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considerables tiempos de CPU para las distintas iteraciones en la generacion

de soluciones no inferiores.

Los resultados obtenidos mediante la formulacion binaria del MSPP, permiten
concluir que el algoritmo de resolucion para resolver el MSPP presenta
mejores resultados que los resultados obtenidos al formular el problema

mediante flujo multicommodity, a partir de una red de 100 nodos.

La generacion del conjunto completo de soluciones no inferiores es
computacionalmente intensa, ya sea mediante la formulacion basada en flujo

multicommodity o mediante la formulacion binaria.

Los analistas y tomadores de decisiones a menudo quedan satisfechos con
una buena aproximacion del conjunto de soluciones no inferiores. Por
consiguiente, no es necesario encontrar el conjunto completo de soluciones;
en algunos casos, hay sectores dentro de la curva de trade-off que dificilmente

seran tomados en cuenta por el tomador de decisiones.

Pueden existir intervalos en donde el método NISE no encuentre soluciones
no inferiores, y sin embargo, existan soluciones no inferiores. Si el tomador de
decisiones lo requiere, el analista puede realizar una busqueda exhaustiva
dentro de un intervalo dado, a través del método de las restricciones o
utilizando cualquier heuristica, con el fin de encontrar una mayor cantidad de
soluciones no inferiores en el intervalo requerido. Todo esto ayudara a que el
tomador de decisiones elija la mejor alternativa segun su presupuesto y lo que
esté dispuesto a gastar en la construccion del path principal, considerando el
objetivo de accesibilidad del path principal. Consecuentemente, todas las
alternativas generadas y expuestas en la curva de trade-off entre costo y

accesibilidad pueden ser utilizadas por el tomador de decisiones.
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8.2 Futuras Investigaciones

La complejidad computacional al utilizar un problema formulado con
programacion lineal entera binaria es bastante alta, sin embargo, el proceso de
eliminacion de subtours es relativamente sencillo desde el punto de vista de la
programacion e implementacion del algoritmo en un software de resolucion de
problemas (como por ejemplo el AMPL, que fue el lenguaje utilizado en el presente

trabajo).

El Median Shortest Path Problem también puede ser resuelto utilizando
programacion lineal entera mixta. Sin embargo, la eliminacion de subtours en un
problema fraccionario es mucho mas compleja que en el caso binario debido a la
aparicion de soluciones infactibles con valores fraccionarios. No obstante, el
beneficio de resolver el problema fraccionario recae en una menor complejidad
computacional para resolver el MSPP, y por lo tanto, la obtencién del conjunto de
soluciones no inferiores mucho mas rapida. Por consiguiente, se podria resolver el
MSPP para redes de mayor magnitud, con tiempos de CPU considerablemente

menores.
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ANEXO A: Algoritmo de Generacion de Numeros Aleatorios

En esta seccion se da a conocer el algoritmo que se utilizd para obtener
nameros aleatorios para los problemas test que no poseian demandas D[i]. Para
generar numeros aleatorios, se uso la distribucion Uniforme, y una semilla (nGmero

primo). El algoritmo se implemento en el lenguaje AMPL y es el siguiente:

##Modelo generacidon numeros aleatorios##
set Arcos;

set Nodos;

param D {Nodos} >= 0;

##Algoritmo para generar nimeros aleatorios##

model genera.mod;

data genera.dat;

option randseed 19937; #semilla = 19937
display Nodos;

for {i in Nodos}{
let D[i]:=round(Uniform(1000,100000)); #distribucion uniforme para generar
#numeros aleatorios redondeados
#entre 1000 y 100000.
h
display D;



ANEXO B. Algoritmo de Generacion de la Matriz de Rutas Mas Cortas para el
MSPP

A continuacién se muestra el algoritmo utilizado para obtener la matriz de

rutas mas cortas para el MSPP, implementado en el lenguaje AMPL.:

##Modelo matriz de rutas mas cortas##

#Parametros y Conjuntos#

set Nodos;

set Arcos within {Nodos,Nodos} default {};
param c {Arcos};

param O;

param D;

#Variables de Decision#

var x {Arcos} binary;

#Funcién Objetivo y Restricciones#
minimize Costo: sum{(i,j) in Arcos} c[i,j]*x[i,j];
s.t. Inicio: sum{(O,j) in Arcos}x[O,j]=1;
s.t. Final: sum{i in Nodos: (i,D) in Arcos}x[i,D]=1;
s.t. Balance {j in Nodos diff {O,D}}:
sum{(i,j) in Arcos: i'=D}x[i,j] = sum{(j,h) in Arcos:h!=0}x[j,h];



##Algoritmo para encontrar la matriz de rutas mas cortas##
model matrizrmcmp.mod;
data matrizrmcmp.dat;
problem matrizrmc: x, Costo, Inicio, Final, Balance;
param Matriz {Nodos, Nodos};
for {a in Nodos, b in Nodos diff{a}: a < b} {
let O:= a;
let D:= b;
solve matrizrmc;
printf "Origen = %d Destino = %d Costo = %d\n", O, D, Costo;
let Matriz [a,b]:= Costo;
let Matriz [b,a]:= Costo;
for {(i, j) in Arcos : X]i, j]'=0}{
printf "x[%2d, %2d] = %d\n", i, j, X[i,j];
3
3
display Matriz;



ANEXO C. Algoritmo de Resolucion del MSPP mediante la Formulacion Binaria

En este anexo se muestra el modelo y el algoritmo de que resuelve el MSPP
utilizando programacion lineal entera binaria, implementado en lenguaje AMPL.

##Modelo binario del MSPP##

#Definicidn de Conjuntos y Pardmetros#
set Nodos;

param NS:= 1000;

set Arcos within {Nodos,Nodos} default {};
set Q{1..NS} within Nodos default {};

set SP{1..NS} within Nodos default {};

set SY{1..NS} within Nodos default {};

set MM{Nodos} within (Nodos) cross (Nodos) default {};
#MM contiene solo los arcos cantidatos
param c{(i,j) in Arcos};

param h{Nodos};

param s;

param t;

param T {Nodos, Nodos};

param KK;

param AA,

param MMS;

param P;

#Definicidon de Variables de Decision#
var x{Arcos} binary;
var y{i in Nodos, j in Nodos diff {s,t}: (i,j) in MM[j]} binary;



#Funcion Objetivo#
minimize Costo: sum{(i,j) in Arcos}P*c[i,j]*x[i,j]+ sum{i in Nodos, j in Nodos diff {s,t}:
(i.J) in MMIhQTTLLTyLL;

#Restricciones#
s.t. Inicio: sum{(s,)) in Arcos}x[s,j]= 1;
s.t. Final: sum{(i,t) in Arcos}x[i,t]=1;
s.t. Balance{j in Nodos diff{s,t}}:
sum{(i,j) in Arcos: i'=t}x[i,j] - sum{(j,k) in Arcos: k!=s}x[j,k]=0;
s.t. Asignacion{j in Nodos diff{s,t}}:
sum{(i,j) in Arcos: i'=t and j!=s}x]i,]]
+ sum{i in Nodos diff {j}: (i,j) in MM[j]} y[i,j]=1;
s.t. Prohibicién{i in Nodos, j in Nodos diff {s,t}: (i,j) in MM[j] and j!=s and i'=t and i!=s}:
yl[i,j] - sum{(u,i) in Arcos: u!=t and i'=s}x|u,i] <= 0;

s.t. Subtour{g in 1..KK}: #Quiebra Subtours de cardinalidad
sum{i in Q[g], j in Q[g] diff{i}: (i,j) in Arcos} X]i,j] <= card(Q[g])-1;
s.t. Subtour2{f in 1..AA}: #Genera conectividad del path

sum{i in SP[f], j in Nodos diff SP[f]:(i,j) in MM[j]}y[i,]] +
sum{i in SP[f], j in Nodos diff SPI[f]: (i,j) in Arcos and i!'=t}x[i,j] >= 1;
s.t. Subtour3{w in 1..MMS}- #Genera conectividad hacia los ciclos
sum{i in Nodos diff SY[w], j in SY[w]:(i,)) in MM[j1}y[i,j] +
sum{i in Nodos diff SY[w], j in SY[w]: (i,j) in Arcos and i!=t}x[i,j] >= 1,



##Algoritmo de Resolucidén del MSPP binario##

#Llamada al modelo y opciones de CPLEX#
model median_path_CEAS.mod;
data pmedOl.dat;

option cplex_options 'timing=1 integrality=0 mipgap=0;

option show_stats 1;

problem median_path: Costo, X, y, Inicio, Final, Balance, Asignacion, Prohibicion,
Subtour, Subtour2, Subtour3;

#Parametros y Conjuntos#

set B within Arcos default {}; #B contiene los arcos del path principal

set A within {Nodos,Nodos} default {}; #A contiene los arcos secundarios
set FF within Arcos default {};

set ESE within Nodos default {};

set ESEY within Nodos default {};

set ESEP within Nodos default {};

set CHAO within Nodos default {};

set ENE within Nodos default {}; #ENE contiene todos los nodos de la red
set NP within Nodos default {}; #NP contiene los nodos del path principal
set Fuera within Nodos default {};

let s:=17; #nodo origen

let t:=66; #nodo destino

let KK:=0;

let AA:=0;

let MMS:=0;

param jj;

param ii;

param ff;



param TCPU; #Tiempo de CPU
let TCPU:=0;

param lter,

let Iter:=0;

#Parametros y conjuntos para calcular las SNI#
param N_Max:=200; #maximo de soluciones no inferiores
param Xl {1..N_Max};

param YI {1..N_Max};

param XD {1..N_Max},

param YD {1..N_Max};

param SW {1..N_Max};

param SNI,

let SNI:=1,;

let XI[SNI]:= 248;

let YI[SNI]:= 382754766;

let XD[SNI]:= 4510;

let YD[SNI]:= 0;
let SW[SNI]:=1;
param ind,;
param posi;
param path;

param media;
param const;
let ind:= 1;

let posi:= XI[1];



#lInicio del proceso de busqueda de SNI libre de subtours#
repeat{
let P:= (YI[ind]-YDI[ind])/(XD[ind]-XI[ind]); = #calcula el valor de la pendiente
let SW[ind]:=0;
#lInicio de algoritmo de eliminacion de subtours
repeat{
let B:={};
let A:={};
let NP:= {};
solve median_path;
let Iter:= Iter+1;
let TCPU:= TCPU + _solve_user_time;
printf "Iteracion=%d Tiempo= %f Acumulado= %f\n", Iter, _solve_user_time,
TCPU,
#lmprime tiempos de CPU e iteraciones
#Busqueda del path principal ordenado
let FF:={};
let ii:=s;
repeat{
let {(ii,j) in Arcos: jin Nodos and X]ii,j]=1}jj:=j;
printf "x[%2d,%2d]=%f\n", ii, jj, X[iijj];
let FF:= FF union {(ii,jj)};

let ii:=jj;
}while iil=t;
printf "\n";

for {(i,j) in Arcos diff FF: x[i,j]'=0} {
printf'x[%2d,%2d]=%f\n", i,j, X[i,j];
I3
#lmpresion del path principal ordenado
#lmprimir las asignaciones
for {i in Nodos, j in Nodos diff {s,t}: (i,j) in MM[j] and yf[i,j]'=0} {



printf "y[%2d,%2d]= %7.3f\n", i, j, Y[i,];
3
#Busqueda de Arcos del path principal
for {(i,}) in Arcos: x]i,j]'=0} {
let B:= B union {(i,))};
let NP:= NP union {i,j};
3
#Busqueda de Arcos secundarios
for {i in Nodos, j in Nodos diff {s,t}: (i,j) in MM[j] and yf[i,j]'=0} {
let A:= A union {(i,)};
3
#Busqueda de los nodos del path principal
let conta:=0;
let ESE:={s};
repeat{
let jj:=0;
let {(i,)) in B: iin ESE and j not in ESE}jj:=j;
if jj 1= 0 then {
let ESE:= ESE union {jj};
I3
twhile jj'=0 and jj!=t;
#ESE contiene los nodos del path principal
#Busqueda de los nodos del path principal + nodos de arcos secundarios
let ESEP:=ESE;
repeat{
let jj:=0;
let {(i,)) in A:iin ESEP and j not in ESEP}jj:=j;
if jj = 0 then {
let ESEP:= ESEP union {jj};
%
twhile jj = 0;



#ESEP contiene los nodos del path principal + los nodos de los arcos secundarios
#SP Aplica la restriccion de conectividad desde el conjunto del path a los demas
#nodos de lared

if card(ESEP) != card(Nodos) then {

let AA:=AA+1;

let SP[AA]:=ESEP;
h

#Elimina ciclos con la restriccion Subtour
let ENE:= NP diff ESE;
if ENE not within {} then {
let Fuera:={};
for{k in ENE} {
if kK not in Fuera then {
let CHAO:= {k};
repeat{
let jj:=0;
let {(i,)) in B:iin CHAO and j not in CHAOQO} jj:=j;
if jj'=0 then
let CHAO:= CHAO union {jj};
else {
let ii:=0;
let {(i,)) in B: i notin CHAO and j in CHAOQO} ii:=i;
if ii!=0 then
let CHAO:= CHAO union {ii};
2
}while jj!=0 or ii!=0;
#CHAO contiene los nodos que forman subtours minimales y despues se
#aplica la restriccion de subtour
let KK:=KK+1,;
let Q[KK]:=CHAO,;



let Fuera:= Fuera union CHAO,;
let ESEY:=CHAO,;
repeat{
let jj:=0;
let {(i,)) in A:iin ESEY and j not in ESEY}jj:=j;
if jj =0 then {
let ESEY:= ESEY union {jj};
3
twhile jj = 0;
#ESEY contiene los nodos capturados en CHAO mas los arcos
#secundarios asociados
if card(ESEY) != card(Nodos) then {
let MMS:=MMS+1;
let SY[MMS]:=ESEY;
#SP Aplica la segunda restriccion de conectividad

#a cada conjunto aislado le debe entrar un arco

5

|3
}while ENE not within {};
#Término de la Eliminacion de Subtours#

#Busqueda de SNI en intervalos#

let const:= sum{(i,j) in Arcos}c[i,j]*X[i,j];
let path:= const;
let media:= sum{i in Nodos, j in Nodos diff {s,t}: (i,j) in MM[jI}h[j1*T[i,j]*y[ij];
printf "\nBuscando entre (%d, %d) y (%d, %d)\n", XlI[ind], YI[ind], XD[ind], YD[ind];
printf "Median = %.2\n", sum{i in Nodos, j in Nodos diff {s,t}: (i,j) in
MMTOTTOL YL



printf "Path = %.2A\n", sum{(i,j) in Arcos}c[i,j]*x[i,j];
printf "\n";

if XI[ind] < const && const < XD[ind] then {

let SNI:= SNI+1;
let XI[SNI]:= XI[ind];
let YI[SNI]:= YI[ind];
let XD[SNI]:= const;
let YD[SNI]:= media,
let SW[SNI]:= 1;

printf "\nEntre (%d, %d) y (%d, %d)\n", XI[SNI], YI[SNI], XD[SNI], YD[SNI];

let SNI:= SNI+1;

let XI[SNI]:= const;
let YI[SNI]:= media;
let XD[SNI]:= XDI[ind];
let YD[SNI]:= YDIind];
let SW[SNI]:= 1;

printf "\nEntre (%d, %d) y (%d, %d)\n", XI[SNI], YI[SNI], XD[SNI], YD[SNI];

}
else{
let posi:= XD[ind];
3
let ind:=1;
repeat{
let ind:=ind+1,;

if ind > SNI then
break;



}while Xl[ind]!'=posi or SW[ind]'=1;
}while posi !'= XD[1];
for{i in 1..SNIK
printf "%2d (%4d, %9d) y (%4d, %9d) %2d\n", i, XI[i],YI[i],XDIi],YD[i], SWIi];



ANEXO D. Algoritmo de Resolucion del MSPP mediante la Formulacion basada
en Flujo Mulicommodity

En este anexo se muestra el modelo y el algoritmo de que resuelve el MSPP

mediante flujo multicommodity, implementado en lenguaje AMPL.

##Modelo Multicommodity del MSPP##

#Definicion de Parametros y Conjuntos#

set Nodos;

set Arcos within (Nodos) cross (Nodos);

set NC within (Nodos)default {};

set AC within (Nodos) cross (Nodos) default {};
param T {Nodos,Nodos};

set MM {Nodos} within (Nodos) cross (Nodos) default {};
param h {Nodos};

param O;

param D;

param c {Arcos} >= 0;

param P;

#Definicion de Variables de Decision

var x {(i,)) in AC} binary;

var y {i in Nodos, k in Nodos diff {O,D}: (i,k) in MMIK]} binary;

var f {k in Nodos diff {O,D}, (i,j)in MM[K] union AC: i'=k and j!=0} >=0;

#Funcion Objetivo#
minimize Costo: sum {k in Nodos diff {O,D}, (i,k) in MM[K]} h[K] *TTi,K]*y[i,k]
+ P* sum{(i,j) in AC}c[i,j]*x[i,j];



#Restricciones#
subject to InicioX: sum{(0O,j) in AC}X[O,j]=1;
subject to FinalX: sum{(i,D) in AC}x[i,D]=1;
subject to Continuidad{j in NC diff {O,D} }
sum{(i,j) in AC:i!l=D}x[i,j]l=sum{(j,g) in AC:g!=0}x[j,q];
subject to Inicio{k in Nodos diff {O,D}}:
sum {(O,)) in MM[K] union AC } f[k,0,j] = 1;
subject to Final {k in Nodos diff {O,D}}:
sum {(i,k) in MM[K] union AC } f[k,i,k] = 1,
subject to Balance {k in Nodos diff{O,D}, j in Nodos diff {k,O,D}}:
sum {(i,j) in AC: i'=k} f[k,i,]] = sum{(j,g)in MM[K] union AC: g!'=0 and g!=D} f[k,j,0]
+sum{(j,g) in MM[K] union AC: g=D and (g,k) in MM[K]} f[k,j,g];
subject to Balancel {k in Nodos diff{O,D}: (D,k) in MM[K]}:
sum {(i,D) in AC: i'=k} f[k,i,D] = f[k,D,k];
subject to Restol{k in Nodos diff {O,D},(i,k)in MM[K] inter AC:i!=k }:
f[k,i,k] <= x[i,k]+y[i,K];
subject to Resto2{k in Nodos diff {O,D}, (i,j) in AC diff MM[K]: i'=k and j!=O and j!=D}:
flk,Lil <= X[L.il;
subject to Resto22{k in Nodos diff {O,D}, (i,D) in AC diff MM[k]: i'=k and (D,k) in
MMIK]}: f[k,i,D] <= X]i,D]J;
subject to Resto3{k in Nodos diff {O,D}, (i,k) in MM[K] diff AC: il=k }:
f[k,i,k] <= Vy[i,K];
subject to Cubrir{k in Nodos diff{O,D}}:
sum{(i,k) in AC}x[i,k] + sum{(i,k) in MM[K]}y[i,k]=1;



#Algoritmo de Resolucién del MSPP Mediante Flujo multicommodity#

#Lllamada al Modelo y Opciones de CPLEX#

model MP-COMMODITY-CES.mod;

data pmedO1l.dat;

problem MP: Costo, x, y, f, Cubrir, Balance, Balancel, Inicio, Final, Restol, Resto2,
Resto22, Resto3, InicioX, FinalX, Continuidad;

option show_stats 1;

option cplex_options 'timing=1 integrality=0 mipgap=0';

#Parametros y Conjuntos del Algoritmo#
let O:=40;

let D:=97;

param N_Max:=200;
param Xl {1..N_Max};
param Yl {1..N_Max};
param XD {1..N_Max};
param YD {1..N_Max};
param SW {1..N_Max};
param SNI;

let SNI:=1,;

let XI[SNI]:= 299;

let YI[SNI]:= 379972038;
let XD[SNI]:= 4503;

let YD[SNI]:= 0;

let SW[SNI]:= 1;

param ii;

param jj;

param ind;

param posi;

param CC;



param TCPU;
let TCPU:=0;
param lter,

let Iter:=0;
param arc_sec;
let ind := 1;

let posi:= XI[1];

#lInicio del proceso de busqueda de SNI#
repeat {
let P:= (YI[ind]-YDIind])/(XD[ind]-XI[ind]);
let SW[ind]:=0;
let AC:= {};
let NC:={};
for{(i,j) in Arcos: j'=0 and i'=D¥
let AC:= AC union {(i,))};
let NC:= NC union {i} union {j};
h
solve MP;
let Iter:= Iter+1;
let TCPU:= TCPU + _solve_user_time;
printf "Iteracion= %d Tiempo= %f Acumulado= %f\n", Iter, _solve_user_time,
TCPU;
let CC:=sum{(i,j) in AC} c[i,j]*X[i,j];
printf "\nBuscando entre (%d,%d) y (%d,%d)\n",XI[ind],YI[ind],XD[ind],YDI[ind];
printf "Median= %.2f\n", sum {k in Nodos diff {O,D}, (i,j) in MM[K]} h[K] *T[i,jI*y[i.jl;
printf "Path = %.2\n",sum{(i,j) in AC} c[i,j]*X[i,j];
printf "\nMP.result=%s\n", MP.result;
#Si el problema es infactible, entonces, imprime la solucién, en caso contrario, no#
if MP.result = "infeasible" then {
let CC:=1;



}

else {

5

let ii:=O;
repeat{
let {(ii,j) in AC: X]ii,j]'=0}jj:=j;
printf "x[%2d,%2d]= %.2f\n", ii,jj,X[ii,jj];
let ii:=jj;
}while ii!=D;
printf "\n";
for{k in Nodos diff {O,D}, (i,k) in MM[K]: y[i,k]!=0K
printf "y[%2d,%2d]= %.2f\n", ik, y[i,K];
3

if XI[ind] < CC && CC < XDIind] then {

}

let SNI:= SNI+1;

let XI[SNI]:= XI[ind];

let YI[SNI]:= YI[ind];

let XD[SNI]:= CC;

let YD[SNI]:= sum {k in Nodos diff {O,D}, (i,j) in MM[K]} h[K] *TT[i,jT*y[i.jl;
let SW[SNI]:=1;

printf "\nEntre (%d,%d) y (%d,%d)\n",XI[SNI],YI[SNI],XD[SNI],YD[SNI];
let SNI:= SNI+1,;

let XI[SNI]:= CC;

let YI[SNI]:= sum {k in Nodos diff {O,D}, (i,j) in MM[K]} h[K] *T[i,j]*y[i.jl;
let XD[SNI]:= XD[ind];

let YD[SNI]:= YDJ[ind];

let SW[SNI]:=1,

printf "Entre (%d,%d) y (%d,%d)\n", XI[SNI],YI[SNI],XD[SNI],YD[SNI];

else {

let posi:= XD[ind];



h
let ind:=1;
repeat{
let ind:=ind+1,;
if ind > SNI then
break;
}while Xl[ind]!'=posi or SW([ind]!=1;
}while posi '= XD[1];
#Término del proceso de busqueda de SNI e inicio de impresion de resultados#
for{i in 1..SNIK
printf "%2d (%4d,%8d) y (%4d,%8d) %2d\n", i, XI[i],YI[i],XD[i],YDI[i], SWIil;
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