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Resumen

En esta memoria se introducen los conceptos y caracteristicas esenciales de los fractales,
sus construcciones, lugar donde los podemos encontrar y la aplicacién de ellos. Ademas,
se teoriza con los conjuntos de Julia y Mandelbrot, finalizando con la relacién que se
establece con la Teoria del Caos.

Abstract

In this memory there get the concepts and essential characteristics of fractals, his cons-
tructions, place where we them can find and the application of them. In addition, one
theorizes with the sets of Julia and Mandelbrot, finishing with the relation that is esta-
blished by the Theory of the Chaos.
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“La geometria Fractal cambiara a fondo su vision de las cosas. Seguir leyendo es
peligroso. Se arriesga a perder definitivamente la imagen inofensiva que tiene de nubes,
bosques, galaxias, hojas, plumas, flores, rocas, montanas, tapices, y de muchas otras
cosas. Jamas volvera a recuperar las interpretaciones de todos estos objetos que hasta

ahora le eran familiares.”
(Michael F. Barnsley)
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Introduccion

La geometria siempre ha estado presente en nuestra evolucion. Es asi que se han for-
mulado distintas teorias relativas a esta area de la ciencia. Pero sélo una a funcionado,
aproximando de manera mas coherente el mundo en el cual nos desenvolvemos a diario:
esta es la geometria euclidiana. Esta geometria debe su nombre al célebre matematico
griego Euclides, quién en su libro “Los elementos de Fuclides” resume lo que los griegos
ya conocian de la matematica.

La geometria euclidiana representa una buena aproximacion y de hecho puede ser utiliza-
da en muchas aplicaciones con una gran versatilidad. Sin embargo, muchos mateméticos
trataron de levantar una aparente incoherencia que existia en el quinto postulado. Se afir-
maba que esta admitia una demostracion en base a los otros postulados y las proposiciones
que de estos se pueden deducir. Sin embargo, todos los intentos continuaron por descubrir
dos tipos de geometrias que actualmente se conocen como la geometria de Lobatchvski
y la geometria de Riemann. Las cuales inspiraron otro tipo de geometrias que la general
son conocidas como geometrias no euclideanas.

Con el transcurso del tiempo la matematica fue creciendo, las necesidades del saber y
poder tener respuesta a todo, se fueron sustentando con la teoria de la relatividad de Al-
bert Einstein(1905), que habla sobre la curvatura del espacio-tiempo, creando un nuevo
horizonte y aplicaciones practicas de las geometrias no euclidianas.

Las perpestivas modernas dividen la teoria geométrica no euclideana en hiperbdlica y
eliptica. Dentro de la geometria no euclidiana encontramos la geometria hiperbdlica, que
satisface solo 4 de los postulados de Euclides, y cuya curvatura es negativa. También tene-
mos la geometria eliptica, que también satisface solo 4 postulados, pero con una curvatura
positiva.

A pesar de los grandes avances de la geometria no euclideanas, en algiin momento se
observo que ni la geometria euclidiana y ninguna otra podia estabecer el estudio de la
naturaleza, que sélo se puede estudiar las regularidades presentes en la naturaleza, mas
no sus irregularidades, es por esto que fue necesario trabajar con una geometria que las
rigera; es asi como Benoit Mandelbrot se pregunta lo siguiente “;Por qué a menudo se
describe la geometria como algo «frio» y «seco»? Una de las razones es su incapacidad de



describir la forma de una nube, una montana, una costa o un drbol’(Mandelbrot, 2006,
p.15)[2]. Con lo anterior, surge la preocupacién por el estudio de este tipo de geometria,
uno de los trabajos pioneros lo desarrolla Mandelbrot en su libro “La geometria de la
naturaleza”, explicando lo que pudo lograr con sus investigaciones en diferentes area y
entregandole un nombre a esta nueva geometria, tal como lo expresa el mismo.

“concebi y desarrollé una nueva geometria de la naturaleza y empecé a usarla en
una serie de campos. Permite describir muchas de las formas irrequlares y frag-
mentadas que nos rodean . . . identificando una serie de formas que llamo fracta-
les” (Mandelbrot, 2006, p.15)[2].

La razon para esribir esta monografia es introducir esta nueva geometria joven. Ademsds,
al hacerlo se prioriza el hecho de hacerlo de una manera popular, y en consecuencia, se
opta por una complejidad baja que no requiere de un gran conocimiento matematico pa-
ra poder entenderla. Asi mismo nuestra presentacion se orienta a estudiantes que estén
terminando la ensenanza media o esta comenzando la ensenanza superior.

Para cumplir el objetivo de esta tesis, de mostrar al lector la geometria de la naturale-
za, debemos identificar los lugares donde encontramos estas figuras y ver claramente sus
caracteristicas. Ademas, se considerara la teorfa, revisando conjuntos fractales complejos
que no se pueden encontrar facilmente, pero que si son ttiles para otras areas no ma-
tematicas. Finalmente, observaremos la relacién que existe entre los fractales y el caos.



Capitulo 1

Conceptos Preliminares

En este capitulo se presentardn los conceptos preliminares y necesarios para una lectura con-
tinua y comprensiva de la monografia. Se presenta el concepto de fractal, se presentan los
nimeros complejos, se define un fractal de manera precisa y se presentan propiedades tal
como la autosimilitud y la dimensién.

1.1. Concepto de fractal

El termino fractal proviene del vocablo latino fractus que se traduce como “quebrado,
fragmentado, etc” y fue acunado por el francés Benoit Mandelbrot.

Por otro lado, un concepto a tener en cuenta es el relativo a la “geometria fractal”, la
cual también es llamada “geometria de la naturaleza” y que en palabras de Brana [3]:

“es un conjunto de estructuras irrequlares y complejas descritas a través de algo-
ritmos matemdticos y computacionales; los cuales reemplazan a los puntos, rectas,
circunferencias y demds figuras provenientes de la matemdtica tradicional . Estos
objetos tienen como caracteristicas fundamentales las propiedades de autosimilitud
y la de convivir con extranos paisajes formados por dimensiones fraccionarias’

Se hara la distincion entre un “conjunto fractal” y “fractal natural”. Conjunto fractal lo
podemos definir como un ente matematico, cuyas caracteristicas pueden definirse riguro-
samente (como figuras creadas), mientras que el fractal natural se representa a través de
objetos naturales que tienen ciertas regularidades (que pueden ser nubes, estructura de
arboles, costas, etc).
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1.2. Caracteristicas

Entre las caracteristicas que usamos de los fractales se encuentran la autosimilitud, la
dimension y las iteraciones.

1.2.1. Autosimilitud

Se puede decir que esta formada por partes més pequenas que se parecen. Esta similitud
puede ser geométricamente estricta o bien puede ser solamente aproximada o estadistica.

Ejemplos de autosimilitud estricta tenemos el Polvo de Cantor (ver figura 3) y la Curva de
Koch (ver figura 4) y en la Autosimilitud aproximada o estadistica son los fractales natu-
rales como los contornos de las nubes, costas, las ramificaciones de los arboles, entre otras.

No todos son autosimilares, porque los fractales plasmaticos tienen una forma muy in-
definida y tienen componentes aleatorias. Lo podemos ver en la simulacién de paisajes
reales, para ser usado en animaciones como lo son peliculas, juegos etc.

Figura 1: Imagen de un fractal plasmatico.[3]

1.2.2. Dimensién

En la geometria fractal es frecuente hablar de distintas dimensiones, para ello a continua-
cién se introduce de manera precisa estos conceptos. Asi se presentaran lo relativo a la
dimensién euclidea, topoldgica, de Hausdorff-Besicovitch y fractal.

FEuclidia

Es el nimero de coordenadas requeridas para especificar un objeto. Ejemplos: Un punto
dimensién uno, un plano dimensién dos y el espacio dimension tres.



11

Topoldégica

“La dimension topolégica mide la habilidad para cubrir un objeto con conjuntos
abiertos de radio pequeno. Una dimension topologica cero describe un conjunto que
puede ser cubierto por pequenos conjuntos abiertos que son disyuntos. La dimension
topologica uno describe un conjunto que puede ser cubierto por pequenos conjuntos
abiertos con solo una interseccion entre adyacentes pares de ellos. Un conjunto es
considerado de dimension topologica dos si puede ser cubierto por pequenos conjun-
tos abiertos que se intersecan solo tres veces... La dimension topologica usualmente
tiene el mismo valor que la dimensidn euclidea” (Rivera, 2011, p.270)[4]

Entonces:

Dy = -1, El vacio
Dr 0, Un punto
Dy = 1, Un segmento
Dy = 2, Un cuadrado
Dy = 3, Un cubo

Hausdorff-Besicovitch

Dimension de Contenido o Dimensién de Hausdorff - Besicovitch: Se define como “Un
contenido lineal se calcula sumando pasos r elevados al exponente uno, que es la dimen-
sion de la linea recta. Un contenido de superficie se calcula sumando pasos r (donde r
es el lado de cada uno de los cuadrados que compone la superficie) elevados al exponente
dos, que es la dimension del plano. Un contenido de volumen se calcula sumando pasos r
(donde 1 es el lado de cada uno de los cubos que compone el volumen) elevados al expo-
nente tres, que es la dimension del espacio” (Rivera, 2011, p.270)[4].

Contenido = NrP

La Dimension de Hausdorff - Besicovitch, esta dada por la formula:

_ log(N)
log(1/7)

donde, N es el nimero de copias de si mismo, D es la dimension de Hausdorff y r es la
razén de homotecia(razén de similitud).



12

Usando la funcion inversa del logaritmo en ambos lados de la igualdad, obtenemos lo
siguiente:

1 = NP

contenido = NrP

Fractal

“en un sentido genérico es un numero que sirva para cuantificar el grado de irre-
gqularidad y fragmentacion de un conjunto geométrico o de un objeto natural. La
dimension fractal no es necesariamente entera” (Rivera, 2011, p.269)[4],

pero se debe cumplir que su dimensién de Hausdorff debe ser superior a su dimension
topologica.

Existen curvas llamadas de relleno de dimensién n, la cual puede llenar una superficie,

una de estas es la curva de peano o también curva de Hilbert quien hizo una variacion
sobre esta curva. La cual tiene un patron y esta se va uniendo hasta completar el plano

como lo muestra la figura.

.

Figura 2: Iteraciones de la curva de Hilbert.[10]

cuya dimensién topoldgica es 1 y con la iteracion llena el espacio cuya dimensién final es
2, por lo anterior, la dimension de Hausdorff es mayor que la topoldgica y ademas, cumple
con la caracteristica de autosimilitud.

1.2.3. Iteraciones

Las iteraciones consisten en repetir n veces la misma figura o patréon. En los fractales lo
que se itera son las formulas, ecuaciones o el patrén generador dependiendo del fractal. El
problema es como iterar n veces esas ecuaciones o féormulas, si ademas, tenemos en ellos
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numeros complejos, la solucion la encontramos en las computadores. Esta es una razon
técnica por la cual esta geometria lleva no mas de 40 anos.

Con lo anterior, tomemos una figura a estudiar el “Tridngulo de Sierpinski” (ver figura 4),
si nos acercamos cada vez mas en el triangulo, podemos observar que la estructura no va
cambiando, solo que el tamano o escala son distintas a las anteriores y esto es lo que nos
dice Branal3]:

“st alguno ya uso algun software como el Fractint, Ultrafractal, o cualquier otro para
generar imagenes fractales, habrd notado que llega un momento en que la pantalla
irremediablemente se queda en negro o blanco. St son observadores deberian haberse
preguntado por qué paso eso si los fractales en teoria tienen detalles infinitos y
siempre deberiamos encontrar una nueva imagen. Bueno, esto se debe justamente a
lo que hablabamos recién, todavia no se han podido escribir programas con iteracion
infinita”

Si ahora vamos a los fractales naturales como lo son cerros y arboles, y ocupamos la mis-
ma analogia (acercandonos, vemos la misma estructura pero a diferente escala, llegando
a un punto que no se puede seguir descomponiendo), esto nos dice que no son fractales
perfectos, solo existen en el campo tedrico.

1.3. Definicion formal de fractal

“Un fractal es por definicion, un conjunto cuya dimension de Hausdorff-Besicovitch
es estrictamente mayor que su dimension topologica. . . Los conjuntos con D no
entera son fractales” (Mandelbrot, 2006, p.32)[2].

Los conjuntos con dimensién de contenido no entera son fractales, como lo es el Conjunto
de Cantor, quién tiene una dimensién igual a log2/log3 = 0,6309, que es mayor a su
dimension topoldgica la cual es 0. Respetando, naturalmente, la definicion de fractal: la
dimension de Hausdorff-Besicovitch es mayor que la dimension topolégica.

1.4. Fractales lineales y no lineales

En esta seccion presentaremos los conceptos de fractal lineal y no lineal.

1.4.1. Fractales lineales

Son aquellos que se construyen con un simple cambio de escala, como lo son los conjuntos
fractales creados por el hombre con figuras sencillas (rectas, tridngulos, etc.) y la mezcla
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de ellas. Los ejemplos clasicos de fractales lineales son el Conjunto de Cantor, Curva de
Von Koch, Tridngulo de Sierpinski, entre otras.

Si observamos todas esas figuras haciendo un zoom, determinamos que existe un patréon
constante que se va repitiendo infinitas veces.

mm nn mmn wn
e wwne (111 (]

Figura 3: Polvo de Cantor.|2]

%

Figura 4: Curva de Von Koch.[10]

&x

Figura 5: Tridngulo de Sierpinski.[10]
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1.4.2. Fractales no lineales

Son aquellos que estan formados por los ntmeros complejos, debido a esto se les de-
signa el término de cadticos. Estos fractales son generados por computadoras y creados
por el hombre, como lo son el Conjunto de Mandelbrot y el Conjunto de Julia, entre otros.

Figura 7: Conjunto de Julia.[3]

1.5. Numeros Complejos

El sistema de los nimeros complejos se convierte en una herramienta sustantiva para
definir y representar los fractales no lineales. En general, se recuerda que el conjunto de
los niimeros complejos se define como el conjunto:

C=a+bi;a,be R

donde i es tal que cumple las siguientes soluciones
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Ahora, el conjunto C se convierte en el sistema de los niimeros complejos al dotarlo de las
operaciones de adiccion y multiplicacion y con los cuales se satisface los axiomas de cuerpo.

Para precisar veamos brevemente como se aplican los Numeros Complejos en la geometria
fractal, y para ello seleccionamos la ecuacion de Mandelbrot, la cual se define del siguiente
modo.

Zpi1=22+C con Z=X+Yi y C=a+bi.

Reemplazamos los dos nimeros complejos en la ecuacién, y separamos la parte real e
imaginaria, resultando lo siguiente:

Xpp1 = X2—Y2+a,
Yn+1 - 2XnYn + b7

siendo la expresion final de la ecuacién de Mandelbrot que genera el Conjunto.



Capitulo 2

Fractales clasicos

En este capitulo presentaremos ejemplos clasicos de fractales. Histéricamente se recuerda que
Benoit Mandelbrot en el afo 1958, cuando ingresa a trabajar en International Business Ma-
chines Corporation (IMB), realiza un andlisis del ruido y perturbaciones eléctricas, que son
rafagas de errores en las lineas de transmisién de datos. En ellas encuentra unas extranas
figuras que se ven vacias, y que se van iterando en la linea. Lo estudiado de esas rafagas, lo
llevan a deducir que las imagenes son muy poco habituales en las ciencias de la naturaleza,
pero en la matemdtica pura, ya lo habian utilizado George Cantor. Es asi que en el capitulo
se estudia este fractal y otros

2.1. Polvo de Cantor

El Conjunto de Cantor o Polvo de Cantor, fue ideado por Georg Ferdinand Ludwig Phi-
lipp Cantor en 1883, considerado un fractal por antonomasia, ademés de ser el primero
conocido. Como ejemplo del conjunto de longitud cero, tenemos aquellos puntos que se
pueden identificar uno a uno, con todos los puntos de una recta que tiene longitud infinita.

2.1.1. Construccion

El Polvo de Cantor(Figura 3) estda formado por una recta, imaginemos que tenemos una
recta de intervalo [0,1] equivalente a C (recta original), debemos dividir la recta en tres
segmentos iguales, los cuales seran lo intervalos [0,1/3], (1/3,2/3), [2/3,1]. Luego debemos
eliminar el intervalo abierto intermedio, es decir, quitamos el segmento (1/3,2/3). Enton-
ces nuestro C1 sera la unién de los dos intervalos:

C1=1[0,1/3] U [2/3,1]

17
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Ahora, se toma cada intervalo y se realiza el mismo procedimiento anterior, dividir cada
segmento en tres intervalos iguales y el intervalo abierto, o sea, el segmento intermedio,
eliminarlo. Con ese proceso nuestro C2 estaria compuesto asi:

C2 =10,1/9] U [2/9,3/9] U [6/9,7/9] U [8/9, 1]

Una iteracién mas, nos queda:

C3=[0,1/27] U [2/27,3/27) U [6/27,7/27) U [8/27) U [9/27] U [18/27,19/27] U
[20/27,21/27) U [24/27,25/27) U [26/27,1]

Este proceso sigue indefinidamente. Es decir, para obtener a C,, se debe conocer C,,_;.

Como podemos observar en la imagen, y como veremos en los siguientes fractales, su cons-
truccién se obtiene después de infinitas iteraciones de un algoritmo o patrén geométrico
sencillo, en algunos casos.

2.1.2. Caracteristicas y perimetro

El Polvo de Cantor, es un fractal cuya dimensién fractal es Dr = Log2/Log3 = 0, 6309,
siendo un fractal lineal con autosimilitud estricta. Recordemos que su dimensién topolégi-
ca es 0, solo para confirmar que: Dr > Dt = 0,6309 > 0.

“El polvo de Cantor es extraordinariamente dificil de ilustrar. Pues de tan fino y disperso,
resulta invisible. Para ayudar a la intuicion a hacerse una idea de su forma, lo hacemos
mas grueso hasta convertirlo en lo que se podria llamar barra de Cantor’.(Mandelbrot,

2006, P.117)[1].

Cada fractal tiene una figura iniciadora y una generadora, que en el caso del Polvo de
Cantor la figura iniciadora es un segmento [0,1] y su generador estd compuesto por un N
y 1, que son las partes divididas y la proporcion de estas respectivamente, como se nos
presenta en la imagen.

N=2
’ r=1/3

D=log 2/log 3=0,6309

Figura 8: Generador del Polvo de Cantor. [1].
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Variando los datos anteriores, podemos formar distintos fractales con sus respectivas di-
mensiones, aclarando que las nuevas dimensiones las podemos encontrar entre 0 y 1, como
en los siguientes ejemplos:

Si N =2y r=1/4la dimensién de este Polvo de Cantor serd D = log2/logd = 0,5
Si N =3y r=1/5la dimensién de este Polvo de Cantor serd D = log3/logh = 0, 6826
Si N =3y r =1/9 la dimensién de este Polvo de Cantor serd D = log3/log9 = 0,5

Podemos decir, que todos los Polvo de Cantor anteriores son fractales, ya que Dt = 0,
e incluso podemos decir que dos fractales con aspectos muy distintos, pueden tener una
misma dimension.

;,Cudl es la longitud del Conjunto de Cantor, si la longitud del segmento inicial es 17

En cada etapa de la construccion del Conjunto de Cantor, al segmento inicial se le va
quitando sucesivamente.

1,2, 22 23 .. . onl

segmentos cada uno de ellos de longitud igual a:
1 /1\* /1)’ 1\"
37\3/) 7\3) 7 7\3
Por lo tanto, la longitud del Conjunto de Cantor es:

9 9 2 9 n—1
L=1-1/31 14+ = - - =0
i (124 (3) ++ (3)7)

;Una figura de longitud 07 Esta es una de tantas caracteristica de los fractales que llevé a
dejarlos de lado, incluso acunandoles el nombre monstruos. En este fractal podemos ver
claramente las caracteristicas nombradas del capitulo I, como su autosimilitud estricta,
linealidad y patrén bien definido.

respectivamente.

2.1.3. Usos

. Donde podemos encontrar el Polvo de Cantor en la naturaleza? Lo podemos encontrar
en los anillos de Saturno. Antiguamente, se creia que este anillo era tnico, pero con el
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avance de la tecnologia, se fue descubriendo que tenia diferentes cortes produciendo dis-
tintos anillos, hasta que el Voyager(sondas espaciales estadounidense enviada a Jupiter
y Saturno), encontraron un ntmero ilimitado de cortes muy finos, que dejan pasar gran
parte de la luz solar. A este fenémeno se le denomina didfanos.

2.2. Curva de Koch

La Curva de Koch fue creada por Niels Fabian Helge Von Koch, en el ario 1904. Diferen-
ciaremos dos figuras: el Tridngulo de Koch [Figura 9], forma triadica o también llamada
copo de nieve, de la Curva de Koch. Ambas formas tienen una dimensién D = log4 / log3
= 1,2618, con una razén de homotecia (r) igual a 1/3.

2.2.1. Construccion

Construyamos el Triangulo de Koch: esta figura parte con un triangulo equilatero de 1
unidad; luego se divide cada segmento en tres partes iguales de 1/3 y el segmento del
medio se elimina, lo mismo que ocurria en el Polvo de Cantor teniendo que agregar un
tridngulo equilatero en el segmento eliminado (1/3) en cada lado del tridngulo; finalmente
este proceso se tiene que repetir infinitas veces en cada uno de los segmentos que tiene la

nueva figura [Figura 9.

Figura 9: Tridngulo de Von Koch, primeras iteraciones.[10]

Para construir la Curva de Koch, podemos evidenciar que la curva es la iteracion de solo
un lado del Tridngulo de Koch, iterado infinitas veces como nos muestra la [Figura 10].

Figura 10: Curva de Von Koch.[4]

Esta curva es muy sugerente para poder medir la longitud de costas, pero es muy rigida.
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2.2.2. Caracteristicas, area y perimetro

Estudiemos el Triangulo de Koch, tanto su area como perimetro, teniendo en cuenta que
el area de la curva no se puede obtener, pero si del Triangulo de Koch y cada segmento
inicial mide 1 unidad.

Como hemos visto en la construccién de la figura, la cantidad de segmentos que aparecen
es igual a

1, 4, 42, 43, .. 47!

y cada uno de ellos con una longitud

JONONNO)

respectivamente. Por lo tanto, su longitud la podemos expresar de la siguiente forma:

4 n+1
L = lim (—) = 400

n—oo \ 3

Este perimetro es igual, tanto para el tridangulo, como para la Curva de Koch.

Para calcular el area del Triangulo de Koch, tenemos que ver la cantidad de triangulos
que se van agregando en cada secuencia, desde la etapa inicial hasta la general de la cons-
truccion.

3, 3-4,3-4% 3-43, ...,3.4"1
triangulos, cada uno de ellos con area

Ay Ay A Ag

91 927 937 "y Qn

respectivamente. Por lo tanto, el area encerrada por los tridngulos es:

) 4 4 2 4 n—1 8
A:Ao<1+gggrg<l+§+(§) ++<§) >>:5A0

El Triangulo de Koch tiene un perimetro infinito, mientras que su area tiende a un nime-
ro finito. Ademads, esta curva es continua, pero no posee ninguna tangente. Asimismo, el
Polvo de Cantor es un fractal simétrico, con autosimilitud estricta y lineal.
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2.2.3. Usos

La Curva de Koch la podemos relacionar con el contorno de costas, debido a que sus
figura se asemejan mucho entre si. Mandelbrot en su libro “La geometria de la natu-
raleza” plantea la siguiente pregunta: ;Cuanto mide la costa de Bretana? Pensemos que
necesitamos calcular el perfmetro de una costa, como se lo propone Mandelbrot: primero
medimos con una regla de un kilometro la costa; luego hacemos lo mismo, pero con una
regla de un metro; y finalmente con una de 1 centimetro. El nos dice que si vamos dis-
minuyendo el tamano del instrumento de medida, esta serd mas precisa, puesto que con
el instrumento mas pequenio podra recorrer lugares de la costa que no podia hacer con
los instrumentos anteriores, por lo tanto, mientras mas pequeno el instrumento mayor la
medida, que tendera al infinito.

Mandelbrot saca algunas conclusiones respecto a cuanto mide la costa de Bretana, las
cuales son:

a) La mejor aproximacién a un costa no es una curva suave.
b) La curva que mejor la aproxima debe tener una infinidad de puntas (picos).
¢) Los ”picos”se repiten en todas escalas (autosimilares).

El Tridngulo de Koch también lo podemos encontrar en la medicina, en investigaciones
de Ebstein sobre anomalias cardiacas, que en el Tridngulo de Koch(TK)en el corazén se
encuentra una mayor probabilidad de anomalias cardiacas(AE), como se expresa en la
siguiente investigacion:

“Conocer las dimensiones del TK y la situacion del nodo auriculoventricular (AV)
y sus extensiones en la AE puede ser clinicamente 1til en la escena del tratamiento
quirurgico de la valvula tricuspide y electrofisiologico de vias accesorias u otros sus-
tratos arritmicos en las proximidades de la base del TK, para evitar complicaciones
como el bloqgueo AV completo”[12].

2.3. Triangulo de Sierpinski

El matematico polaco Waclav Sierpinski es el creador de las dos figuras restantes del
capitulo a estudiar. El Tridangulo de Sierpinski se creé en el ano 1919, el cual se construye
de la siguiente manera:

2.3.1. Construccion

Construimos un tridngulo equildtero de lado 1 (no necesariamente debe ser equildtero),
este es s6lo un ejemplo y para la vista. Ahora, a cada lado se debe encontrar sus puntos
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medios y se deben unir formando 4 tridngulos internos(equilateros) de lado 1/2 cada uno,
pero el tridngulo del medio se elimina, luego con los 3 tridngulos restantes se tiene que
hacer lo mismo, luego con los 9 y asi sucesivamente como muestra la [Figura 11].

A LG8

Figura 11: Secuencia del Tridngulo de Sierpinski, hasta la iteracién 4.[10]

2.3.2. Caracteristicas, area y perimetro

Podemos observar que con cada paso el triangulo se obtiene 3 triangulos mas pequenos
por cada uno anterior, siendo cada uno semejantes a los anteriores.

Para calcular el area y perimetro, necesitamos la cantidad de tridngulos para r cada se-
cuencia son.

1, 3, 3%, 3, ...,3"

debemos conocer el lado de cada triangulo en cada secuencia

23 (666

respectivamente, por lo tanto, el perimetro de la figura se puede representar como

L =3lim (é) = 00
n—oo \ 2

Ahora para calcular el area de la figura sombreada, necesitamos la cantidad de tridangulos
extraidos en cada secuencia

1,3, 32 33, ... 31

respectivamente, ahora el area de cada uno de ellos es

1 1 1 1
1+4—2+4—3+...+4—n
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respectivamente. Por lo tanto

3 /3\° 3\"
_ _17s — — — —
A=1 47}1—>nolo<1+4+(4) +...+(4)> 0

Una figura con &area cero y con un perimetro infinito es muy contradictorio poder ver
graficamente, como lo pudimos apreciar en la secuencia anterior.

El tridngulo de Sierpinski tiene una dimensién fractal D=log3/log2 = 1,5849 aproxima-
damente.

El Triangulo de Sierpinski como también el Triangulo de Koch tiene una versiéon genera-
lizada en 3D y en este caso es una piramide de base cuadrada que se suele llamar como
el tetraedro de Sierpinski. El método de construccién es andlogo a la figura en 2D solo
que las iteraciones en cada cara del tetraedro se iteran simultaneamente y cada una de
las caras corresponde a un Triangulo de Sierpinski en 2D. La dimension de esta figura es
de 2,3219, como nos nuestra la [Figura 11|

Figura 12: Tridngulo de Sierpinski en su forma 3D, con base cuadrada.[10]

2.3.3. Triangulo de Pascal

Una curiosidad del Triangulo de Sierpinski es una relacion con el tridngulo de pascal que
veremos a continuacion. El triangulo de pascal defina de arriba abajo la suma de sus
coeficientes de cada uno de los términos del desarrollo de un binomio elevado a un niime-
ro natural. Ahora si superponemos el Tridngulo de Sierpinski en el Triangulo de Pascal
siendo ambos de igual tamafo, se puede ver en la [Figura 12].
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Figura 13: Tridangulo de Sierpinski superpuesto al Tridngulo de Pascal.[10]

Podemos observar que en cada triangulo eliminado queda un ntimero par, mientras que
los niimeros impares se encuentran en los triangulos sombreados. Esto mismo lo podemos
ver con los nimeros de pascal en modulo 2, los 1 quedan sobre los espacios sombreados y
los 0 en los espacios en blanco o extraidos.

2.4. Tapete de Sierpinski

Este fractal es muy similar al Tridngulo de Sierpinski, solo que en esta vez se empieza con
un cuadrado y este se divide en 9 cuadrados semejantes al original y congruentes entre
ellos eliminando el cuadrado interior.

2.4.1. Construccion

Ahora construyamos el cuadrado de Sierpinski, comencemos tomando un cuadrado de 1
unidad de medida cualesquiera, a cada lado del cuadrado se debe dividir en tres partes
iguales como lo que ocurria en el Polvo de Cantor, luego unimos los puntos marcados
de cada lado con su opuesto dividiendo el cuadrado original en 9 cuadrados semejante al
original y congruente entre ellos y ademas se debe eliminar el cuadrado central de estos.
Ahora este proceso de debe repetir infinitas veces para formar el Tapete o Alfombra de
Sierpinski como lo muestra la [Figura 14]

Figura 14: Secuencia del Tapete de Sierpinski, hasta la iteracién 4.[10]
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2.4.2. Caracteristicas, area y perimetro

Con lo anterior, veamos las cantidades de cuadrados sombreados o no eliminados y sus
respectivas medidas para calcular la dimensién de la figura.

El ntimero de cuadrados va aumentando de la siguiente manera

1,8, 8, ...,8"

respectivamente, y cada lado del cuadrado mide

2 3
1717 1 ) 1 y et
3 \2 2

respectivamente. por lo tanto la dimension fractal es

&)

D = Log8/Log3 = 1,8927

Este fractal también se puede ver como una generalizacién del Conjunto de Cantor, tra-
zando un linea vertical u horizontal pasando por el centro. El cual se puede observar la
evolucién que tiene la figura en las distintas etapas de su iteracién y finalmente se obtiene
el Conjunto de Cantor.

Ademas como se vio anteriormente en el Triangulo de Sierpinski en su forma 3D podemos
tener una construccion propia de este fractal en 3D con un cubo llamado la Esponja de
Menger o Tapete de Sierpinski en 3D, que se muestra en la [figura 15].

Figura 15: Tapete de Sierpinski en su forma 3D(Esponja de Menger).[10]



27

El Tapete de Sierpinski en 3D, esta formado por 6 caras de la forma 2D de la figura ante-
rior, es una forma generalizadora y las iteraciones se deben ir realizando simultaneamente
para su construccion. Este fractal tiene una dimension de 2,7268.

Podemos encontrar muchas figuras relacionadas a Sierpinski ahora solo nombraremos al-
gunas de ellas como el Pentagono y Hexagono, estas figuras estan unidas por la misma
cantidad de lado de estas como por ejemplo el Pentdgono 5 lados y misma cantidad de
figuras unidas con sus aristas y asi sucesivamente y como es un fractal también tiene una
dimension la cual es 1,7564.

2.4.3. Usos

.Donde podemos usar, encontrar el Triangulo o el Tapete de Sierpinski? La respuesta a
esta pregunta nos la presenta Nathan Cohen, un investigador en el drea militar que se en-
cuentra con los fractales. Esto es lo que nos dice: las antenas que tienen una forma fractal
poseen la cualidad de tener una muy buena banda ancha y la respuesta de frecuencia mul-
tibanda, que se deriva de las propiedades inherentes de la geometria. Ademas, el tamano
es compacto en comparacion a las antenas convencionales, incluso, pueden llegar a ser 4
veces mejor. Simplicidad mecanica y robustez; caracteristicas de la antena fractal, que se
obtienen debido a su geometria, no por la adiciéon de componentes discretos. Finalmente,
el diseno de caracteristicas particulares, contienen multifrecuencias de bandas de rechazo
determinadas, asi como multiples bandas de pasos especificos.

Todas las figuras fractales que hemos visto en este capitulo, tienen muchas cosas curio-
sas respecto a sus areas y perimetros. Es mas, algunas de estas figuras las han llamado
“monstruos de la geometria”.



Capitulo 3

Conjunto de Julia

Gaston Maurice Julia (1878-1929), matematico francés, nacido en Argelia, se le considera
uno de los padres de la geometria fractal -como también a Benoit Mandelbrot-. Fue uno
de los primeros en realizar estudios sobre funciones complejas, que generaban conjuntos
extranos practicamente imposible dibujarlos a pulso, debido a que su longitud era infinita.
A estas figuras se les denomina Conjunto de Julia.

3.1. Dinamica Holomorfa

Antes de estudiar el Conjunto de Julia, debemos conocer un poco sobre Dinamica Holo-
morfa que estudia los sistemas dindmicos que se presenta a continuacion:

“La Dindmica Holomorfa es una rama de las matemdticas que estudia el comporta-
miento asintotico de puntos en el plano complejo bajo iteracion de funciones holo-
morfas (por ejemplo, polinomios, funciones trigonométricas, entre otras). Los orige-
nes de la dindmica holomorfa se remonta a 1920 con los trabajos de Pierre Fatou
y Gaston Julia, dando los fundamentos a la teoria de iteraciones”. (Dimensién y
conjuntos de Julia).

Dado un sistema dindmico complejo, se define el Conjunto de Julia asociado a f, J(f),
como el conjunto de puntos periédicos repulsivos.

Existen varias técnicas asociadas a cada sistema dindmico (dependiendo de la funcién f).
Vamos a describir fundamentalmente la determinacién de los Conjuntos de Julia asocia-
dos a los sistemas dindmicos complejos cuadréaticos, que son los basados en la funcion
f(z) = 2% + ¢, siendo ¢ un nimero complejo.

28
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3.2. Atractor de Julia

Los matemaéticos franceses Pierre Fatou (1878-1929) y Gaston Julia, a principios del siglo
XX, fueron capaces de develar propiedades bésicas de la iteracion de funciones polinémi-
cas complejas.

Los trabajos de Julia y Fatou, estuvieron motivados por un problema propuesto por el
matematico britanico Sir Arthur Cayley, que consistia en encontrar en cuencas de atrac-
cién de los ceros del polinomio z* — 1 = 0 en el plano complejo por el método de Newton.
Las soluciones (ceros) del polinomio son: {1,e%"/3 e?™/3}. Como ya sabemos calcular, el
método de Newton para esta ecuacion, nos proporciona la siguiente funcién iterada.

Z3-1
7 =/ — Zn -
n+1 n 372

Cayley, pretendia responder a la pregunta dénde terminaria la iteracién infinito de un
punto, Z; arbitrario. Recordemos que el conjunto de puntos Z, que desemboca asintoti-
camente, en una raiz que se denomina cuenca de esa raiz. Esta actiia como atractor para
toda su cuenca. Como ya hemos visto las fronteras de las cuencas de atraccién se mostraba
de una complejidad geométrica enorme.

A partir de estos trabajos, Julia intuyé que todo un universo matematico se habria ante
él, al estudiar con una nueva mirada los sencillos polinomios de grado 2. Ciertamente, fue
uno de los pioneros en sistemas dinamicos.

Ahora vamos a mostrar algunas nociones breves de los sistemas dindmicos, para que se
pueda comprender de una manera sencilla la estructuras de los fractales con una base
compleja, entendiendo sus imagenes generadas en los programas computacionales.

Se entendera como sistema dindmico el par (X,f), donde X es un conjunto distinto del
vacio y f una aplicacion f : X — X. Una érbita de X sera la sucesion de valores obtenidos
a partir de x.

Ahora por aplicacién sucesiva de la funcién f, i, e:

{f" X} oo = {z, f(2), f*(2), f*(2), ...}
Tomemos como primer ejemplo la funcién compleja f : C — C, Z — Z% Es decir,
estudiaremos su iteracién.

Zn+1 = Zg

Utilizaremos ahora, la notaciéon polar para visualizar mejor lo que va a ocurrir con cada
punto en nuestra iteracion. Asi, un nimero complejo quedard representado por su médulo
r y su argumento q:
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7 =re

Recordemos ahora el teorema de Moire, que nos permitird facilmente encontrar la poten-
cia de un Numero Complejo:

zm — (7” . 6iq>m = M. eimq

Esto nos ayudaré a determinar la forma econémica del comportamiento asintético, a largo
plazo en nuestra funcion iterada. Si comenzamos con Z = re*? en el paso m-ésimo de la
iteracion:

Figura 14: Atractor del Conjunto de Julia.[10]

Si comenzamos con un Numero Complejo de moédulo r < 1, sucesivamente el modulo
ird disminuyendo hasta tomar el valor » = 0 para m infinito. Al contrario, si r > 1 el
modulo aumentara exponencialmente, tendiendo a infinito. Finalmente, en el caso de la
frontera r = 1, mantendra en un circulo de radio 1 sobre el plano complejo. De modo que
todos los valores posibles del plano Complejo pertenecen a uno de estos dos conjuntos
(Véase en figura 14):

a) Escapan al infinito: Conjunto de escape E.
b) Pertenece recluidos en una regién finita: Conjunto prisionero P.

Ambos conjuntos pueden ser interpretados como cuencas de atraccién: E es una cuenca
del infinito y P exceptuando la frontera r = 1(que separa las cuencas) es la cuenca de
atraccién del atractor r = 0. Justamente la frontera entre cuencas, es lo que se denomi-
nara como Conjunto de Julia. A quién, computacionalmente se le dara colores o en blanco
y negro, siendo E blanco y P negro esto mismo pasara con el Conjunto de Mandelbrot.
En otras palabras, los valores Z que son invariantes frente a la iteracion, constituyen el
Conjunto de Julia o Conjunto J, de forma abreviada. De modo que para esta ecuacion
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de iteracién el Conjunto J consiste en un circulo de radio unidad. Pero Julia centrd su
trabajo en una familia de funciones cuadraticas:

Fo(Z)=27*+C

donde tanto Z como C son Numeros Complejos. Fijado el parametro C establecemos una
funcién cuadratica en concreta.

Observamos que al trabajar funciones Complejas, es equivalente a trabajar con mapas
bidimensionales. En este caso, la familia de funciones cuadraticas es equivalente al mapa
bidireccional:

fi(zy) = (2> =Y?*+a,2zy +b)
donde

Z=x+iy=(x,y) yC=a+b=(a,b)

Asi, el mapa cuadratico de niimeros Complejos puede ser estudiado como una familia de
transformaciones en el plano Complejo.

Hasta ahora, hemos visto el caso mas sencillo de ¢ = 0. Repetimos que el Conjunto de
escape es: Fo = Z :r — oo cuando n — oo y el Conjunto prisionero como: P. = 7 : Z
no pertenece a F¢o es decir, el conjunto complementario de FE..

3.2.1. Conjunto de Julia con C distinto

Ahora veremos distintas imédgenes del Conjunto de Julia para distintos valores de C como
lo muestra la imagen 17
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c = 0.275 c=1/4 B=] c=-3/4
c=-1.312 c=-1.375 c=-2 c=i

c=(+0.285,+0.535) c=(-0.125,+0.750) c=(-0.500,+0.563) c=(-0.687,+0.312)

Figura 17: Conjunto de Julia. extraido en [10].

Como podemos ver en la imagen anterior, se nos muestra el Conjunto de Julia con dis-
tintos valores de C en los Complejos, con cada C el conjunto es unico. En la década de
los 80 recién se pudieron observar estas figuras, exceptuando ¢ = 0 puesto que es una
circunferencia, y todo gracias al avance de la tecnologia en los ordenadores.

Se puede apreciar que cuando c distinto 0, el Conjunto de Julia es autosimilar. Ademés
este conjunto se puede categorizar en conexos e inconexos, siendo la primera y la ultima
imagen de conjuntos disconexos y el resto conexos.

Algunas figuras de las presentadas, reciben distintos nombres, asemejandose a figuras co-
mo lo son cuando ¢ = 1/4 como un brécoli, ¢ = 0 una circunferencia, ¢ = i como dendritas,
o como el conejo de Douady entre otras.

El Conjunto de Julia presenta las siguientes propiedades:

a) Es no vacio.

b) Es un Conjunto invariante hacia delante y hacia atrés.

¢) Es acotado y cerrado.

d) Tiene interior vacio y no tiene puntos aislados (se dice perfecto).



Capitulo 4

Conjunto de Mandelbrot

Luego de revisar el Conjunto de Julia con su iteracion de funciones complejas, con Benoit
nos volvemos a encontrar con estas iteraciones. El Conjunto de Mandelbrot o Conjunto
M es considerado como el objeto geométrico mas complicado creado por el hombre, claro
que usando las herramientas tecnolégicas. Igual como en el Conjunto J, la frontera que
delimita el objeto en el plano complejo es un fractal, siendo tan complicado que su dimen-
sién D es igual a 2. Este conjunto se puede crear en distintos programas como el Fractint,
del cual se obtendran algunas imégenes recopiladas en distintos documentos.

4.1. Caracteristicas

La siguiente imagen muestra el fractal original de Mandelbrot, el cual fue presentado a la
comunidad cientifica a fines de los anos 70, hay que tener en consideracién que la compu-
tacion de esa época no es como la de hoy en dia, que disponemos de imégenes con mayor

calidad.

iy
Wi,

i

Figura 18: Conjunto de Mandelbrot original [10].

Ahora, en el Conjunto de Mandelbrot no estudiaremos tan profundo como lo hicimos con
el Conjunto de Julia, pero si vamos a estudiar su grafica y cudal es la relacién que tiene

33
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con el conjunto anterior.

Tomemos una imagen de buena calidad del Conjunto M y la vamos ampliando. Nos en-
contramos que la figura inicial se vuelve a repetir en diferentes escalas. Podriamos decir
coloquialmente mini-mandelbrot, aclarando que no son claramente idénticas a la anterior
o la que se encuentran cerca de ellas, pero si son todas semejantes entre si. Volvemos a
ampliar y nos volvemos a encontrar con lo anterior descrito, lo cual podemos ver en la
siguiente secuencia de imagenes.

Figura 19: Figura de la izquiera original, de la derecha aplicada un zoom.[10]

Figura 21: Figuras aplicadas el zoom a la anterior.[10]

4.2. Relacién con el Conjunto de Julia

Ahora podemos hacer una primera comparacién con el Conjunto de Julia, que esta rela-
cionada con su autosimilitud estricta, mientras que el Conjunto de Mandelbrot no lo es
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(cuasi-autosimilitud). Todo esto va dependiendo de la zona y del grado de profundidad
que se le de al objeto fractal.

Vamos a mostrar de una forma muy general de como es la construccién de este conjunto,
puesto que para poder dibujarlo, se necesita de un ordenador. El proceso de su iteracion
es el siguiente:

Zn+l = Zi—{'c

donde Z y C son nimeros complejos. Debo dejar claro que el Conjunto de Julia es la ite-
racion de una funcion, mientras que el Conjunto de Mandelbrot es la iteracion de infinitas
funciones. Ademads, sabemos que el valor ¢ determina si el conjunto es conexo o disconexo,
debemos estudiar qué valor de c¢ corresponde a cada uno de ellos.

“Para determinar que los valores de ¢ producen conjuntos conexos y cales disconexos pare-
ce que no nos queda mds remedio que determinar cada conjunto iterando todos los puntos
del plano complejo para cada funcion fc = z2. Afortunadamente se puede demostrar que
basta con iterar el (0,0) para cada funcion fc y la orbita determina la conectividad del
Complejo.

Si la drbita del origen (condicion inicial zy = (0,0)) para la iteracion de f. no escapa al
infinito, entonces:

(1) o bien pertenece al Conjunto de Julia de f,

(2) o bien estd atrapado”

Como conclusion, se vera en el primer caso, el Conjunto de Julia con su forma dendritica;
y el segundo caso, sera topolégicamente hablando de un circulo, por lo que el conjunto
sera conexo.

Por lo tanto, el conjunto de todos los valores de c, tales que sus correspondientes Conjunto
de Julia son conexos, forman en el plano complejo el Conjunto de Mandelbrot, siendo el
Conjunto de Julia, un sub-conjunto de este.

A continuacién, se mostrard una imagen del Conjunto de Mandelbrot, mostrando el lu-
gar del perimetro donde se encuentra el conjunto conexo de Julia, y donde se presentan
las formas mas relevantes de su frontera. Todas estas imagenes, son solo aproximaciones,
porque la calidad de las imagenes se pierde.
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g

<>

Figura 22: Conjunto de Julia en el Conjunto de Mandelbrot.[10]

Hasta ahora hemos visto la gran complejidad que nos tiene el Conjunto de Mandelbrot
”Para los matemdticos realistas”, el conjunto de Mandelbrot es una prueba de sus con-
cepciones filosoficas: el conjunto es tan complejo que no podemos decir que lo hayamos
inventado, sino descubierto. A eso se refieren algunos matemdticos cuando hablan de la
realidad”del Conjunto de Mandelbrot o del nimero pi”.

La matematica es tan abstracta, que ain asi puede regir el orden del universo con esta
nueva geometria que, gracias a los avances tecnologicos, ha podido salir adelante, e inclu-
so, llegando a las aulas.

“En lineas generales, se puede decir que la iteracion se estudio en tres estadios.
El primero, que se ocupaba del caso complejo, estuvo dominado por Pierre Fatou
(1878-1929) y Gaston Julia (1893-1978). Sus publicaciones son obras maestras del
andlisis complejo clasico muy admiradas entre los matemdaticos, aunque demasiado
dificiles . . . El consiguiente resurgir de este campo de investigacion hace que las
propiedades de iteracion sean esenciales para la teoria de los fractales. El hecho de
que los resultados de Fatou-Julia no progresaran por si solos hasta convertirse en el
oritgen de esta teoria mnos sugiere que incluso el andlisis cldsico necesita de la intui-
cion para avanzar, y que los ordenadores pueden ser tutiles para este fin.
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El estadio intermedio incluye los estudios de P.J Myrberg sobre iteracion de apli-
caciones cuadrdticas reales (sobre R), por ejemplo Myrberg (1962), Stein y Ulam
(1964), y Brolin (1965).

El estadio actual ignora en gran medida el pasado, y se concentra en las aplicaciones
de [0,1] en si mismo, como se estudia en Gurel y Rossler (1979), Helleman (1980),
Collet y Eckman (1980), Feigenbaum (1981), y Hofstadter (1981)”.

(Benoit, 2006, p.258)

Gracias a todos estos trabajos sobre la iteracion hemos podido llegar a trabajar con los
fractales.

Nosotros conocemos distintos conjuntos de Numeros, los cuales son: N, Z, Q,I y C. Pero
no son todos los conjunto numéricos que se conocen. Ahora veremos brevemente, el con-
junto de los Cuaterniones, que son nimeros complejos en cuatro dimensiones. El cual se
expresa de la siguiente forma:

qg=a+1ib+jc+ kd

donde a, b, ¢ y d son nimeros reales, mientras que 1, i, j y k son la base vectorial. Sabe-
mos que los nimeros complejos tienen como base el 1 e i, pero en los cuaterniones solo se
agregan dos vectores unitarios j y k perpendicularmente entre si.

El algebra de los cuaterniones esta bien definida, y gracias a esto, este nuevo conjunto
numérico lo podemos ocupar en las formulas generales de los Conjuntos de Mandelbrot y
Julia, claro que las representaciones son mas complejas de obtener en los ordenadores. No
es suficiente el plano para poder representarla, debido que se necesita de un hiperespacio
de cuatro dimensiones para poder graficarla. En este hiperespacio, cada punto representa
a un cuaternion. Asi el conjunto obtenido con este conjunto numérico, seria de cuatro
dimensiones y a partir de un punto del hiperespacio, podemos generar un Conjunto de
Julia también de cuatro dimensiones, algo muy similar cuando se trabaja solo con dos y
con el Conjunto Complejo.



Capitulo 5

Fractales y el Caos

El Caos o sistema cadtico, a finales del siglo XX va teniendo un gran auge, paralelamente
a la geometria fractal. Ambas se van convirtiendo en un concepto cada vez més extendido
por todas las ciencias, dado que gracias a estas, el conocimiento encontré nuevos horizon-
tes.

5.1. Definiciones del caos

La palabra caos, ha sido asociada a la palabra desorden, pero buscando en la DRAE
aparecen tres definiciones 1) Estado amorfo e indefinido que se supone anterior a la orde-
nacién del cosmos, 2) Confusién, desorden 3) Fis y mat. Comportamiento aparentemente
erratico e impredecible de algunos sistemas dindmicos deterministas con gran sensibilidad
a las condiciones iniciales.

La teoria del caos es algo aparentemente contradictorio, puesto que la palabra teoria se
refiere al uso de un conjunto de leyes que sirven para ordenar los conocimientos de ciertos
fenémenos, lo que nos lleva a una contradiccion.

Por lo anterior, ;qué sentido tiene en hablar sobre una teoria del desorden o del caos?
La respuesta a esta pregunta es afirmativa. Tiene sentido porque esta teoria viene a
resolver y mostrar que efectivamente existe un orden subyacente en los aparentemente
mas desordenados e impredecibles de los comportamientos naturales.

“Fl concepto de caos, con su inevitable referencia al orden subyacente en el desorden
resulto muy atractivo desde el primer momento no sélo a la comunidad cientifica,
sino al publico en general’ (Al-Majdalawi, 2005, p. 34)
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5.2. Efecto Mariposa

Esto nos lleva al “efecto mariposa”, que es sélo la punta del iceberg de la Teoria del Caos,
que en este caso es la relacion entre causa y efecto que puede ser visto desde dos puntos de
vista: cualitativo y cuantitativo. Desde la primera perspectiva, las relaciones causa-efecto
puede ser concebidas de varias maneras:

a) Como vinculos unidireccionales: A causa a B, B causa a C, etc. Pero los efectos resul-
tantes no vuelven a ejercer influencia sobre sus causas originales.

b) Como eventos independientes: segin esta concepcién no habria ni causas ni efectos.
Cada acontecimiento ocurriria al azar en independiente de los otros.

¢) Como vinculos circulares: A causa B, y B a su vez causa a A, es decir, el efecto influye
a su vez sobre la causa, como resultado de los cuales ambos acontecimientos son a la vez
causa y efectos. Se trata de los llamados circulos de retroalimentacion, que pueden ser
negativos o positivos.

Lo anterior, esta relacionado claramente con el efecto mariposa, y a su vez, con la famosa
frase “el batir de las alas de una mariposa puede provocar un huracan en otra parte del
mundo”, esta frase puede ser ocupada en distintas materias, como en la psicologia: “las
cosas que hagamos hoy influirdn en nuestro futuro”.

Relacionemos los tres puntos anteriores del efecto mariposa con la teoria del caos, en la
medida que existan procesos aleatorios,el cual se puede adoptar a la postura (b),pero en
los que ciertos procesos no son cadticos, sino ordenados, sosteniendo que si existen vincu-
los causales como los circulos de retroalimentacién, como en la postura (c).

5.3. Teoria del Caos

Entremos ahora en la Teoria del Caos, “Fsta teoria puede ser definida como el estudio
cuantitativo del comportamiento dindmico aperiodico, mostrado por sistemas determinis-
tas no lineales’ (Al-Majdalawis, 2005, p.34)

Tengo que mencionar que el caos, alude a sistemas dinamicos, es decir, son sistemas que
muestran variaciones a través del tiempo. Si estos cambios no mantienen ninguna de las
propiedades o variables en sus distintas repeticiones, la podemos definir como sistemas
dinamico aperiédicos, porque no poseen regularidad aparente.

Todo esto resulta muy admirable, puesto que como dijimos anteriormente, la Teoria del
Caos teniendo un comportamiento aperiédico la podemos describir matematicamente en
conjuntos sencillos, de ecuaciones que manifiestan comportamientos complejos o impre-

decibles.
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Recordemos que cuando vimos el Conjunto de Julia, vimos un poco sobre sistemas dinami-
cos. Esto nos puede decir que existe una relacion entre la geometria fractal y el caos,
relacién que veremos al final de este capitulo.

Entrando en el caos, nos encontramos con el caos determinista. Como la palabra lo dice,
determinar que se refiera a predecir el futuro en este caso de un sistema, teniendo un
sistema anterior.

“El impacto que la formalizacion del comportamiento cactico ha tenido en la cien-
cta de nuestro tiempo es consecuencia del hecho de que vino a romper la concepcion
de la naturaleza que se tenia desde los trabajos de Newton (1643-1727) y Laplace
(1749-1827). Las aportaciones de Isaac Newton estdn estrechamente asociadas con
el establecimiento del determinismo en la ciencia moderna, mientras que el sequndo
filosofo, fisico y matemdtico francés enuncio la mdxima determinista por excelencia
al afirmar que el comportamiento futuro de cualquier sistema podria predecirse si se
conociera con suficiente exactitud los valores de las variables, paramétricas y leyes
que controlan un sistema’ (Al-Majdalawi, 2005, p.35).

Entre ambos podemos decir que es posible predecir el comportamiento futuro, e incluso,
el pasado de los sistemas.

Con lo anterior vemos que el comportamiento de un sistema no es siempre lineal y esto
ocurre cuando los efectos no son proporcionales a las causas.

5.4. El atractor de Lorenz

“Fue Edward Norton Lorenz, que estaba trabajando en el MIT (Massachusetts Ins-
titute of Technology) en un modelo extremadamente simplificado de la conveccion
atmosférica cuando lo describio casualmente en 1963. Un atractor extrano con una
forma de alas de mariposa que jamds se cortaba a si mismo. Un complejo infinito
de superficies separadas. Un insdlito espectdculo geométrico” [11].

El diseno del atractor de Lorenz es un modelo matemético basado en 3 ecuaciones dife-
renciales, conocidas en la fisica de fluidos, a continuacion el modelo:
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Figura 23: Atractor de Lorenz.[10]

Modelo simplificado de Lorenz:

dx

sy~

pn (y — )
d_y = rr—y—x-z
a y

d

d—i — xy_bz

Este tipo de ecuaciones se estudian en la rama de las matematicas denominada calculo.
Pero para calcular las ecuaciones diferenciales es recomendable usar computadores en los
casos mas complejos. Las ecuaciones diferenciales tienen distintos resultados y estos estan
directamente relacionados con las condiciones iniciales de las ecuaciones como lo hemos
visto anteriormente, que las condiciones iniciales afectan en sus consecuencias como el
efecto mariposa.

Como podemos ver en las ecuaciones diferenciales las 3 variables estan en por lo menos
dos ecuaciones esto nos muestra que son variables dependientes una de otras, y al variar
una la otra se vera afectada.

Imaginemos que tenemos 3 variables(temperatura, velocidad del viento y humedad) que se
encuentran en los ejes al formar un cubo. Vamos a un vértice superior derecho donde hace
frio, el viento sopla fuerte y esta lloviendo las 3 variables en su extremo, mientras que en el
vértice opuesto ocurre todo lo contrario con las variables hace claro, no corre viendo y nula
humedad. Ahora ubiquemosno en un punto de ese cubo con una temperatura, velocidad
del viendo y humedad, en condiciones normales si tomamos el recorrido de todas estas
variables en condiciones normales no podemos predecir el comportamiento del recorrido
nos puede expresar el atractor de Lorenz.
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5.5. Propiedades del Caos

Ademas de las caracteristicas, el caos tiene algunas propiedades generales de las cuales
solo veremos 3 para poder comprender mejor este concepto.

5.5.1. Extrema sensibilidad a las condiciones iniciales

Esta caracteristica es la méas significativa, como esta basado en los dos conceptos que
vimos anteriormente como el efecto mariposa y el atractor de Lorez siendo fundamental
para la evolucién de esta teoria.

“Este fenomeno, comiun en la Teoria del Caos, se conoce sensibilidad a las condi-
ctones iniciales: basta un pequeno cambio en estas para que el comportamiento a
largo plazo sea totalmente diferente. Y puesto que es imposible medir con tal alto
grado de precision ninguna variable, la conclusion es que en este tipo de sistemas es
imposible predecir la evolucion futura, particularmente a largo plazo”.[14]

5.5.2. Ubicuidad

“La ubicuidad se refiere a la presencia del caos en gran niumero de sistemas. Esta
propiedad estd presente no solo en el caos sino también en los fenomenos oscilato-
rios(perturbacion periddica). La ubicuidad implica que “el caos se halla por doquier”,
como en el humo que se deshace; en volutas; en la bandera que flamea al viento; el
grifo goteante que va de un chorrito uniforme a uno sin orden ni concierto; en el
tiempo atmosférico; el aeroplano durante el vuelo; los automoviles que se arraciman
en una autopista; el petroleo de los oleoductos subterraneos, los sistemas biologicos
de comportamiento no lineal, etcétera”.[13]

A pesar de su Ubicuidad el caos determinista lleva muy poco tiempo, dado que tiene
una directa relacién con la tecnologias como lo son los computadores. Los célculos que se
deriban son muy tediosos y repetitivos y es por esta razén lo anterior.

5.5.3. Existencia de un camino universal hacia el caos

Podemos encotrar la tercera propiedad como Universalidad como se presenta en el si-
guiente fracmento:

La universalidad denota que el comportamiento cadtico responde a unas pautas uni-
versales y perfectamente determinadas. Para Mitchell Feigenbaum, tenido como el
descubridor de esta propiedad del caos, la universalidad signidica que sistemas di-
ferentes se portan de manera idéntica, en el punto de transicion del orden al caos,
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poruge en los sistemas no lineales hay estructuras siempre iguales, si se consideran
adecuadamente, o sea como estructuras escalares, en las que se ve “como se rela-
cionan los grandes detalles con los pequenos”, pues “las cosas escalares son lo unico
que llega a ser, en algiun sentido, universa”.

5.6. Relaciéon de la Geometria Fractal y la Teoria del
Caos

Caos no es sinénimo de fractal, aunque se habla cotidianamente sobre la relacién de
estos e incluso hay trabajos que ilustran imagenes del caos con iméagines de fractales. La
geometria fractal como la hemos visto, describe los sistemas cadticos que encontramos en
la naturaleza, mientras que los sistemas cadticos no son aleatorios, ni desordenados, solo
lo parecen.

“Las palabras claves del caos son: impredictibilidad, sensibilidad a las condiciones
iniciales, en tanto que el grupo de ecuaciones deterministico describe el fendomeno.
Las palabras claves de los fractales son: autosimilitud e invarianza en la escala.
Muchos fractales no son cadticos como el Triangulo de Sierpinski, o las curvas de
Koch. Aun ast, partiendo de bases distintas, los dos ambitos tienen mucho en comain:
muchos fendmenos cadticos exhiben estructuras fractales (en los atractores extranos
por ejemplo...; la estructura fractal también es obvia en fendmenos cadticos con
sucesivas bifurcaciones como las ecuaciones logisticas o de poblacion)’. [14].

Es por eso que podemos relacionar tanto el caos con los fractales, el fractal se manifiesta
en varios aspecto al caos y podemos encontrar distintas caracteristicas de uno en el otro
como la autosimilitud, caracteristica de los fractales o al revés cuencas de atraccién o
diagramas de bifurcaciones.

Hasta no hace mucho tiempo habia un cédigo impregnado en la comunidad cientifica que
en sistemas sencillos se comportan de manera sencilla y que el comportamiento complejo
era el resultado de causas similares(complejas). Pero la aparicién de la Teoria del Caos y la
Geometria Fractal vienen a desmontar ese prejuicio: los sistemas sencillos pueden dar lugar
a comportamientos complejos o sencillos. Ademas los cientificos han podido comprender
como sistemas que anteriormente se crefan totalmente cadticos, ahora exhiben patrones
predecibles.



Conclusiones

La geometria fractal es una geometria joven, que cumple con ciertas condiciones que po-
see algunas caracteristicas esenciales para poder ser construida. Ademas, existen distintos
tipos y formas ocupando los niimeros complejos, como base en algunas estructuras.

Existen distintos tipos de figuras(montrous) y dimensiones(valores reales entre 0 y 3).
Esta geometria se diferencia de la euclidiana, por no cumplir todos sus postulados.

Tanto el Conjunto de Julia Y Mandelbrot, son construidos por funciones complejas e
incluso el C.M. es formado por cuaterniones, un nuevo conjunto numérico que ayuda en
su construccion.

Existe una relacion entre esta geometria y la teoria del caos, ya que ambas comparten
algunas propiedades y pueden dar solucién a problemas que no los tenian.

La geometria fractal es una geometria que viene a solucionar el dilema de cémo se com-
porta la naturaleza. Esta geometria, es interdisciplicaria, porque abarca distintas areas,
siendo gran parte de ellas muy distintas. Con ella se pueden introducir o ensenar distintos
contenidos en la ensenanza media o superior como lo son sucesiones, series, perimetros,
areas, dimensiones etc.
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