UNIVERSIDAD DEL BIO-BIO
FACULTAD DE EDUCACION Y HUMANIDADES
ESCUELA DE PEDAGOGIA EN EDUCACION MATEMATICA

Teoria de Galois y ecuaciones algebraicas

AUTOR: Riquelme Faundez Edgardo Andrés
PROFESOR GUIA: Basso Basso Ivo Roberto

MEMORIA PARA OPTAR AL TfTULQ DE PROFESOR DE EDUCACION MEDIA EN
EDUCACION MATEMATICA

CHILLAN 2007



II

Al dedicarme al conocimiento de la sabiduria
y a la observacion de todo cuanto se hace en
la tierra, sin que pudiera conciliar el sueno ni
de dia ni de noche, pude ver todo lo hecho por
Dios. jEl hombre no puede comprender todo
lo que Dios ha hecho en esta vida! Por mds
que se esfuerce por hallarle sentido, no lo en-
contrara; aun cuando el sabio diga conocerlo,
no lo puede comprender.

Eclesistés 8:16-17
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Resumen

Resolubilidad por Radicales.

Nuestro objetivo principal consiste en saber si existen férmulas como las de segundo,
tercer y cuarto grado para ecuacién de grado n > 5 lo que en lenguaje técnico es saber
cuando una ecuacién es soluble por radicales.

La primera idea para resolver este problema es ver que los coeficientes de una ecuacién se
pueden escribir en funcién de sus raices por ejemplo para la ecuacién de grado dos tenemos
que:

(7 —ay)(x — ag) = 2% — (o1 + )x +

Por lo que esta ecuacién la podemos escribir como 2% +bx 4+ c donde b = a1 + s y ¢ = ajan
que son funciones racionales que tiene las raices oy, ais como variables, luego aparece /b2 — 4c
que nos hace pasar de una funcién simétrica b* — 4c = (o + @2)? — dajas = (a; — an)? a
Vb? —4de = £(ag — ay), es decir, dos funciones no simétricas.

Ahora veamos que si Ky = K(b,c) y K1 = Ko(vb* —4c) donde K es un cuerpo con
caracteristica cero y que contiene las raices primitivas del unitario, tenemos que como b, ¢ y
todas las expresiones que se pueden obtener con las operaciones del cuerpo quedan invariantes
por las permutaciones de sus raices, luego podemos asociar a Kj el grupo Sy, pero como las
funciones de K7 no son en general simétricas le vamos a asociar el grupo trivial {e} lo que
representaremos en el siguiente esquema:

KO - Kl = Ko(\/ b2 — 4C)
GOISQ D Glz{e}

De manera similar para la ecuacion de tercer grado tenemos el siguiente esquema:

K, — Ky =KyVD) ——— K,=K(E)
Go=8 ——— Gi=4 ——— Gy={e}

Y para la ecuacion de cuarto grado el siguiente:

K, — K K, Ky — K,
G0:S4 E— G1:A4 Gg Gg E— G4:{6}

De esta manera vemos que los métodos para resolver se ven reflejados en una cadena de
subcuerpos a los que les asociamos una cadena de subgrupos. Lo interesante es que para
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encontrar dichas férmulas debemos introducir radicales los que disminuyen el ntimero de
permutaciones de raices que dejan invariantes todas expresiones que se obtienen al operar
con los coeficientes, por lo que a la cada extensién de cuerpo le podemos asociar un grupo
de una cadena que cumple que G; < G;11 y que G;41/G;41 es un grupo ciclico, lo que nos
muestra las condiciones para la definiciéon de un grupo soluble.

Ademds es importante notar que cada extensién es de la forma K, = K;(r) con r? € K;
y asi cada extensién es el cuerpo de descomposicién de un polinomio de la forma z? — r? lo
que nos dejan ver cuéles son las condiciones que cumplen las extensiones en donde podremos
resolver las ecuaciones polinomiales.

Gracias a las observaciones anteriores podemos ver que el siguiente teorema el que seré el
objetivo principal de este trabajo nos da las condiciones necesarias y suficientes para encon-
trar las formulas buscadas.

Teorema de Galois Sea f(x) € K[z] con caracteristica cero y se E su cuerpo de des-
composicion, entonces f(z) es soluble por radicales si y sdlo si G(E/K) es un grupo soluble.

Por ultimo como para la ecuacién de grado mayor o igual que cinco no podemos encon-
trar cadenas de subgrupos similares a las de las ecuaciones de segundo, tercer y cuarto
grado; Como consecuencia tampoco podemos encontrar una férmula para las ecuaciones de
grado superior o igual a cinco.

Teorema Fundamental del Algebra.

Otro de los objetivos de este trabajo sera presentar una demostracién del teorema fun-
damental del algebra. La prueba que veremos aqui se basa en la teoria de Galois y en dos
resultados bastante conocidos. El primero que polinomio de grado impar con coeficientes
reales tiene al menos una raiz real y el segundo que todo nimero complejo tiene una raiz
cuadrada, los que en el lenguaje de extensiones algebraicas se traducen a que toda extensiéon
propia de los reales es de grado par y que no existen extensiones algebraicas de los complejos
de grado dos. Resultados que gracias al teorema fundamental de la teoria de Galois y a uno
de los teoremas de Sylow nos permite probar que los complejos no tiene extensiones alge-
braicas propias, es decir extensiones algebraicas distintas de si misma, lo que es equivalente
a demostrar que todo polinomio no constante con coeficientes complejos tiene al menos una
raiz compleja.
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Introduccion

La resolucion de ecuaciones polinomiales es un problema que ha inquietado al hombre
desde tiempos muy antiguos: los egipcios tenian métodos para resolver ecuaciones simples,
los babilonios desarrollaron métodos para resolver ecuaciones de primer y segundo grado,
incluso algunos casos particulares de ecuaciones ctibicas, los griegos también se dedicaron a
estos problemas pero solo lograron resolver casos particulares de ecuaciones ctibicas.

Tuvieron que pasar varios siglos hasta que fue en el siglo XVI en el que Tartaglia apren-
di6 un método general para resolver la ecuacién ctbica, método que Cardano difundio, sin
embargo, al parecer fue Scipione Ferro el primero en conocer un método para resolverla,
aunque nunca lo publico. Luego Ferrari logro un método para resolver ecuaciones cuarticas,
pero el problema de encontrar una férmula para la ecuacion de quinto grado seguia sin resol-
verse a pesar de que ya D’Alembert en 1746 y mas tarde Gauss en 1799 habian demostrado
el teorema fundamental del dlgebra, que afirma que todo polinomio no constante con coefi-
cientes complejos tiene al menos una raiz. Por lo que el problema ahora no era saber si un
polinomio con coeficientes reales o complejos tenia raices o no, sino saber si estas se podian
expresar en términos de los coeficientes mediante sumas, restas, multiplicaciones, divisiones
y radicales; problema que tuvo que esperar hasta el siglo XIX donde Abel demostro6 la im-
posibilidad de encontrar una férmula general para ecuaciones de grado mayor o igual que
cinco. Finalmente fue Galois quien nos da las condiciones necesarias y suficientes para la
resolubilidad por radicales.

Pero este problema no solo tiene una importancia histérica la cual puede ser motivacional
a la hora de presentar el tema de las ecuaciones polinomiales tanto en la universidad como en
ensenanza media sino también nos permitira conocer distintas las maneras de pensar a la hora
de enfrentar un problema y la comprensién de la necesidad de desarrollar conceptos e ideas
para alcanzar dicho objetivo, desde maneras bastante sencillas como las usadas para resolver
ecuaciones de primer o segundo grado a unas mucho mas elaboradas como las herramientas
de algebra abstracta que son necesarias para demostrar la imposibilidad de resolver mediante
sumas, multiplicaciones y radicales las ecuaciones de grado mayor o igual que cinco.

Este texto no pretende estudiar detalladamente las estructuras de grupos, anillos y cuer-
pos sino mas bien utilizar algunos elementos de estas para presentar la solucion a los prob-
lemas mencionados anteriormente esperando puedan apreciar la belleza e importancia de
dichas estructuras y del algebra abstracta en general.

IX
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Capitulo 1

Ecuaciones de 2°, 3° y 4° grado

A la hora de estudiar ecuaciones de segundo, tercer y cuarto grado vamos a tratar de
reducir estas a casos mas simples que podamos enfrentar con éxito. Esto constituye una
manera de razonar muy comun en matematicas.

1.1. Ecuacién de 2° grado

La ecuacién general de segundo grado es de la forma:
az® +bx +c=0 (1.1)

con a,b,c € Cya#0.
Lo primero que vamos a hacer es reducir esta ecuacion a una donde el polinomio general
de grado 2 asociado a la ecuacion sea moénico por lo que dividiendo por a obtenemos:

P+ br+d =0 (1.2)

b/_b /_c
conb =—-yc =-—.
a a

Luego completando cuadrados y despejando tenemos que:

AN A
<I+§) :T

Por 1ultimo extrayendo la raiz cuadrada y despejamos las soluciones son:

=V £ V0? -4
xr =
2

1.2. Ecuacién de 3° grado

La ecuacién general de tercer grado es de la forma:

az® +br* +cx+d=0 (1.3)
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con a,b,c,d € Cy a # 0. Para resolver la ecuacion de grado tres al igual que en el caso de
la ecuacién de segundo grado es reducir esta ecuacion a una donde el polinomio general de
grado 3 asociado a la ecuacién sea moénico por lo que dividiendo por a obtenemos:

2+ +de+d =0 (1.4)

b &
conb=—-,d=-yd=-.
a a
/
Ahora vamos a usar el siguiente cambio de incégnita y = x + — conocido como una trans-

formacion de Tchirnhausen y asi tenemos que el problema de la ecuacién de tercer grado se
reduce a resolver.

v +py+q=0 (1.5)
3¢ — b2 2% — O/’ + 27d'
——Vq= :
3 27

con p =
4 Cémo resolvemos 1y +py+q=0?

El primero en dar solucién a esta ecuacién fue Scipione Ferro(1465-1526) aunque este
nunca la publicd, sino que antes de su muerte la revelé a uno de sus alumnos, Antonio Maria
Fior, el que no fue un gran matematico y solo conocia la soluciéon de este caso.

Luego fue Niccolo Tartaglia (1500-1577) quien aprendié a resolver la ecuacién de tercer
grado que contenia cubos y cuadrados seguramente reduciendo esta al caso que estudiaremos
a continuacion.

Finalmente fue Cardano en 1545 quien divulgo la solucion de la ecuacion cubica en su
obra Ars magna y no sélo ésta sino también la solucién de la cudrtica que descubrié su
antiguo secretario Luigi Ferrari.

La idea para resolver este caso es suponer que la solucion de la ecuacién es de la forma
u + v entonces sustituyendo en 1.5 obtenemos

u? +v* 4+ 3uv(u +v) +plu+v) +qg=0

Pero si u + v es solucion tenemos que

3uv = —p
w403 = —q
O lo que es equivalente
3
3,3 b
vt = ——
27
w403 = —¢q
Asi u? y v3 son soluciones de
3
2 p
224 qzr — —
LT

Que por la ecuacién de segundo grado tiene por soluciones a

q ¢
S SR - S
S Y



1.2 Ecuacion de 3° grado

Por la simetria de v y v podemos elegir

s _ 4 ¢,
R T
S L
vT VT T
Luego
sl q @ v o3 q 2 p?
TR A TR o7
es una raiz de la ecuacién 1.5.
;5 Cémo obtener las otras raices de y*+py+q=0%?

. , . e q @ P .
Si w # 1 es una raiz cubica de 1 la ecuacién u®> = —5 T + 77 tiene tres soluciones
de la forma

3l q @ p
o= \/ 2"V T T
3] q @ p
vz u’\/ 2 VT Ty
_o2ee ¢ . P
t = \/ SR T
Ademas como v = —— entonces v; = — por lo que tenemos que:
3u 3u;
B P 3 q ¢ p
R T \/2 i o7
N N O I Y L
T TRy, u’\/ > Vit
S Y S S L U
s 3us 2 4 27

Por lo que concluimos que si w # 1 es una raiz cubica de 1 entonces

(1 uy + 1
Y2 U1W+U1u)2
Ys = U1W2+Ulw
2 3 2 3
donde u; = {’/—%Jr qz+§—7yv1: \3/—%— qz+]29—7
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Ejemplo 1.1 Resolver la ecuacion x® — 3z + 2

; 2+ 22+—33+3 2 22+33

T = —= —+ == ———\/—+ =

! 2 4 27 2 4 27
= Y1+ /1-1+Y-1-y1i-1

= V-14+0+v-1-0

Resolucién:

= —14-1=-2
Ty = —w-—w=1
T3 = —w-w=1

1.3. Ecuacién de 4° grado
La ecuacién general de tercer grado es de la forma:
az* +bz® +ca’ +dr+e=0 (1.6)

con a,b,c,d,e € Cya#0.

Al igual que en los casos anteriores la ecuacién de cuarto grado es reducir esta ecuacion a
una donde el polinomio general de grado 4 asociado a la ecuacién sea ménico por lo que
dividiendo por a obtenemos:

st bl +dr e =0 (1.7)

b c d e
conb=—-,cd=—-,d=-yd=-.
a a a a
/
Mediante la siguiente transformacién de Tchirnhausen y = x + 1 el problema de la ecuacién

de cuarto grado se reduce a resolver
y' +py’ +qy+r=0 (1.8)

8¢ — 3b? b3 —4bc + 8d —3b" + 1602 — 64b'd’ + 256¢'
conp=—rg—,q= 3 yr= T .

4 Cémo resolvemos y'+py* +qy+r=07%

El método que utilizaremos fue presentado por Descartes en 1637; De todas maneras cabe
mencionar que como dijimos anteriormente esta habia sido resuelta por Luigi Ferrari en 1545.
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La idea es factorizar de la siguiente manera y* +py*> +qy+r = (y* +jy + 1) (y> — jy +m)
por lo que desarrollando la expresion del lado derecho tenemos que:

l+m—j* = p (1.9)
Jgm—jl = ¢ (1.10)
Im = r (1.11)

Restando y sumando 1.9 y 1.10 tenemos que

q

20 = 24+p—= (1.12)
j

om = 24pitd (1.13)
j

Y reemplazando 1.11 obtenemos la siguiente ecuacién
(5°)° + 2p()* + (p* — 41)j* = ¢* = 0

Entonces por la ecuacién de tercer grado obtenemos j y luego [ y m.

Por tltimo se resuelven ¢ + jy+1 =0y y?> — jy + m =0
Ejemplo 1.2 Resolver la ecuacion x* — 622 — 8x —3 =0

Resolucion: Para encontrar la factorizacién en dos polinomios cuadraticos debemos resolver
(53) — 12(j*)* + 485> — 64 =0

que es lo mismo que
(> =4*=0

lo que implica que
2—4=0

por lo que 7 = £2. Luego usando las ecuaciones 1.12 y 1.13 obtenemos que

4 — 4
I
2
4—-6-4
- - " _ _3
" 2
Asi
2t =622 —8r—3 = (22 +2x+1)(2? + 2z — 3)

= (z+ (x4 1)(z—1)(z+3)

Finalmente las raices buscadas son 1, —3 y —1 con multiplicidad dos.
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Capitulo 2

Cuerpos y polinomios

En este capitulo recordaremos la definicion de cuerpo y estudiaremos las propiedades de
K|z] donde K es un cuerpo, es decir, el conjunto de los polinomios en la indeterminada z
que tienen sus coeficientes en un cuerpo. Ademas veremos algunas propiedades de las raices
de estos polinomios.

2.1. Definicion de cuerpo

El estudio de los cuerpos es fundamental para nuestro objetivo puesto que es la estructura
algebraica ideal para estudiar raices de polinomios debido a que en esta estructura podemos
tanto sumar, restar, multiplicar y dividir sin problemas.

Antes de definir cuerpo recordaremos las definiciones de grupo y anillo las que estaran
presentes en la definicion de cuerpo.

Definicién 2.1 Un grupo G, es un conjunto no vacio provisto de una operacion cerrada *,
tal que se verifican la siguientes propiedades:

1. % es asociativa: g* (hx f) = (g*h) * f.

2. Existe un elemento neutro: 3 e € Glexg=gxe=gV g € G.

3. Euiste el elemento inverso: ¥V g€ G I g /g txg=gxg ' =e.

Un grupo G es abeliano si su operacion * es conmutativa (g h = h* g).
Ejemplo 2.1 Z y Z[\/p| = {a + b\/p [ a,b € Z} con p primo son grupos abelianos.
Ejemplo 2.2 G = {(a,b)/a € Q\ {0},b € Q} con la siguiente operacion:

(a,b) x (c,d) = (ac,ad + b)

es un grupo no abeliano.



8 2 Cuerpos y polinomios

Definicién 2.2 Un anillo A, es un conjunto, provisto de dos operaciones, ® y & (Suma y
multiplicacion), de modo que se verifican las siguientes propiedades:

1. A es un grupo abeliano respecto @.
2. ® es una operacion asociativa en A.

3. Se cumplan las leyes distributivas (a®b) @ ¢ = (a®c) ® (b®c) yc® (a®b) =
(c®a)® (c®D).

Un anillo A se dice conmutativo si su operacion cerrada ® es conmutativa (9 @ h =h® g).
Ejemplo 2.3 M, «,(R) es un anillo no conmutativo.

Ejemplo 2.4 Zx Q x Z = {(z,y,2) /x € Z,y € Q,z € Z} con las siguiente operaciones:
(CL,b,C)@(@,f,g) = (a—{-e,b+f,c+g), (CL,b,C) O] (eafag) = (CL'G,b'f,C'g).
donde + y - son la suma y el producto usual de nimeros reales es un anillo conmutativo.

Observacién 2.1 Desde ahora en adelante anotaremos a @ b como ab.

Definicién 2.3 Un cuerpo K es un anillo tal que K — {0} es un grupo abeliano respecto a
la multiplicacion.

Ejemplo 2.5 Q, R y C son cuerpos.

Ejemplo 2.6 Q(\/p) = {a+0b/p/a,b € Q} con p primo es un cuerpo.

Definicion 2.4 Diremos que un cuerpo tiene caracteristica n, si n es el menor numero
natural tal que 14+ 1+ 14 .... + 1 para n sumandos es igual a 0. St esta suma fuera siempre
distinta de cero se dice que el cuerpo tiene caracteristica cero.

Ejemplo 2.7 R es un cuerpo con caracteristica cero y Z, con p primo es un Cuerpo con
caracteristica p.

2.2. Polinomios

El objetivo de esta seccion es estudiar nociones de anillos de polinomios, puesto que nos

interesa saber que estructura tiene el conjunto de los polinomios con coeficientes en un cuer-
po K.

¢ Qué es formalmente un polinomio?

Definicién 2.5 Sea A un anillo. Un polinomio f(x) con coeficientes en A, es una suma

formal infinita

Z a;r’ = ag+ a1 + ... + az" + ...,

i=0
donde x es una indeterminada y a; € A con a; = 0 para todo i, excepto un numero finito de
valores de subindices.
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Definicién 2.6 Si f(x) es un polinomio es de la forma:

oo
g a;x' = ag+ ar+ ...+ a, " + ...,
i=0

entonces diremos que si para alguna i > 0 es cierto que a; # 0, el mayor de dichos valores de

i es el grado de f(x) y se escribe grad f(x) o también Of(x). De no existir i > 0, entonces
el grado de f(x) es de grado cero .

Observacion 2.2 El grado del polinomio f(x) =0 lo dejaremos sin definir.
Definicién 2.7 Diremos que f(x) € Alx] es un polinomio constante si 0f(x) =0 o f(x) =0

La suma y multiplicacién de polinomios con coeficientes en A estan definidas de la siguiente
manera. Sean f(x) = ag+a;x+ ...+ a,z" + ...,y g(x) = by + byz + ... + b,z" + ..., entonces,
para el polinomio suma tenemos:

f(z)+g(x)=co+crx+ ...+ 2" + ...,donde ¢, = a, + b,

y para el polinomio multiplicacién, tenemos:

n

f(x)-g(z) =dy+ dix + ... + dz" + ..., donde d,, = Zaibn_i

1=0

El conjunto formado por todos los polinomios con coeficientes en un anillo A en la inde-
terminada = es un anillo y lo denotaremos Afz]. La demostracién de que A[z] es un anillo
no es complicada pero si bastante engorroso por lo que la omitiremos.

Si A es un anillo y z;, 9 son indeterminadas, podemos formar el anillo (A[x;]) [x2] el
que es naturalmente isomorfo a (A[zs]) [z1]. Identificaremos estos anillos mediante un iso-
morfismo con A[zy,xs] . Andlogamente podemos definir Alxy, zy, ..., z,] para polinomios en
n indeterminadas con coeficientes en A. Notar que A[xy, xo|,Alxy, z2, x3],..., Alz1, 29, ..., Ty
corresponden a polinomios de varias variables.

é Que estructura tiene K[x]?

Como dijimos al inicio de la seccién nos interesa saber que tipo de estructura es K[z| cuando
K es un cuerpo, es por eso que previamente vamos a recordar las definiciones de algunos
casos especiales de anillo.

Definicién 2.8 Una anillo A con identidad multiplicativa 1, es decir, lx = x1 = x para
todas las x € A es un anillo unitario. Llamaremos unitario a la identidad multiplicativa de
un anillo.

Ejemplo 2.8 Z y Z, para cualquier n en los naturales son anillos conmutativo unitario.

Definicién 2.9 Sia y b son dos elementos distintos de cero de un anillo A tal que ab = 0,
entonces a y b son divisores de cero.
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0 -1

0 0 0 1

(o) (6 30)=(00)

por lo tanto A, B son divisores de cero.

Ejemplo 2.9 Sean A = ( L1 ), B = ( > € Myyo(R) luego multiplicando ambas

matrices tenemos que:

Definicién 2.10 Un dominio entero D es un anillo conmutativo unitario que no contiene
divisores de cero.

Ejemplo 2.10 Z y Z, para cualquier p primo son dominios enteros.

Observacion 2.3 Asi como a través de los enteros podemos construir el cuerpo de los
racionales, a partir de un dominio entero podemos construir el campo de las fracciones de
este dominio entero.

Definicién 2.11 Se dice que un dominio entero D es un dominio euclidiano si existe una
funcion d : D — {0} — N tal que:

1. Para cualesquiera a,b € D — {0}, d(a) < d(ab).

2. Para cualesquiera a,b € D — {0} , existen t,r € A tales que a = tb+r, conr =0 o
d(r) < d(b).

Ejemplo 2.11 Z es un dominio euclidiano con d(a) =| a |.
Ejemplo 2.12 Si K es un cuerpo K[z] es un dominio euclidiano con d (f(z)) = 0f(x).

K[x] es un dominio euclidiano

La importancia de un dominio euclidiano es que en él se tiene un andlogo al algoritmo
de euclides en Z.

Definicién 2.12 Un elemento u de un dominio entero D es una unidad de D si u divide 1,
esto es, si u tiene inverso multiplicativo en D.

Ejemplo 2.13 Los enteros 1 y —1 son unidades en Z y los polinomios constantes son
unidades en K[z| donde K es un cuerpo.

Definicién 2.13 Dos elementos a,b € D donde D es un dominio entero se dicen asociados
st a = bu, donde u es una unidad en D.

Ejemplo 2.14 Los enteros 2 y —2 son asociados en Z vy los polinomios x> —2 y 2x% — 4 son
asociados en Q[x].
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Teorema 2.1 (Algoritmo de la divisién para K[x] ) Sean f(z) = ag+a1z+...+a,x"+
v yg(x) =bo+biz+ ...+ bypx™+ ..., dos elementos de Klx|, con a, y by, distintos del cero
de K ym > 0. Entonces, existen dos polinomios unicos q(x) y r(x) en K[z] tales que

f(x) = g(x)q(x) + r(z)
donde r(x) =0 o el Or(x) es menor que el Jg(x).

La demostracion de este teorema es andloga a la demostracion del algoritmo de Euclides
en Z (ver, por ejemplo, [8])

Definicién 2.14 Si f(x), g(z) € K[x] se dice que d(z) € K[x] es un mdzimo comin divisor
de f(z) yg(x) sid(z)/f(x) yd(x)/g(z) y cualquier otro divisor comin de f(x) y g(x) divide
d(x).

Definicién 2.15 Si f(x),g(x) € Klx] se dice que estos son primos relativos si el mdximo
comun divisor entre ellos es iqual a 1.

Algunas consecuencias importantes

Teorema 2.2 Dados dos polinomios en K[| no simultineamente nulos, tienen un mdximo
comun divisor y es unico salvo unidades.

Demostracién: Sean a(x),b(x) € K[z] supongamos que da(x) > 0b(z)
a(x) = q(x)b(x)+ri(x), 0< Ori(z) < Obx
b(z) = @x)r(x)+r(x), 0< Ory(z) < Ori(x)
ri(z) = gqs(x)ra(x) + r3(z), 0< Ors(z) < Ory(x)
Tk_g(xj = qpa(x)rp_o(x) +rea(z), 0< érk_l(x) < Org_s(x)

El proceso debe terminar para algin r4(z) = 0 pues
Org—1(x) < Org_o(x) < ... < Ori(x) < 0b(x)

y entre 0 y 0b(z) hay un niimero finito de enteros y por lo tanto rx_s(x) = qx(x)rr—_1(x). Como
Tr—1(z)/re_1(x) Arg_1(x) /TK_2(T), entonces ri_1(x) /Tr_3(x) y asi sucesivamente 111 (z)/b(x)
y Tk—1(z)/a(x). Por lo que el mecd entre ri_1(x) y 0 es el mismo que el med entre a(x), b(x)
el que debe ser r_1(x) o Arg_1(x) lo que prueba lo deseado.

Teorema 2.3 Si a(x),b(x) € K[z] — {0} y d(z) es su mdzimo comin divisor, entonces
existen h(z), s(x) € K[z] tales que d(z) = a(x)h(z) + b(x)s(x).

Demostracion: Del teorema anterior tenemos que

a(z) = q(x)b(z)+ ri(z), 0< Ori(z) < Ob(x
b(x) = qx)ri(z) +ri(x), 0< Ory(z) < Ori(x)
ri(z) = gq(x)ra(x) + r3(2), 0< Ors(z) < Ory(x)
rk,4(xj = ;]k,g(a:)rk,g(:c) +rp2(x), 0< érk,g(x) < Org_s(x)

re—3(x) = qo1(x)rp_e(z) + rp_1(x), 0< Orp_q1(z) < Orp_a(x)
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y de la tltima fila obtenemos que 7_1(x) = r5_3(x) — qp_1(z)rr_2(z) andlogamente de la
penultima fila obtenemos que ry_o(z) = rp_4(x) — qr_2(x)rr_3(z) y asi podemos escribir
rr—1(x) = [1 4+ gr—1(2)qe—2(z)|rr_s(z) — qe_1(z)rr_4(z), por lo que repitiendo este proceso
podremos escribir r;_1(z) en funcién de a(x) y b(z). Finalmente como ry_1(x) es igual a d(x)
salvo unidades hemos probado lo deseado.

Corolario 2.3.1 Sia(x),b(z) € K[x]—{0} son primos relativos, entonces existen h(x), s(x) €
K|[xz] tales que 1 = a(z)h(x) + b(x)s(z).

Demostracion: Es consecuencia inmediata del teorema anterior.

Antes de continuar recordemos algunas definiciones.
Definicién 2.16 Sea A un anillo, se dice que un subanillo I es un ideal si:

1.abel=a+bel.
2.a€A=al Cl ylaCl.

Observacion 2.4 Si un ideal I de un anillo con unitario A contiene una unidad u, entonces
I = A, debido a que siu € I tenemos que 1l =u"tu €1 ysia € A tenemos quea=a-1¢€ 1
por lo que todo elemento de A estd en I.

Definicién 2.17 Si I es un ideal diferente de A tal que no existe ningun ideal propio N de
A que contenga propiamente a I diremos que I es ideal mazimal de una anillo A.

Ejemplo 2.15 Los ideales de 7 son de la forma nZ donde n es un entero cualquiera y si p
es un primo los ideales de la forma pZ son ideales mazimales.

No es dificil ver que Z/pZ = Z, es un cuerpo si y solo si p es primo, lo que no es una
casualidad puesto que se puede probar que si A un anillo conmutativo unitario entonces A/
es un campo [ siy sélo si I es un Ideal maximal de A.

Definicién 2.18 Un ideal I # A en un anillo conmutativo A es un un ideal primo si ab € I
implica que a € I 0o b € I para todo a,b € A.

Los ideales de Z de la forma pZ con p primo cumplen la propiedad que si ab € pZ entonces
p divide a a o b lo que motiva el nombre de la definicién anterior.

Definicién 2.19 Un ideal de un dominio D es principal si esta generado por un solo ele-
mento, es decir, si es de la forma (a) = {ra/r € A}.

Un dominio de ideales principales(DIP) es un dominio entero en el que todo ideal I es un
1deal principal.

Ejemplo 2.16 El conjunto (x) de todos los polinomios que tienen término constante igual
a cero en K|x| es un ideal principal.

Teorema 2.4 En un dominio entero, todo ideal maximal es primo.

Demostracion: Si M un ideal maximal en un dominio entero D y ab € M, pero si a € M,
tenemos que M C M+ (a) C Dy como M # M+(a) y M es maximal entonces M +(a) = D,
porloque 1 =m+xa conm € My x € D, de esta manera b = mb + xab luego b € M.
Analogamente si b ¢ M tendremos que a € M lo que prueba que M es primo.
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K[x] es un dominio de ideales principales

Teorema 2.5 Si K es un cuerpo K[z] es un DIP.

Demostracién: Sea I un ideal de K[x]. Si I = {0} entonces I = (0). Ahora si I # {0} y s(z)
es un polinomio en [ tal que ds(x) es minimo en I. Si f(x) € I por el algoritmo de euclides
en K[z| tenemos que f(z) = s(z)q(z) + r(z) donde r(z) = 0 o Or(z) < ds(z). Pero como
r(z) = f(z) — s(z)q(z) y f(x),s(x) € I entonces r(z) € I y como s(x) es el polinomio de
grado minimo en [ tenemos que ds(z) < dr(z) por lo que hace imposible que Or(z) < ds(x).
Por lo tanto r(z) = 0 de manera que f(x) = s(z)q(z) por lo que f(x) € (s(z)) y como esto
se cumple para todo f(z) € I tenemos que I = (s(z)) lo que prueba lo deseado.

Definicién 2.20 Sean f(z),g(x) € Klz|, diremos que g(x) divide a f(x) € K|x] si eziste
q(z) € K[x] tal que f(x) = g(z)q(x), y se denota g(x)/f(x).

Definicién 2.21 Un polinomio no constante f(x) es irreducible sobre K o es un polinomio
irreducible en K[z], si en cualquier factorizacion f(x) = g(x)h(z) de dos polinomios en
K[z], g(x) o h(x) es una unidad .

Ejemplo 2.17 El polinomio f(x) = x? — 3 es irreducible en Q[z]; no obstante f(x) no es
irreducible en Q(v/3)[x]. pues 1* —3 = (v — /3)(z + v/3) € Q(+/3).

Ejemplo 2.18 El polinomio f(x) = z*> + 1 es irreducible en R[z]; no obstante f(x) no es
irreducible en Clz]. pues 2> +1 = (z —i)(x + i) € C[z].

Teorema 2.6 Un ideal (p(x)) # {0} de K|x] es mazimal si y sélo si p(x) es irreducible
sobre K.

Demostracién: =) Supongamos que (p(x)) # {0} es un ideal maximal de K[z] entonces
(p(x)) # Klz] y por lo tanto p(z) no es una unidad en K[x]. Si p(z) no es un irreducible en
K[x] entonces p(z) = f(x)q(z) es una factorizacion de p(z) en K|z] donde f(z) y ¢(x) no
pueden ser una unidad en F'[z] por lo que los grados de f(x) y g(z) son menores que el grado
de p(x), ademds tenemos que p(z) = f(z)q(z) € (p(z)), pero como (p(z)) es ideal maximal
es también un ideal primo lo que implica que f(z) € (p(x)) o q(z) € (p(z)) por lo que p(x)
es factor de f(x) o de ¢(x) lo que es imposible porque el grado de p(x) es mayor que el grado
de ¢(x) y de f(x). Lo que prueba que p(z) es un irreducible en K|[z].

<) Supongamos que p(x) es un irreducible en Kz] y que I es un ideal maximal tal que
(p(x)) C I C K[z] . Como K[x] es un DIP entonces existe un g(z) € I tal que I = (g(z))
entonces tenemos que p(x) = g(x)q(z) y como p(x) es irreducible g(x) o g(z) es una unidad.
Si g(x) es una unidad I = K{z| lo que no es posible porque I es ideal maximal por lo que
q(x) es una unidad entonces tenemos g(z) = p(z)(q(z))~! por lo que g(x) € {p(z)) entonces
(p(x)) = I lo que prueba que (p(x)) es maximal.
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Teorema 2.7 Sea p(x) un polinomio irreducible en K[x]. Si p(x) divide ri(x)rs(z) para
ri(x),ro(z) € Klz|, entonces p(x) divide ri(x) o p(x) divide ro(z).

Demostracién: Supongamos que p(z) es un polinomio irreducible en K[z] tal que p(x) divide
r1(z)re(z), entonces ri(x)ra(x) € (p(z)) y (p(z)) es un ideal maximal y por lo tanto un ideal
primo lo que implica que ri(z) € (p(x)) o ra(z) € (p(x)). Ahora si r(x) € (p(x)) tenemos
que p(z) divide a r1(z) o si ro(z) € (p(x)) tenemos que p(x) divide a ry(x).

Corolario 2.7.1 Sea p(x) un polinomio irreducible en K|x]. Si p(z) divide ri(x)....rp(x)
para ri(x),...,ro(x) € K[z, entonces p(x) divide a algin ri(x),...,rp(x).

Demostracion: Induccién sobre n.

Definicién 2.22 Un dominio entero D es un dominio de factorizacion unica (DFU), si se
satisfacen que:

1. Todo elemento de D que no sea ni 0 ni una unidad se puede factorizar en un nimero
finito de wrreducibles.

2. Sip1...pr Y q1..qs son factorizaciones en irreducibles del mismo elemento de D, entonces
r =5 Yy q; pueden renumerarse de manera que p; Yy ¢; sean asociados.

K[x] es un dominio de factorizacion inica
Teorema 2.8 Si K un cuerpo entonces K|x] es un DFU.

Demostracién: Sea f(z) € K[z] un polinomio no constante. Si f(x) no es irreducible entonces
f(z) = g(x)h(z) donde g(z) y h(x) no pueden ser unidades por lo que los grados de g(x)
y h(x) son menores que el grado de f(z). Si g(x) y h(z) son polinomios irreducibles f(x)
nos detenemos aqui. Si esto no ocurre alguno de ellos se factoriza en polinomios de grado
menor y asi sucesivamente ,pero como el grado es finito este proceso debe terminar por lo
que f(z) = p1(x)pa(z)....pn(x) donde los p;(x) son irreducibles.

Ahora nos falta mostrar la unicidad. Supongamos que f(z) = pi(z)p2(x)....p.(x) y que
f(z) = q(x)g2(x)....q5(x) son dos factorizaciones en irreducibles de f(x) en K[z| donde
r < s entonces p;(x) divide a ¢ (x)ga(x)....qs(x) y por el corolario 2.7.1 p;(z) divide algin
¢1(x),q2(x), ....,qs(x), ahora si suponemos que divide a ¢;(x) y como ¢(x) es irreducible
¢1(x) = pi(x)u; donde u; # 0 es una unidad . Luego si sustituimos ¢;(z) por uip;(z)
tenemos que:

p1(@)p2(2)...pr(2) = pr(@)urge(2)....q5(2)
y cancelando p; a la derecha obtenemos.

po()....pr(x) = u1q2(x)....qs(x)

repitiendo el mismo razonamiento podemos decir que ga(x) = pa(x)ug y reemplazando y
cancelando de la misma manera obtenemos:

p3(2)....0r () = uruzqs(z)....qs(v)
continuado de la misma manera llegaremos a:
1 = wiug..trqryq (2)....q5(T)

lo que es posible si » = s por lo que la igualdad debe ser 1 = wujus...u,, por lo que irre-
ducibles son los mismos salvo por el orden y por factores unidad por lo que los ¢,(x) pueden
renumerarse de manera que p,(x) y ¢,.(x) sean asociados lo que prueba lo deseado.
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2.3. Raices de polinomios

Definicién 2.23 Sea K un subcuerpo de un cuerpo E, a un elemento de E y f(z) =
ap + a1x + ... + a,a™ en Klx|. Entonces « se llama raiz de f(x) siy solo si f(a) = 0.

Teorema 2.9 Un elemento o € K es un cero de f(x) € K[z| si y sdlo si x — « es factor de
f(z) en K[x].

Demostracién: =) Supongamos que para a € K tenemos que f(«) = 0 por el algoritmo de
euclides para K[z existen ¢(z), r(x) € K[z] tales que:

f(@) = (= a)q(x) + r(z)

donde el grado de r(z) es menor que el grado de (z — ) que es igual a 1. Entonces r(z) = ¢
para ¢ € K, luego tenemos que:

Evaluando f(«) tenemos que:
0= fla)=(a—a)g(a) +c=0q(x) +c=0+c=c

Por lo tanto ¢ = 0, entonces f(z) = (z — a)g(x) lo que prueba que (z — ) es factor de f(x).
<) Supongamos que (x — «) es factor de f(z) en K[x] donde a € K, luego como (x — ) es
factor de f(x) existe ¢(x) tal que

ahora evaluando a en f(x) tenemos que:
fl@) = (a —a)q(z) = 0g(x) = 0
lo que prueba que « es raiz de f(z)

Definicién 2.24 Sea a un cero de un polinomio f(x) de K[x]. se dice que tiene multiplicidad

nsi(z—a)"/f(z) y (z—a)"* X f(z).
¢ Cudntas raices puede tener un polinomio?

Corolario 2.9.1 Un polinomio distinto de cero f(x) € K[z] de grado n puede tener a los
mds n ceros en un cuerpo K considerando sus raices mailtiples .

Demostracion: Probaremos este corolario usando inducciéon matemaética sobre el grado del
polinomio:

a a
a) Sin = 1 entonces f(z) = ap + @12 = a4 (—O + m), luego — es el tnico cero. Por lo
ay ay

que f(z) tiene a lo més 1 cero.
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b) Supongamos que todo polinomio de grado n tiene a lo mas n ceros. Ahora lo que
debemos demostrar es que si el grado de un polinomio f(x) es igual a n + 1 tiene a lo més
n + 1 ceros.

Si f(z) no tiene ningun cero entonces el corolario se cumple. Si a es un cero de f(x)
tenemos por la proposicion anterior que f(z) = (z — a)q(z) donde dq(x) = n. Luego por
hipétesis de induccién tenemos que g(x) tiene a los mas n ceros y como los ceros de f(x) son
a y los ceros de ¢(x) tiene a lo mas n + 1 ceros lo que prueba lo deseado.



Capitulo 3

Extensiones de cuerpos

En este capitulo nos concentraremos en presentar el lugar en donde viven las raices de
los polinomios, caracterizando estos conjuntos y estudiando algunas de sus propiedades, las
que seran fundamentales a la hora de conocer la solucion de nuestro problema.

3.1. Introduccion a las extensiones de cuerpo

Como deciamos anteriormente la estructura de cuerpo es ideal para estudiar raices de
polinomios pero a veces es necesario extender estos cuerpos para encontrar dichas raices .

Definicién 3.1 Diremos que el cuerpo E es una extension de K, si K es subcuerpo de E.
Para denotar una extension usaremos E/K o E : K.

Ejemplo 3.1 C es un cuerpo de extension de R y R es un cuerpo de extension de Q.
Ejemplo 3.2 Q(v2) = {a +bv2/a,b € Q} es un cuerpo de extension de Q.

¢ Todo polinomio siempre tiene alguna raiz en algin cuerpo?

Teorema 3.1 (Kronecker) Sea K un cuerpo y sea f(x) un polinomio no constante en
K|z]. Entonces, existe un cuerpo de extension E de K y algin o € E tal que f(a) = 0.

Demostracién: Como K|z] es un DFU, f(z) tiene factorizacién en polinomios irreducibles
en K[z]. Sea p(z) un factor irreducible de f(z). Luego como p(z) es irreducible tenemos que
(p(x)) es un ideal maximal en Klx] y como (p(z)) es un ideal maximal en K[z| entonces
K{z]/{p(z)) es un cuerpo. Veamos que K|[z]|/(p(z)) es una extensién de K. Para esto veremos
que K es isomorfo a algin subcuerpo de K[z]/(p(x)). Consideremos el siguiente conjunto
{a + (p(z))/a € K} y la siguiente transformacién ¢ : K — K]lz]|/(p(z)) definida por
Y(a) = a + (p(x)) para a € K. Es ficil ver que esta transformacién es un homomorfismo
tomando como representante de la clase de (a + (p(x))) precisamente a a, Ademds esta es
uno a uno. En efecto, sean a,b € K entonces si ¢(a) = 1(b), es decir a+ (p(z)) = b+ (p(x))
para a,b € K, tenemos que (a — b) € (p(z)) por lo que p(z) tiene que ser factor de (a — b)
o (a—0b) = 0, pero como a,b € K tenemos que (a — b) € K, no queda otra opcién que
(a —b) = 0 por lo que a = b lo que prueba la inyectividad. Para completar la demostracién
falta ver que existe a € Klz]/(p(z)) tal que f(a) = 0. Si a = = + (p(z)) y suponemos que

17
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p(x) = ag+ a1z + .... + a,z" tenemos que p(a) = ag + a1 (x + (p(x))) + ... + an(z + (p(z)))"
y si elegimos a x como representante de la clase de x + (p(x)) entonces tenemos lo deseado
que p(a) = (ap + a1z + ... + anz™) + {p(z)) = p(z) + (p(z)) = (p(2)) =

Definicién 3.2 Un elemento « de un cuerpo K es algebraico sobre K si f(x) = 0 para
algin f(x) € K(z) distinto de cero. Si a no es algebraico sobre K, es trascendente sobre K.

Ejemplo 3.3 i es algebraico sobre R y /2 es algebraico sobre R.
Ejemplo 3.4 7 y e son trascendente sobre Q.

Observacion 3.1 Sea E/K una extension luego todo elemento a de un cuerpo K es alge-
braico pues es raiz del polinomio x —a € K|z].

Definicién 3.3 Se dice que una extension E/K es:
1. algebraica, si todo o € E es algebraico sobre K.

2. trascendente, si todo o € E es trascendente sobre K.
Ejemplo 3.5 La extension C/R es algebraica y la extension Q(x)/Q es trascendente.

Definicién 3.4 Sea E/K y « un elemento de E; Se llama subcuerpo generado por o al
menor subcuerpo de E que contiene K y a. Denotaremos este conjunto como K(«).

Ejemplo 3.6 R(i) = {a +bi / a,b € R} y Q(v/2) = {a+bv2 / a,b € Q}.

Observacion 3.2 Si « es trascendente sobre K, podemos definir K[a] = {f(a)/f(z) €
K[z]} el cual es un dominio entero. Luego podemos construir el cuerpo de los cocientes que
denotaremos como K () = {q(a)/f( z),q(z) #0 € K[z]} el cual serd el menor subcuerpo de
una extension E que contiene a o y K. Si o es algebraico podemos definir andlogamente a
Kla] y K(«), ademds se puede demostrar que K[a] = K(«) el cual serd el menor subcuerpo
de una extension E que contiene a o y K.

Definicién 3.5 Sea E/K y ay, o, ..., a, elementos de E, se llama subcuerpo generado por
a1, Qa, ..., al menor subcuerpo de E que contiene K y aq, s, ...,a,. Denotaremos este
conjunto como K(ay,ag, ..., ).

Ejemplo 3.7 C(z,y) el cuerpo de fracciones de los polinomios en dos variables sobre C.
Observacion 3.3 No es dificil probar que la interseccion de todos los subcuerpos de E que
contienen K y todas las a; para i = 1,2,...,n es un cuerpo, tampoco es dificil ver que este
serd el menor subcuerpo que cumpla tales condiciones.

Definicién 3.6 Se dice que una extension E/K es simple si E = K(«).

Ejemplo 3.8 Q(v/3 ++/5)/Q y R(z)/R son simples y C(z,y)/C no lo es.
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Observacién 3.4 Una extension puede ser simple aunque este generada por un conjunto de

varios elementos. Por ejemplo porque se puede probar que (@(\/5, \/3) = @(\/§ + \/3)
Teorema 3.2 Si E/K es una extension de K, entonces E es un espacio vectorial sobre K.

Demostracion: Como E es un cuerpo es por definiciéon un grupo abeliano con la suma ademas
las propiedades con del producto por un escalar se cumplen trivialmente por las propiedades
de grupo de la multiplicacién del cuerpo y las propiedades distributivas de la suma respecto
a la multiplicacion en F.

Definicién 3.7 La dimension de E como espacio vectorial sobre K se llama grado de E /K
y se escribe [E : K|. Si el grado es finito se dice que la extension es finita, Si el grado de la
extension no es finito se dice que la extension es infinita.

Teorema 3.3 Si E es un cuerpo de extension finita de un cuerpo K y F' es un cuerpo de
extension finita de E, entonces F' es una extension finita de K, y

[F: K] =[F:FE|[E:K].

Demostracién: Sea {1, as, ..., @, } una base para E como espacio vectorial sobre K y sea
{1, Pa, .., Bm } una base para F' como espacio vectorial sobre E. Para demostrar este teorema
basta con probar que {aj 31, @102, ..., @, B} €s una base para F' como espacio vectorial sobre
K

Primero Veamos que {a;/51, 0102, ..., 4,0} generan F con coeficientes en K. Si x € F
entonces como F es un espacio vectorial sobre E con base {01, B2, ..., Bm }

=Y AfBi=MBi+ X+ .+ Anfln con \; € E (3.1)

=1

Pero como \; € K

Ai = Z MjiQt; = U101 + [2i0 + o flpiQly CON [l € K (3.2)
7=1
Luego reemplazando 3.2 en 3.1 tenemos que:
T = Z (Z MjiOéj) Bi = Zuji (ajBi) con py; € K.
i=1 \j=1 ij

Ahora veamos que los elementos de {a101, a1, ..., a0, } son linealmente independientes.
Supongamos que

Z Z /\jiajﬁi =0 con >\ji e K
i=1 j=1
Lo que es lo mismo que

m

Z < )\jiaj> ﬁ, =0 con )\ji eK
1

i=1 \j=
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Pero como los términos entre paréntesis pertenecen a E y los ;, (2, ..v03,, son una base de
F', tenemos que

n
Z Ajiai; = 0 para todas las i
j=1

Como los a; son una base de £ implica que \j; = 0 para toda las ¢, j.

Lo que prueba lo deseado.

Finalmente como el conjunto {51, a1, ..., @, B} genera y sus elementos son linealmente
independientes son una base de F' como espacio vectorial sobre K.

F

Base{f},}
Base{of,} E

Base{o }
K

Figura 3.1: Torre de cuerpos

Corolario 3.3.1 Si K; es un cuerpo para i =1,...,r y K;11 es una extension finita de K;,
entonces K, es una extension finita de K y

[Kr . Kl] = [Kr . Kr—l][Kr—l . KT_Q] s [Kr . KQ] . [Kr . Kl]

Demostracion: Induccion sobre n .

Definicién 3.8 Se dice que un polinomio de f(x) es mdnico si el coeficiente de mayor grado
de x es igual 1 .

Definicién 3.9 Si « es algebraico sobre K, se dice que f(x) € K[z] es el polinomio minimo
de a si f(x) es monico, o es cero de f(x) y no hay otro polinomio de grado menor con estas
caracteristicas.

Observaciéon 3.5 No es dificil ver que si f(z) es el polinomio minimo de o entonces:
» f(z) es dnico.
» f(z) es irreducible.

» Si g(a) =0 entonces f(x)/g(x).
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Si a es algebraico 5;Cémo son los elementos de K(«o)?

Teorema 3.4 Sea E una extension simple K(a) de un cuerpo K y sea o algebraico sobre
K . Sean >1 el grado del polinomio minimo de «, entonces:

K(a) = {ko+ kia+ ...+ ky_1a"* con k; € K}.

Demostracién: Sea A = {ko + ko + ... + k,_1a™ ! con k; € K'}. Vamos a probar que A es
un subcuerpo de K(«) ya que como K («) es el menor subcuerpo entonces A debe ser igual
a K(a) . Notar que o € Ay que A C K(«) ademds es facil ver que si a,b € A entonces
(a — b) € A lo que prueba que A es un subgrupo abeliano para la operacién suma. Ahora
nos falta ver que A es un subgrupo abeliano para la multiplicaciéon, es decir, que si a,b € A
entonces ab~! € A. Como a,b € A entonces a = ¢i(«) y b = ¢o(a) donde ¢(z),¢2(z) #0 €
K|[z] son polinomios de grado menor que n y ademds si f(x) es el polinomio minimo tenemos
que g2(x) y f(x) son primos relativos entre si, por lo que existen g(z), h(x) € K[z] tales que
1 = f(z)g(x) + ga(x)h(z). Luego si multiplicamos la igualdad anterior por q;(z)(gz(z))™?
tenemos que g1 (2)(q2(2)) ™" = q1(2)(¢2(x)) "' 9(2) f(x) +q1(2) (q2(x)) " g2(x) h(x) que evaluado
en a esigual a g (a)(g2(a))™' = q1(a)h(a). Por dltimo nos falta ver que q;(a)h(c) es de grado
menor que n. Como ¢;(x)h(x) € K[z] por el algoritmo de euclides tenemos que ¢, (z)h(z) =
p(x)s(z) + r(z) con Or(z) < dp(z) = n y evaluado en « tenemos que ¢;(a)h(a) = r(a) lo
que prueba lo deseado.

Corolario 3.4.1 Sea E una extension simple K(«) de un cuerpo K y sea v algebraico sobre

K . Sean > 1 el grado del polinomio minimo de «, entonces {a,...,a" '} es una base de
K(a).

Demostracién: Por el teorema anterior {a,...,a" '} generan K(a) como espacio vectorial
sobre K, luego si estos fueran linealmente dependientes existiria una combinacién lineal
ko+kia+...+k,_1a" ! = 0 con los k; no todos nulos y asf un polinomio kg+kix+...+k,_j2" "
que tiene como raiz a de grado menor que el polinomio minimo =< por lo tanto son
linealmente independientes y asi conforman un base de K(«) sobre K lo que prueba lo
deseado.

Corolario 3.4.2 Sea E una extension simple K (a) de un cuerpo K y sea o algebraico sobre
K . Sean > 1 el grado del polinomio minimo de «, entonces [K(«) : K] = n.

Demostracién: Es consecuencia directa de que {a, ...,a" "'} es un base de K () como espacio
vectorial sobre K.

Ejemplo 3.9 Como la extension @(\4/5) es simple y * + 5 es el polinomio minimo de v/5
sobre QQ tenemos que

Q(V5) = {a+bV5+ V25 +dV125 / a,b,c,d € Q}
donde 1,v/5,v/25, V125 es una base de Q(~V/5).
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Teorema 3.5 Sea E/K y sea f(z) el polinomio minimo de a € E sobre K, entonces

b Klal/(f(x)) — K(a)
con Y(x + (f(x))) = a , define un isomorfismo de cuerpos.

Demostracién: Consideremos el siguiente homomorfismo ¢, : K[z] — K(«a) definido por
¢#(g(x)) = g(a). Es facil ver que ¢ es sobreyectivo ademads el nicleo de ¢ es (f(z)) y asi por
el teorema fundamental del homomorfismo K|z]/{f(z)) =& K(«) y la imagen de = + (f(z))
es a lo que prueba lo deseado.

Ejemplo 3.10 C es isomorfo a R[z]/(z* + 1).

Teorema 3.6 Toda extension finita es algebraica.

Demostracién: Sea F/K una extension finita de grado n y o € E, Ahora consideremos las
siguientes potencias

Si dos de estas potencias son iguales, es decir, o’ = o con i # j implica que o' — o’ = 0 por
lo tanto « es raiz del polinomio 2* — 27 € E[z].

Si todas estas potencias son distintas, Existen coeficientes Ao, A1, ..., A, no todos nulos tal
que Ao + A+ ... + A, a™ = 0 puesto que E es un espacio vectorial de dimension n, lo que
implica que « es raiz del polinomio no nulo A\g + Az + ... + A\, 2" € E[z]

Lo que que prueba lo deseado.

3.2. Cerraduras algebraicas

¢Donde viven las raices de todos los polinomios de K[x]?

Definicién 3.10 Un cuerpo K es algebraicamente cerrado si todo polinomio no constante
en K|x] tiene algin cero en K.

Observacién 3.6 La definicion de cerradura algebraica es equivalente a las cualquiera de
las siguientes condiciones:

» Todo polinomio no constante de K[z tiene todas sus raices en K .
» Todo polinomio de K|z]| se descompone linealmente en K|[z].
» Los polinomios irreducibles en K[x] son de grado 1.

= K no tiene extensiones algebraicas distintas de si misma.
Ejemplo 3.11 C es cerrado algebraicamente.

Observacion 3.7 5% bien es conocido que C es la cerrado algebraicamente tendremos que
esperar hasta el capitulo 4 para dar un demostracion de este resultado.
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Para probar la existencia y la unicidad de las cerraduras algebraicas necesitaremos conocer
algunos elementos de la teoria de conjuntos.

Definicién 3.11 Un orden parcial en un conjunto S estd dado por una relacion <
definida para ciertos pares ordenados de elementos de S tales que se satisfacen las siguientes
condiciones

» a < a para todo a € S, ley refleriva.
w Sia<byb<a, entonces a =b, ley antisimétrica.
s Sia<byb<c entonces a < ¢, ley transitiva.

Definicién 3.12 Un orden total en un conjunto T’ si es parcialmente ordenado y cada
par de elementos a y b enl", son comparables, es decir, sia <b ob < a.

Observacién 3.8 Un conjunto totalmente ordenado generalmente recibe el nombre cadena.

Definicién 3.13 Sea S un conjunto parcialmente ordenado y X un subconjunto de S un
elemento a € S es:

Una cota superior de X si x < a para todo v € X.

Una cota inferior de X si a < x para todo x € X .

Un elemento mazimal de X sia € X yx £ a para todo x € X .

Un elemento minimal de X sia € X ya £ x para todo x € X

Ahora estamos en condiciones de conocer el Lema de Zorn que es lo que utilizaremos para
probar la unicidad y existencia de cerraduras algebraicas.

Lema de Zorn Si S es un conjunto parcialmente ordenado tal que toda cadena en S tienen
una cota superior en S, entonces S tiene al menos un elemento mazximal.

Observacién 3.9 El lema de Zorn es equivalente al axioma de eleccion
Existencia de una cerradura algebraica

Teorema 3.7 Todo cuerpo K tienen una cerradura algebraica, es decir, una extension al-
gebraica K que esta algebraicamente cerrada.

Demostracién: Sea K un cuerpo y sea S = {E; /i € I} el conjunto de todas las extensiones
algebraicas de K ordenado parcialmente a través de la relacién de inclusion usual < de los
subcuerpos.

Sea T' = Ej;; una cadena en S y sea W = Uj FE;;. Notar que W es un cuerpo y ademas es
una extensién algebraica de K por lo que W € S. Ademéds por construccion tenemos que :

E;; < W paratodo E; €T
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Luego W es una cota superior para S.

.. Por el Lema de Zorn existe al menos un elemento maximal.

Sea K este elemento maximal y supongamos que f(x) € K[z] no tiene ningiin cero en K,
luego por el Teorema de Kronecker podemos encontrar K () donde f(a) es una extension
algebraica de K .. K(a) C Sy K < K(a) =< debido a que K es un elemento maximal.
Entonces K es cerrado algebraicamente. Lo que prueba lo deseado.

Teorema 3.8 (Extensién de isomorﬁsm_o) Sea E una extension algebraica de un cuerpo
K, Sea o un isomorfismo de K en K'. Sea K’ una cerradura algebraica de K’, entonces o se
puede extender a un monomorfismo T de E en K' tal que 7(a) = o(a) para todas las a € K.

Demostracién: Considere todos los pares (L, 7) donde L es un cuerpo tal que K < L < E'y
7 es un monomorfismo de L en K’ tal que 7(a) = o(a) con a € K.

Sea S el conjunto de los pares (L, \) en el que se define el siguiente orden parcial (L1, \) <
(Lg,/\g) si L1 S LQ y )\g(a) = >\1<CL) para a € Ll.

Sea T' = {(H;, ;) / i € I} una cadena de S y sea H = |J,.; H;, luego si b € H entonces
b € H; para algtin i € I considere entonces Ay : H — K’ tal que Ay (b) = A\;(b). De esta
manera Ay es un monomorfismo por lo que (H,\y) € Sy (H;, \;)) < (H, \g) Vi € I.

. (H,\y) es una cota superior en S por lo que por el lema de Zorn existe un elemento
maximal (F,7) de S.

Sea 7(F) = F' donde F' < K’. Supongamos que F' # E y sea a € E, pero a € F.

Luego « es algebraico sobre K por lo que también es algebraico sobre F. Sea f(x) el poli-
nomio minimo irreducible de « sobre F'y sea ¢, : F[z|/(f(x)) — F(«) el isomorfismo del
teorema 3.4 y considere 7(f(z)) = g(z) € F'[x] y como 7 es un isomorfismo de F' en F’
tenemos que g(z) es un polinomio irreducible en F'[x] para algiin o/ en K’ debido a que
F' <K'

Luego v, : F'x]/{g(x)) — F'(a’) es también un isomorfismo.

Naturalmente podemos construir otro isomorfismo 7* : F[z]/(f(z)) — F'[z]/(g(x)) tal que
(x4 (f(@)) =z + {9(x)).

Entonces la composicién de transformaciones (v,) ' 7*ty : F(a) — F(a') es un monomor-
fismo de F(a) en K’, por lo que (F,7) < (F(a), (¥a) 7o) =< debido que (F,7) es
maximal. . F=FE.

E— 5 E)

g
K—T 5

Figura 3.2: Extension de isomorfismo
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Unicidad de la cerradura algebraica

Teorema 3.9 Sea K y K’ dos cerraduras algebraicas de K. Entonces, K es isomorfo a K’
bajo un isomorfismo que deja fijo cada elemento de K.

Demostracion: Por el teorema de extensién de isomorfismo 3.8 el isomorfismo identidad puede
extenderse a un isomorfismo 7 : K — K'. Ahora veamos que T es sobreyectivo. Pero por el
teorema de extension de isomorfismo la transformacion 77! : 7(K) — K puede extenderse a
un isomorfismo de K’ en K. Como 77! ya es sobreyectivo, entonces tenemos que T(K) =K'
Lo que prueba lo deseado.

3.3. Extensiones normales y separables

¢ Cudl es la menor extension donde viven todas las raices de un polinomio?

Definicién 3.14 Sea E/K una extension. Se dice que E es un cuerpo de descomposicion
de f(x) € Klz], 0f(z) > 1, si f(x) se descompone en factores lineales en E[x], esto es,
f(z) = k(z — a1)(x — ag)...(x — av,), y no existe ningin subcuerpo propio de E con esta
propiedad.

Ejemplo 3.12 El cuerpo de descomposicion de f(x) = 2" — 1 € Q[x] es Q(e?™/™) .

Unicidad del cuerpo de descomposicion

Teorema 3.10 Para cada f(x) € K|x] eziste un unico cuerpo de descomposicion E de f(x)
salvo isomorfismos que dejan fijo K.

Demostracién: Sean E y E’ dos cuerpos de descomposicién de un polinomio f(x) sobre un
cuerpo K. Sean E y E’ dos clausuras algebraicas de E y E’ respectivamente. Por el teorema
de extensién de isomorfismo o : E — E’ que deja fijo K. Ahora veamos que 7(F) = E'.
Supongamos que Of(x) = n y como E’ es una cerradura algebraica de K tenemos que
flx)=(r—ay) (x—a) ... (x —ay) con a1, ay, ...,a, € B luego B/ = K(ay, as, ..., o).
Ademds como o es un isomorfismo o(F) es también un cuerpo de descomposicién de f(z)
en £ por lo que 0(E) = K(a1, ay, ..., a,,). Lo que prueba lo deseado.

Definicién 3.15 Se dice que una extension algebraica E/K es normal si todo polinomio
irreducible f(x) € K[z| que tiene una raiz en E se descompone en factores lineales en E|x].

¢ Cudndo un polinomio con una raiz en una extension E tiene todas sus raices
en E?

Teorema 3.11 Una extension E/K es normal y finita si y sdlo si E es el cuerpo de des-
composicion de un polinomio de K [x].

Demostracién: =) Sea F = K(ay,..,a,)y f(z) = fi(z)-...- fu(z) donde f;(x) es el polinomio
minimo de «; sobre K y como E es normal y los f;(z) tienen una raiz en E se descompone
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en factores lineales en E[z] y asi el cuerpo de descomposicién de f(x) estd contenido en E y
como estd generado por sus raices coincide con él.

<) Sea FE el cuerpo de descomposicién de un polinomio f(z) € K[z] y sean « y [3 las raices
de un polinomio irreducible en K[x] luego existe un isomorfismo ¢ : K(a) — K(3) que deja
fijo a K. Por otro lado E(«) es el cuerpo de descomposicion de K(«) y E(f3) es el cuerpo
de descomposicién de K(3) y como K(a) y K(B) isomorfos F(/3) puede considerarse una
extension de K (a). Si o € E entonces tenemos que

[E(B) : K()][K(a) : K] _ [E(a) : K()][K(a) : K]

[B(B) - E] = [E: K] - [E: K]

—[E(a): E] =1

por lo que ( tambien esta en E por lo tanto F/K es normal y finita.

Ejemplo 3.13 La extension Q({/p)/Q con p primo no es normal puesto que contiene a solo
una de las raices de x™ — p sobre Q puesto que las otras son nimeros complejos.

Ejemplo 3.14 La extension Q(e2/memnm), /D Y/d)/Q conp y d primos es normal puesto
que Q(e2m/mem(nm) VD, ¥/d) es el cuerpo de descomposicion de (™ — p)(z™ — d) sobre Q.

Definicién 3.16 : Se dice que un polinomio irreducible f(x) € Klx] es separable en K|x]
si no tiene raices multiples (en su cuerpo de descomposicion). Si E/K es una extension
algebraica, se dice que o € E es separable en K|x| si su polinomio minimo lo es. En caso de
que un polinomio o elemento no sea separable se dice que es inseparable.

Definicién 3.17 Se dice que una extension E/K es separable si todo o € E es separable en
K[xz]. En caso de que una extension no sea separable, se dice que es inseparable.

Ejemplo 3.15 La extensién Zs(y )/Zg(y3) es inseparable, puesto que el polinomio minimo
de y sobre Z3(y?) es x® — y* € Zs(y®)[z] que tiene una raiz de multiplicidad tres en Zs3(y)
debido a que 3 — 13® = (v — y)? en Zs(y)[x].

Definicién 3.18 Dado f(z) = ap+ar1x+...+a,2" € K[z|, al polinomio f'(x) = a;+2asx+
.+ na,z" 1, se le llama derivada formal de f(z)

Las siguientes propiedades son consecuencias de la definicién:
Teorema 3.12 Para cualesquiera f(z), g(z) € K[z] y cualquier o € K
1. (f(x) + g(z)) = f'(z) + ¢'(2);
2. (af(z)) = af'(z);
5. (f(z)g(z)) = ['(z)g(z) + f(z)g'(2);
Ejemplo 3.16 Sea f(z) = (x — 2)(x — 3)(z — 5) entonces
Fla) = 1-[@=3)(e—5)]+@—2)1-(—5)+ (31

(x —=3)(x —5)+ (x —2)(x —5) + (z — 2)(z — 3)

 flx) | flm) | f(2)
B :c—2+:c—3+:c—5'
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¢ Cudndo un polinomio tiene raices mailtiples en su cuerpo de descomposicion?

Teorema 3.13 Si f(z) = ag + a1z + ... + a,2™ € Klx] es irreducible, entonces f(x) es
inseparable si y solo si f'(x) = 0.

Demostraciéon: =) Como f(x) es inseparable, existe o en el cuerpo de descomposicién tal
que (x — a)?/f(z) por lo que existe g(x) en el cuerpo de descomposicién de f(z) tal que
f(x) = (x — a)?q(x), luego tenemos que f'(z) = 2(z — a)q(z) + (x — a)?¢'(x) lo que implica
que (x — a)/med(f'(z), f(x)). Como f'(z) # 0 entonces 1 < Omed(f'(x), f(z)) < Of(x) por
lo que med(f'(x), f(z)) es un polinomio no constante de grado menor que f(z) lo que es un
contradiccién, puesto que f(z) es irreducible en K|[z].

<) Supongamos f(x) es separable, luego tenemos que f(z) = u(x — a1)(z — ag)...(x — o)
con o; # «a; en el cuerpo de descomposicién de f(x) sobre K. Entonces tenemos que:

f (=)

T — o

fl(z) = Z fi(z) donde fi(z) =

Como (z — «;)/fi(z) para2 < i <ny (r—a;) X fi(z) se tiene que (z —ay) X f'(z) lo que
es una contradiccién, puesto que f'(x) =0

Teorema 3.14 Si K es un cuerpo de caracteristica cero, todo polinomio irreducible en K|z
es separable. Si K es un cuerpo de caracteristica cero, todo polinomio irreducible en K[z es
separable.

Demostracién: Si f(x) € K|x] es irreducible por el teorema anterior sabemos que si f'(x) =0
entonces f(x) es inseparable. Supongamos que f(z)" = 0 luego ia; = 0 paratodo 1 <i <ny
como en un cuerpo de caracteristica cero 7 = 1+ 1+...4+1 ¢ veces es distinto de cero implica
que a; = 0 para todo 1 < i < n, es decir f(x) es un polinomio constante, lo que prueba lo
deseado.
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Capitulo 4

Teoria de Galois

La teoria de Galois lleva su nombre en honor a Evaristo Galois (1811-1832) que a pesar de
fallecer antes de cumplir 21 anos y de no ser reconocido en su época, fue quien dio respuesta al
problema de la solubilidad de ecuaciones algebraicas por medio radicales y de paso cred una
de las mas hermosas teorias algebraicas.

En este capitulo conoceremos uno de los resultados principales de nuestro estudio, puesto
que aqui veremos bajo que condiciones un grupo finito nos puede entregar informacién rele-
vante acerca de un cuerpo y sus extensiones, ademas, gracias a este resultado, podremos
presentar un demostracion del teorema fundamental del algebra.

4.1. Automorfismos de cuerpo y grupo de Galois

sSe puede asociar un grupo a cada extension de un cuerpo?
Definicién 4.1 Un isomorfismo de un cuerpo sobre si mismo es un automorfismo de cuerpo.

Definicién 4.2 Si o es un isomorfismo de cuerpo E en algun cuerpo que contenga a F,
entonces un elemento a de E queda fijo bajo o si o(a) = a. Una coleccion S de isomorfismos
de E deja fijo un subconjunto K de E si cada a € K queda fijo bajo toda o € S.

Ejemplo 4.1 Considere el cuerpo C luego ¢; —; : C — C definido por ¢; _i(a + bi) = a — bi
es un automorfismo de C y ademds como 1; _;(a + bi) = a + bi cuando b = 0 entonces los
elementos de R quedan fijos por 1; ;. Ahora si 0y es el automorfismo identidad y o1 = 1; _;
tenemos que H = {0¢,01} deja fijo R.

Teorema 4.1 Sea E un cuerpo y K un subcuerpo de E entonces, el conjunto G(E/K) de
todos lo automorfismos de E que dejan fijo K forma un subgrupo del grupo Sg el grupo de
todas las permutaciones de E.

Demostracién: Sean 0,7 € G(E/K) y a € K. Notar que si 7 € G(E/K) entonces 77! €

G(E/K) puesto que si 7(a) = a tenemos que a = 7~ *(a). Ahora veamos que o7 ! € G(E/K),
en efecto 077! (a) = o (77'(a)) = o(a) = a lo que prueba lo deseado.

29
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Teorema 4.2 Sea H un subgrupo de G(E/K). Entonces el conjunto H' de todos los a € E
que quedan fijos bajo toda o € H forman un subcuerpo de E.

Demostracién: Sean a y ben H'y o € H, veamos que (a —b) € H'. Como a,b € H' entonces
o(a) =ay a(b) =b,luego a—b = o(a) —o(b) = o(a—b). Ahora nos falta ver que ab~! € H',
en efecto ab™! = 0;(a)o;(b™!) = o;(ab™!) lo que prueba lo deseado.

Definicién 4.3 Dada un extension E/K, se dice que un automorfismo de E que deja fijos
los elementos de K es un K-automorfismo . Al conjunto G(E/K) formado por todos los
K-automorfismos se le llama grupo de Galois de la extension.

Teorema 4.3 Sea E/K y f(x) € K[z|. Si a € E es un cero de f(x), entonces o(a) con
o € G(E/K) también lo es.

Demostracién: Sea f(z) = ag + a1z + ... + a,2" € Kz] y « es una raiz de f(x) entonces
0 =ag+ aa+ ... + a,a” luego o(0) = o(ag + ey + ... + a,a™) y como ay, as, ...,a, € K
tenemos que 0 = ag + a10() + ... + a,(o(a))™, por lo tanto o(a) también es una raiz de
().

Ejemplo 4.2 G(Q(¢/p)/Q) = {00} donde oy es la identidad y p es un nimero primo .

Como Q(/p)/Q no es normal y los Q-automorfismos envian raices en raices, tenemos que el
unico Q-automorfismo es la identidad.

Ejemplo 4.3 G(Q(v/3,V7)/Q) = {0y, 01,09,03} donde oy es la identidad y 01,05 son los
Q-automorfismo que cumplen o1(v/3) = —/3,01(VT) = V7,00(V3) = V3,0,(VT) = —/T y

03 — 0102.

Como Q(v/3,v/7)/Q) es normal debido a que es el cuerpo de descomposicién del polinomio
q(x) = (2% — 3)(z* — 7) y como los Q-autormorfismos envian raices en rafces estos quedan
determinados por las imagenes v/3, v/7 que también son raices de q(z). Como solo hay cuatro
posibilidades estdn son las que vemos en la siguiente tabla:

Automorfismos | Imagen de V3 Imagen de V7
g0 \/§ \/7
01 _\/§ \/7
o9 V3 —/7
O3 —/3 —/7

Ahora veamos que estos forman un grupo pues

0o | 01| 02| 03

0o | 0o | 01| 02 | O3

01|01 | 0¢g | 03| 02

02 | 02| 03| 0g | 01

03 | 03| 02| 01| O

Claramente G(Q(v/3,v/7)/Q) es un grupo isomorfo al grupo de Klein.
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Teorema 4.4 Sea K C L C E C F una cadena de extensiones algebraicas, donde E/K es
finita normal. Sea o : L — F un monomorfismo que deja fijo K. Entonces se cumple que
o(L) C E y o se extiende a un K-automorfismo de E.

Demostracién: Sea F la cerradura algebraica de F' y por el teorema de extensién de isomorfis-
mo, o puede extenderse a un isomorfismo o* que deja fijo a K. Ahora veamos que o*(E) = E.
Como E es una extensién algebraica de K entonces existe un polinomio f(z) € K|[z] tal que
E = K(ay,as, ..., ) donde oy, ag, ..., a;, son raices de dicho polinomio, luego tenemos que
0*(E) = K(o*(an),0" (), ...,0"(ay,)), ademés por el teorema 4.3 ¢*(c;) es una raiz de
f(x), ademas ¢* actuando sobre {aj,as,...,a,} es una inyeccién de dicho conjunto en
si mismo. Supongamos que o*(ay) = 0*(¢;) implica que o*(ay, — ;) = 0 entonces oy, =
a; y como el conjunto oy, s, ..., o, es finito es un biyeccién, es decir {aq,as, ..., o} =
{o*(v1),0"(2),...,0" () }. Por lo tanto 0*(E) = E y la restriccién de o* a E es el auto-
morfismo buscado.

Teorema 4.5 Sea E/K normal y finita y o, € E son raices de f(x) donde f(z) es el
polinomio minimo irreducible sobre K de a, 3, entonces existe 0 € G(E/K) tal que o(a) = 3.

Demostracién: Como f(z) es el polinomio minimo irreducible y «, 5 € E existen los siguientes
isomorfismo ;! : K(a) — Klz]/{f(z)) y ¥g : K[z]/(f(z)) — K(§) luego la composicién
de estos automorfismos nos dan un K-isomorfismo i : K(a) — K(f3) y por el teorema 4.4
se extiende a K-automorfismo de K. Lo que prueba lo deseado.

4.2. Teorema fundamental de la teoria de Galois

Antes de probar el teorema fundamental de la teoria de Galois debemos probar algunos
resultados previamente.

Teorema 4.6 (Independencia de Dedekind) Sea K un cuerpo y o1, 03, ..., 0, automor-
fismos distintos de K. Si A1, Mg, ..., A\, son elementos de K tales que:

Aoy (@) + Aoe(a) + ... + Aop(a) =0
para todo o € K, entonces \y = g =...= X, =0 .

Demostracién: Supongamos que Ajoq(a) + Agoa(a) + ... + A\yop(a) = 0V a € K ahora
tenemos que probar que \; = Ay = ... =\, = 0.

Supongamos que los \; con ¢ = 1,2, .., n no son todos nulos, entonces podemos suponer que
r es el menor nimero de escalares \; no nulos tales que

Ao (@) + Aog(a) + ... + Ao (o) =0V a € K. (4.1)
Como o, # o, existe f € K tal que o1(3) # 0,(3), ademés af € K y por hip6tesis
)\10'1(Oéﬁ> + )\20’2<C¥ﬁ> + ...+ )\TO'T(Oéﬁ) =0VaeK. (42)

Es decir
Mor(@)o1(B) + Aoz (a)oz(B) + ... + Ao (a)o.(B) =0V a € K. (4.3)
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Ahora multiplicando 4.1 por o,(3) obtenemos
Mo (@)on(B) + Aeoe(a)o.(B) + ... + Mo (a)o. () =0V a € K. (4.4)
Restando 4.4 a 4.3 tenemos que

M1(@) (01(8) = 71(8)) + Aa0a(@) (93(8) — 71(8)) + -+ A (@) (0:(B) — 0 (8)) = 0¥ a € K.
Si N, = N\(o; —0,) coni=1,2,...,r vemos que
Nor(a@) + Nyoo(a) + ... + A _j0,-1(a) =0V a € K.

=<« puesto que 7 los \; con ¢ = 1,2, ..,7— 1 no son nulos y r es el nimero de la combinacién
lineal mas corta.
Lo que prueba lo deseado.

Teorema 4.7 Sea H un subgrupo finito de G(E/K). Si H' es el subcuerpo fijo por los
automorfismos de H, entonces

B H'] =|H|

Demostracion: Sean {«y, as, ..., } unbasede E/H'y H = 01, 09, ..., 0, por lo tanto tenemos
que [E:H =r]y|H|=n

= Supongamos n > r y consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

o1(aq)ry 4os(ar)re +... +ou(a)r, = 0
(71(042)(131 +02<042>.’132 +... +0n(042)$n =0
o)y +og(ap)rs +... +ou(ag)z, = 0

Como n > r el sistema es compatible indeterminado entonces existen soluciones no
triviales A\; = 1, Ao = 9, ..., \,, = x,,, Asi

or(a)M Fog(a)e +... +ou(a))N, = 0conl<i<r.
Pero como {aq, as, ..., @, } es una base, se tiene que:
gr(@)A + oa(a) e + ... + op(a)N\, =0 Va € E.
=< Puesto que los 01, 09, ..., 0, son linealmente independientes por el teorema 4.6.

= Supongamos ahora que n > r y consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

oi1(a)xy 4oi(ag)rs +... +oi(ap)r, = 0
oo(an)zy  +og(ag)rs +... +oa(a)x, = 0
on(ar)ry Hop(az)rs +... Fon(ap)z, = 0

Como r > n el sistema es compatible indeterminado entonces existen en soluciones
no triviales A\y = x1, A = @9, ..., A\, = x,, ademas hay r — n variables que se pueden
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elegir arbitrariamente, supongamos ahora que estas variables arbitrarias son las n —r
primeras. Ahora consideremos los siguientes elementos

A = o(N) Hoe(N) +.. Foa(N) coni=1.2,.r

Como A, Ag, ..., \,,_, son arbitrarios, pueden escogerse de manera que A; sea no nulo
para 1 <i<n—rycomo H es un grupo o(A\;) = A; Yo € H y por lo tanto A; € H'.
Como A\ =21, A0 = X9, ..., \, = T,

oila)\ +oj(ag)re +... Foi(a)N, = 0conj=1,2,.,n
Y multiplicando cada fila por oj_l obtenemos

0}1()\1)a1 —I—Uj_l()\Q)CYg +... +0;'(A\)ay, = Oconj=1,2.,n

J

Como H es un grupo cada 0;1 con j =1,2,...,n debe ser igual a o, con k =1,2,...n
entonces

or(AM)ag +or(A)az +... +or(A\)a, = Oconk=1,2,..n

Por ultimo

ZAZ'OCZ‘ = Zal(ki)ai —+ Z 0'2()\1')061' + ...+ Zan<)\z)az =0
=1 =1 i=1 i=1

=<« Puesto que los A; con ¢ = 1,2, ..,7 no son todos nulos, lo que contradice que los
Qq, Q, ..., . son base.
Por lo tanto n = r lo que prueba lo deseado.

Corolario 4.7.1 Sea H un subgrupo finito de G(E/K). Si H' es el subcuerpo fijo por los
automorfismos de H, entonces

[E : K]
[H : K| =
H|
Demostracién: Como E es una extensién finita de K tenemos que [E : K| = [E: H'|[H' : K],
E: K
reemplazando [E : K| = |H|[H' : K] entonces [H' : K| = [ Wi ], lo que prueba lo deseado.

Ejemplo 4.4 Si H = G(C/R) = {0¢,01} como en el ejemplo 4.1 se tiene que [C : H'| =
[C:R]=2=|H|.

Ejemplo 4.5 Si H = {00,00} C G(Q(V3,VT7/Q) como en el ejemplo 4.8 se tiene que

H' = Q(v3) asf [QVE,V7) : H] = 2= |H| y[H': Q] = 2= ; = [@(ﬁfﬁf -

Definicién 4.4 Se dice que E/K es una extension de Galois si es normal, finita y separable.
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sBajo qué condiciones un grupo nos entrega informacion relavante de un
cuerpo?

Teorema 4.8 (Teorema fundamental de la teoria de Galois) Sea E/K una extension
finita de Galois.

1. Existe una biyeccion entre los cuerpos intermedios K C L C E y los subgrupos de
G(E/L). Esta biyeccion asigna a cada cuerpo L el grupo G(E/L) y a su inversa a cada
grupo H el cuerpo H'.

2. SiK C L CUE,laextension E/L es normal si y sélo si G(E/L) es un subgrupo normal
de G(E/K).

3. 91 K C L CEyE/K esde Galois, la aplicacion r : G(F/K) — G(L/K) dada
por r(o) = ol es un epimorfismo de grupo cuyo nicleo es G(E /L), luego G(L/K) =
G(E/K)/G(E/L).

Demostracion:

1. Para probar que la aplicacién que cada L le asigna G(E/L) es biyectiva primero veamos
que (G(E/L)) = L, es facil ver que L C (G(E/L))" luego nos falta ver que (G(E/L))' C
L. Como E/K es una extensién de Galois y K C L C F entonces E//L es una extension
de Galois. Supongamos que a € (G(E/L)) v que a ¢ L. Como E/L es normal y
separable el polinomio minimo de « sobre L se factoriza totalmente en Elx| y sus
raices son distintas, entonces por el Teorema 4.5 existe un ¢ € G(E/L) que no deja
fijo a a y que lo envia a otra raiz distinta =< puesto que a € (G(E/L))’, por lo tanto
todo elemento de (G(E/L)) esta en L, asi (G(E/L)) = L.

Ahora probemos la inyectividad. Supongamos que G(E/L) = G(E/L') por lo que
(G(E/L)) = (G(E/L")) y como las extensiones son de Galois L = L’ lo que prueba lo
deseado.

Ahora probemos la sobreyectividad. Sea H < G(E/K), es facil ver que H < G(E/H’).
Supongamos que 0 € G(E/H') y que 0 € H entonces |H| < |G(E/H')| =< debido que
|H| =[E : H]|=[E: (G(E/H"))] =|G(E/H'")| puesto que la extension es de Galois.
Asi G(E/H') = H lo que prueba lo deseado. Por lo tanto la aplicacién es biyectiva y
su inversa es la aplicacién que enuncia el teorema.

2. =) Supongamos que L/K es normal, luego L es el cuerpo de descomposicién de algin
polinomio de K[z]. Seaw € Ly 7 € G(E/K) entonces 7(«) € L. Ahorasi o € G(E/L)
tenemos que 7 lo7(a) = 77 lo(7(a)) = 777(a) = a por lo tanto 7 loT € G(E/L) V
o€ G(E/L), es decir, G(E/L)<G(E/K).
<) Supongamos que G(E/L)<G(E/K). Sean «, ( raices de un mismo polinomio irre-
ducible en K[z| de manera que o € L. Ahora veamos que (3 € L, para esto basta con
probar que o(3) = 3. Como « € L luego por el teorema 4.5 existe 7 € G(E/K) tal que
7(a) =By como G(E/L)<G(E/K) si ¢ € G(F/L) implica que 7o € G(E/L) por
lo que 77 'o7(a) = a. Por tltimo o(8) = o(7(a)) = 7(77'o7()) = 7(a) = B lo que

prueba lo deseado.
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3. Primero veamos que r es sobreyectivo. Sea o, € G(L/K) luego oy, por el teorema de
extension de isomorfismo puede extenderse a un automorfismo o de E que deje fijo K
asi (o) = o, lo que prueba lo deseado. Ademés el niicleo de r es G(E /L) puesto que los
elementos cuya imagen es el neutro de G(L/K) deben dejar fijo a L. Por ultimo por el
Teorema Fundamental del Homomorfismo tenemos que G(L/K) = G(E/K)/G(E/L).

Ejemplo 4.6 Hallar todos los subcuerpos del cuerpo de descomposicion E de x* — 9z + 14
sobre Q.

Como z' — 9z + 14 = (2* — 3)(2® — 7) que por el ejemplo 4.3 sabemos que su grupo de Galois
G(Q(V3,V7)/Q) = {00, 01,02,03} donde 0y es la identidad y oy, o son los Q-automorfismo
que cumplen 01(v/3) = —V/3,01(V7) = VT7,00(V/3) = V3,02(VT) = =Ty 03 = 0102, es
isomorfo al grupo de Klein.

Como este grupo tiene sélo tres subgrupos propios (o1),{c2) y (03) por el teorema funda-
mental de la teoria de Galois tenemos que E sélo tiene tres subcuerpos propios:

Ky = (01) = {00,01}, Ky = (03) = {00,092} v K3 = (03)' = {00,03}.

Notar que el conjunto {1,v/3,v/7,1/21} es una base de Q(v/3,/7)/Q.

Por lo tanto B = {\g + M V3 + A\sv/7 + \v/21} v asf no es dificil ver que K; = Q(v/3),
Ky = Q(\/?) y K3 = Q(\/ﬁ)

Por ultimo como el grupo de Klein es abeliano todos sus subgrupos son normales y por
el teorema de Galois todas la extensiones de cuerpo correspondientes a cada subgrupo son
normales.

4.3. Teorema fundamental del Algebra

Para demostrar que C es cerrado algebraicamente previamente debemos probar algunos
resultados acerca de extensiones de R y C. Primero veamos que todas las extensiones de R
son de grado par.

Teorema 4.9 Todo f(x) € Rlx] con Of(x) impar tiene una raiz real.

Demostraciéon: Sea f(z) = ag+a1x+ax®+...+a,2™ € Rlz] y sea t = 1+|ag|+|ar|+...+|a,]|
luego tenemos que t — 1 > |a;| para i = 1,2,..,n. Sea h(x) = f(x) — 2™ entonces tenemos
que:

\h(t)] = ao+ a1t + ast® + ... + a1 "7}
> (=1 +t+2+ ..+t
= t"—-1
< "
|h(t)] < "
= h(t) > —t"
= h(t)+t" > "7
= f&) > 0
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Y ademas tenemos que:

|h(—=t)] = lag — ait + ast® — ... + ap_1t" Y
> (-1 +t++ ..+
= "1
<t
h(=t)] < "
= h(—t) < t"
= h(=t)+ (=t)" < —t"+(—t)"
= f(=t) < 0

Por ltimo por el teorema del valor intermedio existe r € R tal que f(r) = 0 luego f(z)
tiene una raiz real.

Teorema 4.10 Toda extension propia E/R es de grado par.

Demostracion: Sea E una extension finita de R y sea o € E de manera que a ¢ R. Como
no existen polinomios irreducibles en R[z] de grado impar, el grado del polinomio minimo
irreducible de a es de grado par y como [E : R| = [E : R(o)][R(a) : R] y [R(c) : R] es de
grado par entonces [F : R] es de grado par.

Ahora veamos que no existen extensiones de C de grado igual a 2.
Teorema 4.11 Todo g(x) € Clx] con dg(x) = 2 tiene sus raices en C .

Demostracion: Primero veamos que todo niimero complejo z tiene una raiz cuadrada com-
pleja. Como todo z € C lo podemos escribir en forma polar z = re con r mayor que cero
tenemos que v/z = /7 €7 es la raiz buscada. Sea g(z) = 2o + 217 + 2222 € Clz]. Luego por
la féormula de la ecuacién de segundo grado la demostracién se reduce probar que z? — 422,

tiene una raiz cuadrada compleja, lo que es cierto para todo z € C.
Teorema 4.12 No existe una extension algebraica E/C de grado 2.

Demostraciéon: Supongamos que existe una extensién de F/C grado 2, luego debe existir un
polinomio irreducible en C[z] de grado 2 =-<= puesto que todo polinomio en C[z] con grado
igual a 2 tiene sus raices en C.

Antes de dar la demostracién del teorema fundamental del algebra recordemos uno de los
teoremas de Sylow.

Teorema 4.13 (Teorema de Sylow) Sea G un grupo finito, p un nimero primo y n un
niumero natural tal que p™/|G|. Entonces G tiene un subgrupo de orden p".
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Es importante mencionar que el teorema fundamental del algebra fue conjeturado por
Girard y fue demostrado por D’Alembert en 1746 y mas tarde por Gauss en 1799 quien
ademds presenté dos nuevas demostraciones de este resultado en el ano 1816 y otra en
1849 encontrandose con el problema de dar una demostraciéon netamente algebraica de este
resultado.

La demostracion que damos a continuacién tampoco es completamente algebraica, puesto
que para probar el teorema 4.9 tuvimos que recurrir al andlisis.

Teorema 4.14 (Teorema fundamental del algebra) C es algebraicamente cerrado.

Demostracion: Para demostrar que C es algebraicamente cerrado hay que probar que C no
tiene extensiones algebraicas propias. Sea F una extension de C, asi adjuntando o € E que
no este en C obtenemos una extension propia y finita de C.

Podemos suponer que E es una extension propia y finita de C y como existe una extensién
finita normal de R que contiene a E, Podemos suponer que E/R es una extensién finita de
Galois.

Como [E : R] es un nimero par tenemos que [E : R] =2"-m con n > 1y m impar.

Luego |G(E/R)| = 2" - m y por el teorema de Sylow existe un subgrupo H de G(E/R) de
orden 2" y asi [E : H'| = 2" y [H' : R] = m, pero como m es impar y todo extension de
R es de grado par. [H' : R] = 1 por lo que [F : R] = 2" y por lo tanto [E : C] = 2" y
ast |G(E/C)| = 2"! | pero como E/C es una extension propia n—1 > 1 luego por el teorema
de sylow existe un subgrupo N de G(E/C) de manera que |[N| = 2""2 y as{ [E : N] = 2"
y [N’ : C] = 2 =<« puesto que no existen extensiones de C de grado 2.

Observacién 4.1 El problema de encontrar un demostracion totalmente algebraica pasa
porque los reales estdn construidos en funcion de andlisis.
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Capitulo 5

Resolubilidad por radicales

En este capitulo estudiaremos en profundidad las caracteristicas de las extensiones de
cuerpo en las que es posible resolver las ecuaciones polinomiales, conociendo cuales son
las condiciones necesarias y suficientes para encontrar solucién a dichas ecuaciones. Como
consecuencia de estos vamos a concluir que el caso general de grado n no tiene solucion para
n > o.

5.1. Grupos solubles

Como vimos en el capitulo anterior los grupos nos pueden dar informacién importante
acerca de los cuerpos, es por eso que veremos algunos teoremas acerca de grupos que nos
permitiran obtener propiedades importantes de los cuerpos.

Definicién 5.1 Se dice que un grupo G es simple si no tiene subgrupos normales propios.
Definicién 5.2 Sea G un grupo finito, se dice que una cadena de subgrupos de G

e} =G GG GG 5G.=G
es una serie de composicion si G;_1 < G; y G;/G;—1 es un grupo simple para 0 < i < n.
Definicién 5.3 Un grupo finito G es soluble si tiene una serie de composicion

e} =G GG GG 5G, =G
tal que G;/G;_1 sea un grupo abeliano.
Ejemplo 5.1 S5 es un grupo soluble pues tiene la serie de composicion:

{e} € A3 =((1,2,3)) C S5
con cocientes isomorfos a Zs y Zs respectivamente.
Ejemplo 5.2 S, es un grupo soluble pues tiene la serie de composicion:
{e} C(r) C(r,0) C Ay = (1,0,m) C S,

conT=(1,3)(2,4),0 = (1,2)(3,4) yn = (1,2,3) con cocientes isomorfos a Lo, Lz, Lo y Lo

respectivamente.

39



40 5 Resolubilidad por radicales

Antes de continuar recordemos los teoremas de isomorfia

Teorema 5.1 (Teorema de isomorfia) Si f : G — G’ es un homomorfismo de grupos,
entonces el niucleo de f es un subgrupo normal de G y

G/Nuc(f) = Im(f)

Teorema 5.2 (Segundo teorema de isomorfia) Sea G un grupo, H < G y N < G. en-
tonces HN = {hn/n € N,h € H} es un grupo, N<<HN, HN = NH y

HN/N =~ H/(HNN).

Teorema 5.3 (Tercer teorema de isomorfia) Sea G un grupo, H <G y N < G tal que
N < H. entonces
(G/N)/(H/N)= G/H.

Teorema 5.4 Se cumple que:
1. 8i G es un grupo soluble y H < G, entonces H es soluble.
2. 51 G es un grupo soluble y N < G, entonces G/N es soluble.

3. Si G es un grupo y N < G tal que N y G/N son solubles, entonces G es soluble.

Demostracion:
1. Sea {e} =Gy G G1 G Gsy... & Gy, = G una serie abeliana de G, entonces
{e}zGoﬂH;GlﬂH;GzﬂH... ;GHHHIH

Es un serie abeliana de H debido que por el segundo teorema de isomorfia tenemos
que

(G N H)/(Git) = (Gi NVH) /(Gir N (G N H)) = Gy (G5 N H) /Gy

Como G; 1(G;NH)/G;—1 < G;/G;_1 entonces G;_1(G; N H)/G;_1 es abeliano por lo
que (G; N H)/(G;-1) también lo es. Por lo tanto H es soluble.

2. Sea {e} = Gy S G1 G Gsy... G Gy, = G una serie abeliana de G, entonces
{e} = GoN/N S GyN/N S GoN/N... S G,N/N = G/N

Es un serie abeliana de G/N debido que por los teoremas de isomorfia tenemos que

I

Gi/(GiNGioaN) = (Gi/Gim1)/((GiN G2 N) /Gia)

I

Como G;/G,_ es abeliano entonces (G;/G;-1)/((Gi N G;-1N)/G;_1) es abeliano por
lo que (G;N/N)/(G;-1N/N) también lo es. Por lo tanto G/N es soluble.
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3. Sea {e} = Ng G N1 & N,... & N, = N una serie abeliana de N
y {e} = Go/N & Gi/N & G3/N... & G,,/N = G/N na serie abeliana de G/N.
Consideremos ahora la siguiente serie de G

{G}ZNO;]\G;NQ;Nn:GO;GlgGQ;Gm:G
Como (G;/N)/(G;—1/N) es abeliano y G;/G;_1 = (G;/N)/(G;—1/N) esta serie es una

serie de composicién de un grupo soluble. Lo que prueba lo deseado.

Teorema 5.5 Un grupo finito es simple si y solo si es ciclico de orden primo.

Demostracién: <) Sea G un grupo ciclico de orden primo y como |G| ni tiene divisores
entonces GG no tienen subgrupos propios por lo que G es simple y como es ciclico es abeliano,
por lo tanto es soluble.

=) Sea GG un grupo simple y soluble; su tnica serie es {e} < G'y como G es soluble esta serie
es abeliana por lo que G debe ser abeliano. Como G es abeliano todos los subgrupos son
abelianos y por lo tanto normales, pero GG es simple por lo que G no puede tener subgrupos
distintos de los triviales. Sea g € G tal que g # e, asi (g) # {e} , como G no tiene subgrupos
propios G = (g), luego G es ciclico y como G no tiene subgrupos entonces |G| no tiene
divisores, puesto que un grupo ciclico posee subgrupos para los divisores de |G|, por lo que
|G| es un nimero primo.

Corolario 5.5.1 5i G es un grupo soluble, entonces G tiene una serie cuyos factores son
grupos ciclicos de orden primo.

Demostracion: Es consecuencia inmediata de la definicién de grupo soluble y del teorema
anterior.

Teorema 5.6 Sin > 5 entonces el grupo alternado A,, es un grupo simple.

Demostracién:

Primero veamos que A, esta generado por ciclos de longitud 3.

Como todo elemento de A,, se pude escribir como un niimero par de transposiciones veamos
que cada par de transposiciones se puede escribir como un producto de ciclos de longitud 3.
Como un par de transposiciones es de la forma (ay, a2)(as, as) o (a1, az2)(as, az). En el primer
caso (a1, as)(as, as) = (a1, as, as)(as, az,a;) y en el segundo caso (ay, az)(ai, as) = (a1, az, az).
.. toda permutacién de A,, se puede expresar como un producto de ciclo de longitud 3.
Ahora veamos que si N < A,, contiene un ciclo de longitud 3 entonces N = A,,.

Sea (ay,a9,a3) € N y sea 0 € S, un ciclo de longitud 3 existe una permutaciéon 7 € S, tal
que 7 (ay, as,a3)T =0

Si o € A, entonces o0 = 77! (ay,as,a3)T € T NT =N

Si o € B,, tenemos que

o= Tﬁl(ab az,a3)T = 7'71(@37 ar)(as, ag, ar)(ar, az)t™ = ((as, @3)7')71(%, az, ay)((ay, a3)T)

y como 7 € B, (a,a3)T € A, y como (ai,as,a3) € N entonces (¢,b,a) = (a,b,c)"'N
entonces o € N.

.. N contiene a todos los ciclos de longitud 3 asi A, C N. Asi N = A,,.

Por 1ltimo vamos a probar por induccién sobre n que A,, es simple para n > 5
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5.2.

a)

Sin =5, es decir, debemos probar que As es simple. Si N <<A5; y N # {e} un elemento
de N es de la forma (a1, as,a3), (a1, asz, ag, ay, as) o (ay,as)(as, ay)

Si N contiene un elemento de la forma (ay, as, as) entonces N = As

Si N contiene un elemento de la forma (aq, az, as, as, as) entonces

(ah 2,03, 4, a5)((a1, ag)(a4, a5))_1(a1, 2,03, 4, a5)((a1, GQ)(CM, as))
(au G2, a3, A4, a5)(a5, a4)(a2, 01)(a1, G2, a3, G4, 615)(CL1, @2)(664, Cb5)

- (a27a5aa3>

. (ag,as,a3) € N entonces N = A
Si N contiene un elemento de la forma (ay, as)(as, as) sea as un elemento distinto de
ai, as, as, a4 entonces

(a1, az)(as, as))(as, as, a5>71((a17 az)(as, as))(a1, as, as)

= (al,ag)(ag,a4)(a5,a2,al)(al,ag)(ag,a4)(a1,a2,a5) = (al,a57a2)
. (a1,as,a9) € N entonces N = A

Supongamos que A,, es simple. Ahora lo que debemos demostrar es que A,,;1 es simple.
Sea N < A,+1y N # {e}. Notar que podemos identificar A,, con el conjunto de las
permutaciones de A,11 que dejan fijo a n 4+ 1. Por lo que A, < A,.1.

Notar que NN A, < A,, y como A, es simple por hipétesis de induccién , tenemos que
NNA, =A4,o0NnNA, #{e}. Supongamos que NN A, # {e} yseac € Ncono #ey
o(n+1) = j # n+1. Notar que la longitud de o es mayor que 3 puesto que ¢ no puede
ser un transposicién porque o € A,, y o no es de longitud 3 puesto que asi tendriamos
que N = A, 11, luego podemos encontrar k, [ distintos entre si y distintos de j y n + 1
tal que o(k) =1. SeaT = ((n+1,5)(k,1,s,t))to((n+1,7)(k,l,s,t)) con s,t elementos
distintos de los anteriores y como ((n + 1,7)(k,l,s,t)) € A, tenemos que 7 € N y
asi o7 € N. Notar que o7(n+ 1) =n+ 1y or(k) = s, asl o7 # e pero o7 € N € A,
=<« Por lo tanto NN A, = A, y a,+1 contiene a todos los ciclos de longitud 3 de A,
entonces N = A, 1.

Extensiones radicales

Definicién 5.4 Un extension de cuerpos E/K se dice radical si eziste una cadena de sub-
Cuerpos:

K=FE,CE, CE,C..CE,

con E C E,, tales que para cada 0 < i < n tenemos que E; = E;_1(a;) donde o] € E;_1 y
m; son naturales no nulos.

Definicién 5.5 Un polinomio f(x) € K[x] se dice soluble por radicales si su cuerpo de
descomposicion es una extension radical.
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Ejemplo 5.3 El polinomio x% — 6x® + 3 es soluble por radicales puesto que su cuerpo de

descomposicion Q(v/6,w, o, 3) con w = e, a=13-6 y B=+/3+6 es radical como

vemos en la siguiente cadena
Q c Q(V6) € Q(V6,w) € Q(V6,w,a) C Q(V6,w, a, §).

Teorema 5.7 Sea E/K una extension radical podemos modificar la cadena de subcuerpos
de la definicion a
K=Ky,CK, CKyC..CKy

con propiedades andlogas de forma que Ky D E, y Ky/K sea normal.

Demostracion: Probaremos este teorema usando induccion matematica sobre n la longitud
de la cadena inicial.

a) n = 1 luego la cadena inicial es K = Ey C E; con F; D FE tal que By = Ey(ay)
con af" € FEy. Ahora si anadimos las raices de 2™ — )" obtenemos un cuerpo de

descomposicion K; de K tal que Ky D E; y asi la cadena deseada.

b) Supongamos que se cumple para una cadena de longitud n entonces ahora debemos
probar que se cumple para una cadena de longitud n + 1.
Por hipétesis de induccién tenemos que si K = Fy C F; C ... C E, con £, D FE
tal que E; = E;_1(q;) con o" € E;_; es la cadena de una extension radical entonces
K=KyCK; C..CKycon Ky D FE, es otra cadena con propiedades andlogas de
manera que Ky/K normal. Asi Ky es el cuerpo de descomposicion de un polinomio
f(z) € K[z] y si q(x) es el polinomio minimo de a4 sobre K'y 81 = 11, B2, -y B
sus raices y sea K’ es cuerpo de descomposicién de f(z)g(x) € K[z] luego existe
0; € G(K'/K) con 1 <i <k tal que 0;(ans1) = i y como o 71" € E,, C Ky y Ky es
normal o;(a,71") = 47" € Ky. Por dltimo si Kyy; = Kyyi-1(6;) para 1 <i <k se
tiene la extensién deseada K = Ey C Ky C ... C E, C Ky C Kny1 C ... C Kyyy con
K'= Kny, D Eny1 = Ep(ans).

Definicién 5.6 Un polinomio f(z) € K[x] es soluble por radicales si su cuerpo de descom-
posicion es una extension radical de K.

Teorema 5.8 Sea E/K una extension de Galois y w € K una raiz n-ésima del unitario con
n € N, entonces si E es el cuerpo de descomposicion sobre K de un polinomio de la forma
x? — a irreducible en K|x] y a es una raiz en E de dicho polinomio, tenemos que E = K («)

si y solo si G(E/K) es ciclico de grado d, donde d es un divisor de n.

Demostracién: <=) Sea G(E/K) = (0) yn = wd € K una rafz d-ésima del unitario luego por
la independencia de dedekind existe 3 € F tal que o/ = n°c%(3)+no(8)+...+n¢ 1o 1(3) # 0
luego no(a’) = no(B)+n*c(B)+...+n%04(3) = o y asi o(a’) = o’ con ¢ =7~ y como 7!
es otra rafz d-ésima del unitario tenemos que o*(a) = ¢*a’ con i = 0,1,2,...,d — 1, luego los
¢’/ son raices del mismo polinomio y ademés o(a’?) = (o(a’))¢ = (%a/? = o/ y como o # ¢
tenemos que o’ € K y el polinomio 2% — o/? € K|[z] tiene todas sus raices de la forma o/
coni=1,2,..,d—1y E es el cuerpo de descomposicién de z? — a/? y como o € G(E/K) no
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d d

fija a las raices estas no pertenecen a K asi % — o/® es irreducible sobre K y si adjuntamos
cualquiera de sus raices obtenemos una extensién de grado d y como [F : K] = d tenemos
que E = K(a) donde a es cualquiera de las raices de 24 — o/?

=) Sea a = a" asi f(x) = 2™ —a € K[z] tiene n raices distintas en E y son de la forma
wia para i = 1,2,...,n por lo tanto E es el cuerpo de descomposicién de f(z) = 2™ — a
y sus raices son separables por lo que E/K es una extensién finita de Galois. Para cada
o € G(E/K) tenemos que o(a) es otra raiz de f(z) luego existe un entero ¢ médulo n tal
que o(a) = w'a. Consideremos la siguiente aplicacién h : G(E/K) — Z, definido por
h(o) = i. Ahora veamos que es un monomorfismo. Sean 0,7 € G(E/K) luego o(a) = w/a y
7(a) = wFa asi h(oT) = j+ k = h(o) + h(7) ademds si h(o) = h(7) entonces j = k lo que
implica que aw’ = aw® es decir o(a) = 7(a) y como E = K(«) entonces o = 7 debido a que
los elementos de G(F/K) estédn determinados por la imagen de « por lo que h es inyectiva y
asi G(E/K) es isomorfo a un subgrupo de Z, por lo tanto es ciclico y |G(E/K)| es un divisor
de n.

¢ Cudndo un polinomio es soluble por radicales?

Teorema 5.9 (Galois) Sea f(x) € K|[z| con caracteristica cero y se E su cuerpo de des-
composicion, entonces f(x) es soluble por radicales si y sdlo si G(E/K) es un grupo soluble.

Demostracién: =) Sea E el cuerpo de descomposicién de f(x) sobre K y sea E, D FE
con E, /K radical luego por el teorema 5.7 podemos suponer F, /K es radical y de Galois.
Asi B, = K(ag,ag,...,ap) con o) € K(o,a9,...,a;-1) y m; € N. Sea ¢ # 1 una raiz
m-ésima primitiva del unitario con m = my, ma, ..., m,. Ahora vamos a suponer primero que
K contiene a ¢ por lo que ademads contiene a todas la raices m;-ésimas del unitario puesto
que ¢ ™ es una raiz m;-ésima del unitario. Por el teorema fundamental de la teoria de Galois
tenemos que:

{e} = G(En/En) C G(En/En 1) C ... C G(En/Eo) = G(En/K) (5.1)

Veamos que F;/E; 1 es normal para i = 1,2, ..,n puesto que F; es el cuerpo de descomposi-
cién de fi(z) = 2™ —a™ € E;_4[x] porque E; = E;_1(«;) y cualquier raiz de f;(z) es a; por
una raiz m;-ésima del unitario. Notar que siempre podemos suponer que E; # F; 1 y asi que
a; € E; 1 y luego que f; es irreducible. Por el teorema fundamental de la teoria de Galois
se tiene que Q(En/EZ) < Q(En/Ez_l) ¥y que Q(En/Ez_l)/g(En/Ez) = Q(EZ/EZ_l) que por
teorema 5.8 es soluble y como G(E,,/K) es soluble por el teorema 5.4 el subgrupo G(E,/E)
también es soluble y G(E,,/E;) = G(E,/K)/G(E,/E).

Ahora veamos el caso cuando K no contiene a las raices m;-ésimas del unitario. Si ( # 1 es
un raiz m-ésima primitiva del unitario las raices de 2™ — 1 € K|[z] son 1,¢, ...,(™ ! y luego
K' = K(() es su cuerpo de descomposicién. Como ¢ € G(K'/K) lleva raices en raices en-
tonces 0;(¢) = ¢! y 0x(¢) = ¢* por lo que 0;0.(¢) = (7% = 040;(C) asi G(K'/K) es abeliano
luego soluble. Si E' D FE es el cuerpo de descomposicién de f(z) sobre K’ el problema
se reduce al caso anterior y G(E'/K') es soluble. Como G(E'/K)/G(E'/K') = G(K'/K) y
G(F'/K) y G(K'/K) son solubles G(E'/K) es soluble.

<) Si G(E/K) es soluble por teorema fundamental de la teoria de Galois podemos pasar de
una serie de composicién a una cadena de subcuerpos:

K=G,CcG, ,Cc..CcG,=FE
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ademas G'_, /G’ es una extension de Galois puesto que G,;—1 < G; y por el corolario 5.5.1 es
un primo p;. Primero supongamos que contiene a las raices p;-ésimas del unitario, notar que
sip=pi-p2- ...  p, entonces basta que K contenga una raiz p-ésima primitiva del unitario
, asi por el teorema 5.8 G;_1 = G;(«) con o € G; por lo que E/K es radical.

Ahora veamos el caso cuando no contiene las raices p;-ésimas del unitario. Consideremos la
extensién normal G;—1(¢)/G;(¢) y el homomorfismo:

¢ Gifl(g)/GKC) - Gzel/Gi

o — ola_,

Notar que el nicleo de ¢ = {e} puesto que debe dejar fijos a los elementos de G5({) v los de
G'!_, ademads es sobreyectivo puesto que para cada o |G271 existe un preimagen que es la ex-
tension de este isomorfismo a otro og;_ () y como Gi_, /G es de grado primo G;_,(¢)/G3(¢)
también lo es y andlogamente al caso anterior G_,(¢)/G%(() es radical y luego por el iso-
morfismo G_, /G’ también es radical.

Teorema 5.10 Si K tiene caracteristica cero, la ecuacion general de grado n de K[z] es
soluble por radicales para n < 4 sobre K.

Demostracion: Como el grupo de Galois permuta las raices, debe ser isomorfo a un subgrupo
H C S, que es soluble por el ejemplo 5.2 y como todo subgrupo de un grupo soluble es
soluble, el resultado es consecuencia inmediata del teorema anterior.

Corolario 5.10.1 Si K tiene caracteristica cero, todo polinomio que sea producto de poli-
nomios de grado n < 4 de Klx] es soluble por radicales sobre K.

Demostracion: Es consecuencia inmediata del teorema anterior.

5.3. La ecuacion general de grado n

En esta seccién probaremos que la ecuacion general de grado n no es soluble por radicales
para n > 5, es decir no existen formulas similares a las de segundo, tercer y cuarto grado.

Definicién 5.7 Sin > 1y K es un cuerpo y E = K(ay, ..., a,_1) €s cuerpo de las fracciones
algebraicas en las indeterminadas ag, .., a,_1, llamaremos polinomio general de grado n sobre
K al polinomio

f(x) =2" + ap12"  + ... + a17 + ap € K]

y f(x) =0 ecuacion de grado n.

Definicion 5.8 Diremos que un polinomio en varias variables es simétrico si queda invari-
ante bajo cualquier permutacion de sus variables.

Ejemplo 5.4 232323, 22 + 22 + 2.
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Definicién 5.9 Llamaremos polinomios simétricos elementales de K|xy,...,x,] a los poli-
Nnomios

So(T1, ey n) =1 y sp(x1, .y xpn) = E Ti Ty Ty, para k=1, n.
1<ii<..<ip<n

Ejemplo 5.5

Conn=2 so(r1,22) = 1
81(171,132) = I +CL’2
82(1171,1'2) = I122

Conn=3 So(x1, T2, X3 1

= I+ X2+ T3
T1To + X123 + ToZg

= T1T2x3

Observacion 5.1 Notar que los polinomios simétricos elementales de K|xy, ..., z,| y K|x1, ..., Zpi1]
estan relacionados de la siguiente manera:

w S i1 (1, ooy Tpt1) = Tog1Sn(T1, ooy ).
o SE(T1y ey Tpg1) = Sp(T1, ooy Tn) + Tpp1Sk—1(21, o, ).

Teorema 5.11 Sea K un cuerpo y sg,S1,..., S, los polinomios simétricos elementales en
Klxy,...,x,] entonces

Demostracion: Probaremos este teorema usando induccién matemaética.
a) Si n = 1 entonces

v =z = (=1)"so(z1)a’ + (—1) sy ()2 =) (=1) sk (a)a”
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b) Supongamos que se cumple para n. Ahora veamos que se cumple para n + 1

n

(x —x1)...(z —xpy1) = Z(—l)”_ksn_k(xl,..,xn)xk(x—:I:n+1)

k=0
n n

= Z(—l)” Sp_p(T1, .0, )T —Z(—l)" Sn—k(T1, o, Tp) 2 X1
k=0 k=0

= "H—l—z )R s k(@1 oy ) 2T — (1), (21, .y ) T

_ xn+1—|—(—1>n+18 (1.17 anrl_'_Z n Sn k xl,..,xn)gijrl

—Z )R k(X1 oy T )T T
_ n+1 _1\n+l1 _1\n+1-k k
= 2" 4+ (=1)""sp(x, o, ) Tpgr + Z( 1) Sna1—k(T1, .y )T

+ Z(—l)n+1_k5n—k(171, o ifn)l'kl"nﬂ
= 2" (=) s, (21, T0) T

+ Z n+1 k Sn-i-l—k(l'la . xn) + Sn—k(‘rh cy xn)l‘n+1)$k

= 2" ()" s, (2, ., Do) + Z(_l)n+1_k3n+l—k(xla o Tpg1) 2

n+1

= Z(_l)n+1_k3n+l—k(xla oy Ly mn-l—l)l‘k
k=0

Lo que prueba lo deseado.

Teorema 5.12 Sea K un cuerpo y n > 1 entonces el cuerpo de las fracciones algebraicas
simétricas de K(x1,..,x,) es K(s1,..,8,) ademds K(z1,..,x,)/K(s1, .., $,) es finita de Galois
y su grupo de Galois es S,,.

Demostracion: Sea p(z) = (x—x1)....(x — ) entonces p(z) = > p_o(=1)" Fsp,_p (21, ..., z,) 2"
luego p(z) € K(s1,..,8,)[x] y como los zy, .., z,, son algebraicos sobre K(sy,..,s,) vy ademés
son raices simples de p(x) tenemos que son separables por lo que K(x1,..,2,)/K(s1,..,55)
es finita de Galois por lo que |G(K (z1,..,x,)/K(s1,..,8,))] < nl.

Por otro lado si o € S, tenemos que la siguiente aplicacion  : K(xy, .., z,) — K(x1,..,z,)
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definida por @(p(x1, .., Zn)) = P(To(1)s -, To(n)) €8 un homomorfismo de cuerpos. Ahora conside-
remos el siguiente homomorfismo de grupos r : S,, — Automorfimos de K (z1, .., x,) definido
por r(o) = 7. Notar que  es un homomorfismo inyectivo y como S,, deja fijos los elementos
de K(s1, .., $,) tenemos un monomorfismo de S, en K(z1, .., x,)/K(s1, .., ) por lo que n! =
|Sn| > |G(K (21, .., 2,)/ K(S1, .., 8n))| pero como |G(K(xy,..,x,)/K(s1, .., 8,))] < n! tenemos
que |S,| = |G(K (z1,..,2,)/K(s1,..,8,))| por lo tanto S,, = G(K (x1,..,2,)/K(s1, .., $n))-
Ahora veamos que el cuerpo de las fracciones de K(z1,..,x,) es K(z1,..,x,). Sea F di-
cho cuerpo, asi de manera similar podemos ver que S, = G(K(x1,..,2,)/F) y por teorema
fundamental de la teorfa de Galois tenemos que F' = K(sq, .., S,).

Teorema 5.13 Sea K un cuerpo de caracteristica cero. Entonces el grupo de Galois del
polinomio general de grado n sobre K es isomorfo a S,.

Demostracién: Sean ay, .., a,_1 los coeficientes de f,(z) y sean aq, .., o, las raices de f,(z)
en una extensiéon de K(ay, .., a,_1) luego tenemos que el cuerpo de descomposicién de f,(x)
sobre K (ag,..,an—1) es K(ag, .., an_1,01, .., ) v asi tenemos que f,(z) = (z — aq)..(x — ay,)

por lo que aj, = (—1)"*s,_(a1, .., ) para k = 0,..,n— 1. Consideremos el siguiente homo-
morfismo de anillos ¢ : KJaog, .., a,_1] — K[(—1)"s,, .., —s1] definido de la siguiente manera
o(h(ag, .., an—1)) = h((=1)"sp,..,—s1). Ahora veamos que este homomorfismo es inyecti-

vo. Si ¢(h(ag, ..,an—1)) = ¢(g(ag, ..,an_1)) es decir h((—=1)"s,,..,—s1) = g((—=1)"sp, .., —51)
por lo que h((=1)"s,(c1, .., ), .., —s1(aq, .., ) = g((=1)"sp (a1, .., ), .., —s1(Q01, ..y )
que es lo mismo que h(ag, ..,a,-1) = g(ag, ..,a,_1) lo que prueba lo deseado, No es dificil
ver que ademas es sobreyectivo por lo que ¢ es un isomorfismo de anillos el que se puede
extender a un isomorfismo ¢’ de K(aq,..,a,-1) en K((—1)"s,,..,—s1) y este a otro ¢"de
K(ag, .., an_1)[z] en K((=1)"s,, .., —s1)[z]. Asf ¢/ (fu(z)) = 2" — s12™ L + ..+ (=1)"s,, =
(x — x1)...(x — x,). Por ultimo como K (ay, .., ap_1, 1, .., ) es el cuerpo de descomposicién
de f,(x) sobre K(ag,..,an_1) y K(x1,..,2,) es el cuerpo de descomposicién de la imagen
isomorfa de f,(x) sobre K(sy,..,s,) tenemos que K(ag,..,an_1,01,..,00)/K(ag,..,a,_1) =
K(x1,..,2,)/K(s1,..,8,) v asi también sus respectivos grupos de Galois, pero como por teo-
rema 5.12 sabemos que G(K (z1,..,2,)/K(s1,..,5,)) = S, tenemos que el grupo de Galois
del polinomio f,, es S, es decir G(K (ag, .., an_1, a1, .., )/ K(ag, .., an_1)) = Sp.

Teorema 5.14 (Abel) Si K tiene caracteristica cero, la ecuacion general de grado n de
K[z] no es soluble por radicales para n > 5 sobre K .

Demostracién: Como S,, no es soluble para n > 5 el resultado es consecuencia inmediata del
teorema anterior.



Conclusion

Al tratar de conocer la respuesta a la pregunta ; Existen formulas para resolver ecuaciones
de grado mayor o igual que cinco?, nos encontramos con diferentes maneras de pensar que
se utilizaron para resolver las ecuaciones polinomiales, las cuales tienen un gran valor a la
hora de observar como de acuerdo a lo conocido en su época los matematicos intentaron
abordar el tema, puesto que intentando dar con la solucién del problema se encontraron con
obstaculos impensados que los llevaron a cuestionar la existencia de la solucién del problema
y finalmente probar la imposibilidad de obtener el resultado buscado.

Ademds de aprender acerca de las distintas maneras de pensar nos encontramos con
potentes teorias desarrolladas para resolver el problema, como la de Galois que no solo
nos permite dar con la respuesta a la pregunta planteada, sino que también nos entrega
herramientas para saber como abordar otros problemas importantes como el teorema funda-
mental del dlgebra trasladando problemas acerca de cuerpos y extensiones a otros de grupos
finitos, ampliando la visién y la madurez matematica.

Por tltimo es importante mencionar que aunque algunas de las herramientas aprendidas
nos permiten dar soluciones generales resultando de un gran interés tedrico, estas tienen
algunos inconvenientes précticos, por ejemplo calcular el grupo de Galois de una ecuacién
particular para saber si esta es soluble por radicales.
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