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RESUMEN

El objetivo de esta memoria es presentar una compilacion basica sobre los métodos numéri-
cos usuales de integracion, tales como los métodos de Newton-Cotes y las Cuadraturas Gaus-
sianas, como también algunos conceptos basicos sobre teoria fuzzy que seran necesarios para
aplicar los métodos de integracién a integrales de funciones fuzzy. Finalmente se mostraran
algunas experiencias numéricas aplicando los nuevos métodos presentados en esta memoria
y asi verificar que se cumplen realmente las estimaciones de aproximacién y error.
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ABSTRACT

The purpose of this article is to present a basic compilation of usual numerical methods
of integration, such as methods of Newton-Cotes and Gaussian quadratures, as well as some
basic concepts about fuzzy theory that will be needed to implement the comprehensive in-
tegration methods fuzzy function. Finally we show some numerical experiments using the
new methods presented in this article and verify compliance and actually approach and error
estimates.
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INTRODUCCION

La matematica es una ciencia en constante crecimiento, es por esto que dia a dia surgen
nuevas teorias, nuevos problemas y nuevas soluciones. Sin embargo, existe el interés por
aplicar las teorias y métodos de resolucién conocidos a estas nuevas interrogantes.

Una de estas nuevas teorias son las que involucran légica, conjuntos, nimeros y funciones
difusas las cuales fueron introducidas por Zadeh en la mitad de la década del 60 y han
sido complementadas a lo largo del tiempo con aportes de investigadores como Mizumoto,
Tanaka, Nahmias, Dubios, Prade, Ralescu, Sugeno, por nombrar algunos. Este tltimo fue
quien sento las bases para una teoria de medida e integracion fuzzy, teoria que posteriormente
permite establecer un modelo matematico para ser aplicado a procesos de evaluacién, donde
la subjetividad de las situaciones involucradas tienen un rol fundamental.

Por otro lado, es conocido que dentro del espacio de funciones, existen muchas que son
integrables, pero es muy superior la cantidad de funciones que no son integrables por los méto-
dos tradicionales. Es por este problema que surgen los métodos numéricos de integracion de
funciones con variable real (o compleja) dentro de los cuales podemos nombrar las Férmu-
las de Newton-Cotes y los Métodos de Cuadratura Gaussiana. Si bien estos métodos sélo
entregan aproximaciones numéricas de las integrales, dichas aproximaciones pueden ser tan
cercanas como se quiera.

Considerando la teoria de aproximacion, el problema de la integracién juega un papel
importante en diversas areas, como matematicas, fisica, estadistica, ingenieria y ciencias
sociales. Dado que en muchas aplicaciones por lo menos algunos de los pardametros y medidas
de un sistema estan representados por niimeros difusos, es importante fomentar la integracion

difusa y resolverlos.
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Ademds, la necesidad de resolver integrales difusas (u obtener una aproximacion de ellas)
estd intimamente ligada a la resolucion de ecuaciones diferenciales difusas, las cuales modelan
problemas aplicados a probabilidades, electrénica, electricidad, economia, ciencias sociales,
entre otros.

Esta investigacion busca dar solucién a problemas de integracion que involucran variables
difusas mediante el uso de métodos numéricos ya conocidos y que se aplican a problemas que

involucran variables usuales (nimeros reales o complejos, vectores o matrices).
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CAPITULO 1

METODOS CLASICOS DE
INTEGRACION NUMERICA

El objetivo de este capitulo es aproximar numéricamente la integral definida de una

funcién f: R — R dada en un intervalo [a, b]:

b
1(f) = / f(z) de (11)

La justificacién del estudio estd, por ejemplo, en que la mayoria de integrales definidas no
son calculables por la regla de Barrow, fab f(z)dx = F(b) — F(a) ya que el célculo de forma

directa de una primitiva F' de f no es posible.

1.1. Formulas de cuadratura. Orden

Para aproximar la integral (1.1), usaremos férmulas de cuadratura que definimos a con-

tinuacion.

Definicién 1.1. (Férmula de cuadratura) Sean {xy < ... < x,} C [a,b] n + 1 puntos
distintos y f € C°([a,b]) una funcion dada. Una férmula de cuadratura I, con n + 1 nodos

es de la forma
n

I(f) = Zakf(xk), (1.2)

k=0
Los valores a, € R y x, € [a,b,k = 0,...,n son los pesos y nodos asociados a I,(f),

respectivamente.
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Definicién 1.2. (Error) Llamaremos E(f) = I(f) — I.(f) el error en una féormula de

cuadratura.
Definicién 1.3. (Orden) Diremos que una formula de cuadratura es de orden m € N si

E(p) = 0 para cadap € Py,[z] y (1.3)
E(q) # 0 para algin q € Pp,.q[x]. '

Observemos que gracias a la linealidad de la integral (1.1) y a la linealidad de la suma
(1.2) con respecto a f, tenemos que el error E(-) es también un funcional lineal. Luego, como
P.[z] = (1,z,...,2™) podemos definir el orden de una férmula de cuadratura de forma

equivalente como sigue: Una féormula de cuadratura es de orden m € N si

{E(a:k) = 0 parak=0,....,my (1.4)

E(z™) £ 0.

Nota 1.1. El concepto de orden de una férmula de cuadratura no depende del intervalo [a, b]
de integracién, ya que al hacer el cambio de variable afin de un intervalo [a, ] a otro [c, d],

los polinomios no cambian de grado.

1.2. Férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio

La idea principal de este tipo de férmulas es aproximar la integral de una funcién f en un
cierto intervalo [a, b] mediante la integral de un polinomio p de grado n sobre dicho intervalo.

Expresado de otra forma, lo que se pretende es encontrar un polinomio p de tal forma que

/abf(x)dx:/abp(m)dx

De aqui surge el siguiente problema

Problema 1.4. Dada una funcién f € C°([a, b]) y un soporte de n+1 puntos en [a, b] (n > 0),

S={xg < <...<x,} Cla,b], consideramos el siguiente problema de interpolacién:
Hallar p € P,[z] tal que p(z;) = f(x;), i =0,1,...,n, (1.5)
donde P,[z] denota el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que n.

Definicién 1.5. Si p verifica (1.5), diremos que p es el polinomio de interpolacion de La-

grange de la funcion f en los puntos x;, i =0,1,... n.
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En ocasiones se usara la notacion p,,, indicando con el subindice n el grado del polinomio
de interpolacién.

Un punto importante en esto es que, como p, es una aproximacion de f en el intervalo
[a,b], existe un error de interpolacién el cual es necesario tenerlo en cuenta. El siguiente
teorema nos provee de una expresion de este error.

Teorema 1.1. Sea f € C""Y([a,b]). Fijados un soporte de n+1 puntos distintos S = (z;)7,

del intervalo [a,b], los valores asociados (f(x;))iy y el polinomio de interpolacion p € Py|x
tal que p(x;) = f(x;), 1 =0,...,n, entonces para todo x € [a,b] existe &, € (a,b) tal que

Fr (&)

wg(x), (1.6)

donde wg(z) = (x — xo)(x — x1) ... (x — zy,).

Pero los polinomios de Lagrange no son los tinicos que se utilizan para realizar una interpo-
lacién de una funcién f en un cierto intervalo. En algunos casos més especificos dependiendo
del intervalo y de la funcién f a aproximar se hace necesario y mas ttil usar polinomios como

los que veremos a continuacién:

Definicién 1.6. (Polinomios de Chebyshev) A la sucesion de polinomios {1, }n>o defini-

da por recurrencia como sigue:

Ty = 17T1<:B) =T,
Thi1(z) = 22T, (x) — Thoa (), VR > 1,

se le denomina sucesion de polinomios de Chebyshev.

Lemma 1.1. (Propiedades de los polinomios de Chebyshev) Se tiene que
a) T, € P,[x], con coeficiente principal 2", para cada n > 1.

b) Para cada x € [—1,1], T,(z) = cos(n(arccosz)), para cada n > 0.

c) T, tiene n raices reales y distintas en (—1,1) que son:

(2k + 1)m

T = CoS
2n

, k=0,...,n—1

d) T, tiene n — 1 puntos criticos en (—1,1), a saber,

k
i‘:COS—ﬂ-, k=1,....n—1,
n
y los extremos del intervalo corresponden a k = 0 y k = n. Ademds para cada k =

0,...,n, Tn(Zr) = (=1)* y ||Tn||o,-1.1) = 1 para todo n > 0.
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Problema 1.7. Dada f € C'([a,b]) y un soporte S = {zg < 71 < ... < z,} C [a,b],

constderamos el problema:

{ Hallar p € Py, y1[x] tal que (1.7)

p(l‘l) = f(xz)ap,(xl) = f/<m’i)7 1= Oa ]-7 2
Definicién 1.8. Si p verifica (1.7), diremos que p es el polinomio de interpolacion de Her-
mite.
Teorema 1.2. Sea f € C*"*2([a,b]). Fijados un soporte de n+ 1 puntos distintos (x;)", de
la,b], los valores asociados (f (), (f'(x:))iy vy el polinomio de interpolacion de Hermite
p € Po,iq|x] tal que p(x;) = f(x;) y o' (x;) = f'(x:), i =0,...,n entonces para todo x € [a,b]

existe &, € (a,b) tal que

Fer2 (&)

2n + 2)! ws(@)’, &)

f(@) —plz) =
donde wg(z) = (x — xo)(x — x1) ... (x — 2y,).

Como hemos visto, podemos aproximar una funcién continua f mediante un polinomio
de interpolacién p,,. Ademds, hemos obtenido una expresion del error de esta interpolacién.

De esto se desprende el siguiente teorema.

Teorema 1.3. Sea f : [a,b] — R continua y € > 0. Entonces existe un polinomio p en [a, b]
tal que |f —p| < e

Definicién 1.9. (Férmula de cuadratura de tipo interpolatorio (f.c.t.i.)) Sean
feC%a,b]), S={xg <m <...<m} C[a,b] un soporte de puntos distintos y p,(z) el
polinomio de interpolacion aociado a f y a S. Diremos que una formula de cuadratura I,

con n+ 1 nodos es de tipo interpolatorio si

1(f) = I(p,) = / pu(2) de. (1.9)

Los puntos de interpolacién x, £ = 0,...,n son los nodos de la f.c.t.i. Veamos cémo se
pueden calcular los pesos. El polinomio de interpolacién p,, se puede expresar respecto de la

base de Lagrange como sigue:
n b
po) = 3" ) [ Lila), (110
k=0 a

donde los Ly vienen dados mediante el algoritmo de Lagrange. Luego, sustituyendo (1.10) en

(1.9), deducimos que

L = [ mio) = if@:k) e
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en consecuencia, una f.c.t.i. es un caso particular de cuadratura asociada a los nodos de

interpolacion cuyos pesos son

b
ak:/ Li(x)dz, k=0,... n. (1.11)

Nota 1.2. En el razonamiento anterior se consideraron féormulas de cuadratura que provienen
al integrar el polinomio de interpolacién de Lagrange. No obstante, la Definiciéon 1.9 es de
caracter general, es decir es posible también considerar f.c.t.i. que provienen al integrar otros
polinomio de interpolacion, por ejemplo el de Hermite, o bien el de Hermite general, o bien

cualquier otro polinomio de tipo ortogonal.

Teorema 1.4. Fijados cualesquiera n + 1 nodos distintos (x;)i—, C [a,b], eziste una unica
formula de cuadratura de orden > n, que es la correspodiente f.c.t.1.

Definicién 1.10. Diremos que el error de la férmula de cuadratura I,(h) respecto de la
longitud del intervalo h es de orden m, m € N, si E(h) = O(h™). En este caso, diremos

simplemente gie el orden de dicha formula de cuadratura es O(h™).

Teorema 1.5. Fijados n + 1 nodos distintos en un intervalo de integracion de longitud
h > 0, existe una tnica férmula de cuadratura con error E(h) de orden O(h"2), que es la
correspondiente formula de cuadratura de tipo interpolatorio (de orden > n).

Ademds, la férmula de cuadratura de tipo interpolatorio es de orden p (con p > n), si y

sélo si E(h) = O(hP*?) y E(h) # O(hP3).

Usando la expresion del Teorema 1.1 sobre el error de interpolacion, podemos escribir

B(f) = / ) do - / () d

LRI

i mﬂ]g(%) dﬂf, (112)

-/ ' — p)(a) dr =

luego el error de integracién es la integral del error de interpolaciéon. De aqui tenemos una

primera acotacion del error en las f.c.t.i.

Proposicion 1.1. Sea f € C""([a,b]), entonces

Mn+1

b
B < oy [ st de, - donde: My = 17 g

A continuacién se mostraran unos resultados de tipo valor medio que nos seran 1tiles mas

adelante:
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Lemma 1.2. (Versiéon continua) Sean f,g € C°([a,b]) con g > 0 en [a,b] salvo en
un ndmero finito de puntos (o bien g < 0 en [a,b], salvo en un nimero finito de puntos).

Entonces, existe n € (a,b) tal que

[ rwra =50 [ owrar

Demostracion 1.2. : Supongamos, por ejemplo que g > 0 en [a,b] salvo en un nimero
finito de puntos. En particular, f;g(x) dx > 0.

Como f € C%[a,b]), existen m; = minge,y f(2) y mo = max,epy f(2). Entonces ten-
emos

myg(z) < f(x)g(x) < mag(x), Va € a,b],

siendo las desigualdades estrictas, salvo en un ntimero finito de puntos. Entonces integrando

en (a,b) obtenemos

b
x)g(x)dx
L@
fa g(z)dz
Dado que f es continua en [a, b], entonces el teorema del valor intermedio asegura que

my

f alcanza cada valor entre su minimo y su maximo. Por lo tanto permite deducir que debe

[y f(@)g(=) da

alcanzar el valor en algtin punto 7 del intervalo (a, b). Dicho de otro modo, existe

J7 g(x) dx
n € (a,b) tal que
b
o f(@)g(x) do ’ ’
Jo I = o= [ = o) [ gw)ds
[, 9(x)dzx a a
obteniendo asi el resultado deseado. ]

Lemma 1.3. (Versidn Discreta) Sean f € C°([a,b]), x1,...,2, € [a,b] y by,...,b, > 0
(o bien by,...,b, <0). Entonces, existe £ € (a,b) tal que

D bef(wn) = F(€) Y b

La demostracion de este lema es analoga a la del Lema 1.2.

1.3. Formulas de cuadratura de Newton-Cotes

Las férmulas de cuadratura de Newton-Cotes son f.c.t.i para soportes equidistantes de
[a, b]. Dependiendo de que incluyan o no los extremos del intervalo [a, b], tenemos las férmulas

cerradas o abiertas respectivamente. En este caso, solo estudiaremos las formulas cerradas.
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Definicién 1.11. Sean h = (b —a)/n, xx = a +kh, k =0,...,n y [a,b] = [z, z,]. Una
formula de cuadratura de Newton-Cotes con n+ 1 nodos es de la forma

n

L(f) = aif(x),

k=0
donde, segin (1.11) los pesos ay para cada k =0, ..., n vienen dados por
b n t—j
ak:/Lk(x)d:p:h/ Le(1) dt_h/ H dt
a 0 0 ;ék
de donde
ap = (—1 ( > / H t—jdt.
J=0,7j#k

Teorema 1.6. (Error en férmulas de Newton-Cédtes cerradas)
Sea I,(f) una formula de cuadratura de Newton-Cotes cerrada con n+ 1 nodos,

a) Sin es pary f € C"2%([a,b]), entonces existe £ € (a,b) tal que

(n+2) b (n+2) n
E(f) = JznTz(fl)/ —_— )dx_h””JZnTé)f)/ tn(t) dt,

donde 7(t) = t(t —1)...(t — n). Ademds, / tm(t)dt < 0. En particular, el orden de
0

formula de cuadratura es n + 1.

b) Sin es impar y f € C"([a,b]), entonces existe & € (a,b) tal que

(n+1) b (n+1) n
50) = L8 [y o = w2 [ a

donde(t) =t(t—1)...(t—n). Ademds, / 7(t)dt < 0. En particular, el orden de formula
de cuadratura es n. "

Ejemplo 1.12. Sea fi = f(xx), k =0,...,ny [a,b] = [v_1,Zy41]. Tenemos las siguientes

formulas de cuadratura de Newton-Cotes cerradas junto con el error que proporciona el
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Teorema 1.6:

T 3
n =0, f(z)dx = 2hfo+ %f@)(f), €€ (x_q,x1)
s 3
n=1 [ jad = 32h(f £+ 2 F(E), €€ (2 1,m)
=2 [ fwde = Pep - foran) - B0, ¢ m)
=3 & de = oh 11 11 95h° 1
n =3, Llf(fff) v = o (Lot fit fot11fs) + 70 fU(E), €€ (v-1,24)
x5 7
n=d | fa)de = gh(llfo—14f1+26f2—14f3+11f4) 41150 FOE), €€ (o, ms)

Las f.c.t.i. simples con n + 1 nodos, para n grande implican la realizacion de muchas
operaciones y, en particular, el cadlculo de los pesos es muy costoso. Ademas, en general no
se tiene garantizada convergencia, es decir, I,,(f) - I(f) cuando n — oo. Por esta razén, en

la practica, se usa la integraciéon compuesta (o integracién a trozos).

Formulas compuestas de Newton-Cotes La idea principal de la integraciéon compuesta
es la siguiente: se fija una particién principal P = {a = 9 < 21 < --- < x, = b} del

intervalo [a, b] y se descompone la integral en [a, b] en suma de integrales en los subintervalos

:/abf(x)dx:g/;; f(z)dx

Entonces, se aplican f.c.t.i. simples de m + 1 nodos, con m pequeno (en la préctica,

I; = [%—1;%]1

m = 1,2,3) en cada subintervalo [;, ¢ = 1,...,n. Llamando h = méx;<;<,(x; — z;,-1) al
didmetro de la particién P, se trata de aproximar I(f) haciendo h — 0. Mas concretamente,

en cada subintervalo I; = [x; — z;_1], i = 1,...,n, elegimos un soporte de m + 1 puntos:
Sto={a <2 <. <2 C 1L

Consideramos una férmula de cuadratura simple asociada a este soporte
m
_ () ¢ ..(0)
= Z a’ f(zy”)
k=0

y llamamos E fI z)dr — I,(f), i =1,...,n al error en dicha f.c.t.i. Entonces, la

formula de cuadratura compuesta que se obtiene a partir de la férmula de cuadratura simple
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elegida, junto con el error, se escribe como sigue:

=3 / fx)de = ;%@%u?wgw
= L) + Eunlf).

Nota 1.3.

1. En caso de usar una particién uniforme (con puntos equiespaciados) y para una férmula

de cuadratura de Newton-Cotes, los pesos a,(f) no dependen de i, porque

al) = / LY(z) dx = n / L) dt,
I m Jo

donde .
k 4 4 L — j7 g ee ey by
Jj=0, j#k
para todo i = 0,...,n. Ademas, los a,(;) son simétricos, es decir, a,(;) = aglk, puesto
que por la propiedad de simetria de los numeros combinatorios, se tiene que li(t) =
ln_k(n — t).

2. Cuando necesitamos obtener una férmula de cuadratura compuesta y usamos las férmu-
las de cuadratura simples de Newton-Cotes cerradas, los extremos de los subintervalos

I; son nodos repetidos.

Ejemplo 1.13. Vamos a obtener la férmula de cuadratura del trapecio compuesta. Para ello,

consideramos una particién uniforme del intervalo [a, b]:

P:{a:x0<$1<<xn:b}

siendo )
ri=a-+1ih, 1=0,...,n, h= _&.
n
Luego,
1) :Z/ () dx:Z/ (@) da. (1.13)
i=1 i i=1 V%1
En cada [I;,;i = 1,...,n, usamos la regla del trapecio (simple) junto con el error que,

segiin el Ejemplo 1.12 (para n = 1), se escribe, suponiendo que f € C?([a, b])

[ f@)de = S0 + 5w) = @) & € (@)
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En consecuencia, usando esta férmula junto con el Lema 1.3 en (1.13), llegamos a que
existe £ € (a,b) tal que
. h - h? - "
1) = 3| flyde=5) (flain) = fla) =5 > f'(&)
. Ti—1 =1

i=1

= g (f(a) +2 flw)+ f(b)> - %nf”(@

12n2

-3 <f<a> +23 fl) +f(b)) N B ) (1.14)

La férmula obtenida es la férmula de cuadratura del trapecio compuesta. Obsérvese que
cuando n — 400 (o bien h — 0) el error en (1.14) tiende a cero como 1/n? (o bien como h?).

En particular, la féormula de cuadratura compuesta es convergente.

Como consecuencia del Teorema 1.6 se presentard un resultado sobre el error y la conver-
gencia de las formulas de cuadratura compuestas, para cuya demostracién basta usar que
b—a
nm

h:

y aplicar el Lema 1.3.

Corolario 1.7. (Error en las formulas cerradas compuestas) Sea I, ,,(f) una formula

de cuadratura de Newton-Cotes cerrada compuesta. Se verifica:

a) Sim espary f € C™2([a,b]), entonces existe & € (a,b) tal que
n (ﬂ)m+3 f(m+2)

E.m(f) = m(m—i—Z)! (©) /Omtﬂ(t)dt

1 fmg) fh— )\
= ( - ) /0 tm(t) dt,

nm+2 (m + 2)!

donde w(t) =t(t —1)...(t —m).

Ademds, / tr(t) dt < 0y en particular, E, ,(f) — 0 cuandon — +o0, como O(1/n™?) =
0
O(hm+2).

b) Sim es impary f € C™([a,b]), entonces existe £ € (a,b) tal que

n (BY™F2 pm+1) m
Enm(f) = (m)(m+f1)! (g)/o m(t)dt

L (bma\ ™
ot (m+1)! ( m ) /0 () dt
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donde m(t) =t(t —1)...(t —m).

Ademds, / 7(t)dt < 0y en particular, B, ,,(f) — 0 cuandon — +oo, como O(1/n™) =
0
O(hm+1).

1.4. Formulas de cuadratura de Gauss

Sean f € C%[a,b]) y consideramos I(f) = fab f(x) dx la integral a aproximar. Fijados n+1
nodos distintos de [a, b], sabemos que la f.c.t.i. asociada tiene pesos a; = fab Ly(z)dx y es de
orden maximo, es decir de orden > n. Es natural preguntarse si podemos seleccionar los nodos
de manera adecuada para que el orden de la f.c.t.i. sea mayor que n. Mas concretamente, nos
planteamos la siguiente cuestién.

s Como elegir el soporte S = {xg < x1 <...<x,} de (n+ 1) nodos de [a,b], para que la
f.c.t.i. asociada sea de orden mdximo?

Teniendo en cuenta (1.3), el objetivo es elegir los n + 1 nodos distintos x;,i = 0,...,n
tales que

E(q) =0, Vq € Prnypiaz], (1.15)

con m > 0 lo mayor posible.

Lemma 1.4. La f.c.t.i. asociada a los n+1 nodos {xg < ... < x,} es de orden > m+n+1,

conm >0 si y solo si

b
orden >n+1 & / wg(z)dr =0 < w, L Pyx], (1.16)
o
orden >n+2 & / rwg(x)dr =0 < w, L Pyx], (1.17)
b
orden >n+1+m < / "wg(z)dr =0 < ws L Py [z, (1.18)

donde ws = (x — xo)(x — 1) ... (x — x,).

Demostracion 1.4. Sea q € P, 1]z cualquier polinomio de grado igual a m+n+1,m >
0. Sea p € P, [z] el polinomio de interpolacién de ¢ asociado a n+ 1 nodos xy, . . ., z,. Luego,

usando (1.15), se tiene para la f.c.t.i. que

orden >m4n+1 o E(q)—/ (q(x) — p(x)) dz = 0. (1.19)
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Para m = 0y sabiendo que el error de interpolacién estd dado por f(x)—p(z) = %ws(:p),

para algin &, € (a,b), se tiene que
q(z) — p(x) = r(x)wg(x), conr € Pyx]

y, por tanto, de (1.19) deducimos (1.16).

Para m = 1 y usando nuevamente el error de interpolaciéon descrito anteriormente, ten-

emos

q(z) — p(z) = r(z)ws(x), conr € Pi[z] y de grado 1

y, por tanto, de (1.19) y teniendo en cuenta (1.16), deducimos (1.17).

Razonando de esta forma, para ¢ de grado m +n + 1 se llega a que
q(z) — p(x) = r(z)wg(x), conr € Py,[z] y de grado m
luego (1.19) y lo anterior implican (1.18). ]

Lemma 1.5. (Cota superior del orden) Se verifica que ws £ P, 1[z]. En consecuencia,

el orden de una f.c.t.i. con n+ 1 nodos es siempre menor que 2n + 1.

Demostracion 1.5. Para r(x) = wg(x), r € P,41[2] se tiene que

/abr(x)wg(x) dz = /ab ws(z)2de > 0,

luego, wg L P,y1]z]. Entonces, aplicando el Lema 1.4, el orden de la f.c.ti.esm+n+1 <
n+n+1=2n+1 O

Obsérvese que en virtud de los Lemas 1.4 y 1.5 podemos afirmar que la f.c.t.i. asociada a los
nodos zg < ... < z, es de orden méximo 2n + 1, si y sélo si el polinomio soporte wg L P, [x]
(respecto al producto escalar (f,g) = fff(x)g(x) dz). En lo que sigue, vamos a ver que,
los tnicos puntos zp < ... < x, tales que wg L P,[z|, son las raices del correspondiente
polinomio ortogonal de grado n + 1. Para ello, se necesitara el siguiente resultado de las

propiedades de los polinomios ortogonales.

Lemma 1.6. (Propiedades de polinomios ortogonales) Sea {py,p1,...,pn} una base

ortonormal en Ly(a,b) de P,[z] tal que grado(py) = k, para k = 0,1,... ,n. Se verifica que:

1. py tiene exactamente k raices reales distintas en (a,b).

2. Sip L Plz] y grado(p) = k + 1, entonces p(z) = apr1(x) para algin o« € R.
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Demostracion 1.6.

1. Veamos primero que p no tiene raices fuera del intervalo (a,b), lo que probaria que
todas sus raices se encuentran dentro de (a, b). En efecto, sean z1, ..., x,, con r < k las
raices reales de py en (a,b) (eventualmente, = 0 si no hubiera raices de py en (a,b)).
Definimos

q(z) = (z —x)™ ... (x —x,)",

donde m; es la multiplicidad de x;, i = 1,...,7. Como pi(z) = q(x)d(zx), con d # 0 en
(a,b) (es decir, d >0 o0 d < 0en (a,b)). Entonces,

b b
/ pr(x)q(x) de = / d(x)q*(z) dx # 0,

de donde py L q. Luego, grado(q) > k, pues py es ortogonal a todo polinomio de grado
< k — 1. Por otra parte, grado(q) < grado(py) = k. Entonces, necesariamente se tiene
que

grado(q) =k y d € Py|x],

luego py no tiene raices reales fuera de (a,b). Basta demostrar pues que todas las raices
de pi son simples. Razonemos por reduccion al absurdo. Supongamos que para algin ¢

la raiz x; € (a,b) es doble, es decir
() = (2 — 25)qr_o(7) con q_s € Pr_s[a].

Entonces ) ,
/ Pr(@)qr—2(7) dx = / (z — 2:)qr—o(x)* dz > 0,

lo que es absurdo, ya que py L Py_o[x].

2. Sea p L Pi[z], p € Priq[z] con grado(p) = k+ 1. Como Py 1[x] = (po,p1,- -, Pk, Pkt1),
tenemos p(x) = Zf:ol a;pi(z), de donde deducimos, multiplicando escalarmente por pj,
que a; = (p,p;j). Entonces p(z) = Zfié (p,p;)p;(z). Usando que p L Py[z] todos los
coeficientes (p,p;) = 0 para j = 0,1,..., k. Por tanto, p(x) = (p, px+1)pr+1(x). Basta

tomar a = (p, pr+1) para concluir la demostracién de este teorema.

]

Teorema 1.8. (Ezistencia y unicidad) Eziste una unica f.c.t.i. de orden (mdximo)
2n + 1 que corresponde al soporte S = {xo < ... < z,} C (a,b) formado por las n+ 1 raices
de pni1, €l (n+1)-ésimo polinomio ortogonal en L*(a,b). Ademds, los pesos correspondientes
son todos positivos.
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Demostracion 1.8.

» FEzistencia: Sea p,i1 € P,yq[x] con grado(p,+1) = n+ 1 el (n 4+ 1)-ésimo polinomio

ortogonal en L?(a,b). Tomemos wg(z) = Pns1(x), siendo a,; el coeficiente prin-
a

n+1
cipal de p,41. Por el Lema 1.6, wg(x) € P,41[z] (mdnico) con zy,...,z,, las n + 1
raices reales y distintas pertenecientes al intervalo (a,b) y ademds wg L P, [x]. Luego,
de (1.16) y del Lema 1.5 deducimos que la f.c.t.i asociada a estos nodos es de orden
2n + 1.

» Unicidad: Si existe otro soporte S de n+ 1 nodos tal que la f.c.t.i. asociada tiene orden
2n + 1, entonces wg L P,[z]. Como wg tiene grado n + 1, por el Lema 1.6 tenemos
Wg = Ppy1, lUego necesariamente este soporte S estd formado por las tinicas raices de

Pnt1. Entonces S = S.

» Pesos positivos: Supongamos que la formula de cuadratura de Gauss se escribe como

L(f) = > i_ganf(xk). Se trata de ver que o, > 0 para todo k = 0,...,n. En efecto,

para cada 7 =0,...,n, sea

2 2

co(m =2 ) () (=)

(r) = ws(2)” =(r—=x
q;(x) ( (z — o)

r— ;)
Tenemos que ¢; € Po,[z] ¥y ¢; > 0 en (a,b). Como la f.c.t.i. de Gauss es exacta para

polinomios de grado < 2n + 1 (ya que es de orden 2n + 1), deducimos que el error
E(q;) =0,
es decir
1(q;) = In(g;)-
En consecuencia,

0< / gj(x)de =" aggi(ar) = ajq;(z;),

k=0
ya que ¢;(zx) = 0 si k # j. Como g;(x;) > 0, entonces a; > 0.

[]

Nota 1.4. Una manera cémoda de calcular los nodos de Gauss, es sobre un intervalo centrado
en el origen, por ejemplo [—1, 1], y considerando una distribucién simétrica de nodos respecto

al origen. Por ejemplo, en el caso de 2 nodos, se escribe

/_ f@)de ~ af (—Va) + (V).
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con a € (0,1) tal que la férmula de cuadratura sea de orden maximo, que en este caso

es 3. Para ello, hay que demostrar que existe un valor de a tal que el polinomio soporte

w(z) = (z + a)(z — /a) = 2* — a verifique
1 1
/ w(x)dr =0y / w(z)x dr = 0.
-1 ~1
En efecto,

! 2 1
/(xz—a)da::0<:>——2a:0<:>a:—.
. 3 3

Ademas f_11($2 —a)x dx = 0, porque es un polinomio con potencias impares. En consecuencia,
los nodos de Gauss en [—1,1] son £1/+/3.
En el caso de determinar los 3 nodos de Gauss en [—1, 1], hay que realizar un célculo muy

parecido, considerando la férmula de cuadratura

/_ f(@)de =~ af (—Va) + A0) + (V)

con a € (0,1) tal que la féormula de cuadratura sea de orden maximo, que en este caso es 3.
Ahora w(z) = (22 — a)z, luego [1 w(z)dr = [, w(z)z®dzr = 0. Basta calcular a tal que
f_ll w(z)x dr = 0 es decir, a = 3/5. Luego, los 3 nodos de Gauss en [—1, 1] son {0, ++/3/5}.
Del mismo modo se pueden determinar los cuatro nodos de Gauss en [—1, 1] y, en general,
los n nodos de Gauss en [—1, 1]
Teorema 1.9. (Error en las férmulas de Gauss) Supongamos que f € C*"*2([a, b)), I,,
es la formula de cuadratura de Gauss con n+ 1 puntos y E(f) = I(f) — L,(f) es el error.
Entonces eziste £ € (a,b) tal que

(2n+2) b
B(f) = ngn—jLS;) / ws(x)? da

Demostracion 1.9. Sean S = {xy,...,z,} el soporte formado por las n + 1 raices de p, 1
(el (n + 1)-ésimo polinomio ortogonal en L*(a,b)) y ¢ € Py, 1[x] el polinomio de interpo-
lacion de Hermite asociado a f y S. Entonces, aplicando el Teorema 1.2 sobre el error de

interpolacién de Hermite, obtenemos que existe &, € (a,b) tal que para cada x € [a, b],

(2n+2)
) = alo) = Lo o) = Glapus(or,
donde wg(z) = (x —x0) ... (r —x,) ¥
L—qz(@’ six# xg,...,Tp;
G(SC) = ws(a:) i 1"
lim f(:v)—q(m):f(x)—q(x) siz=ux,, k=0,...,n,

oz wg(x)? (wS(x)Q)//|ﬂc:$k 7
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donde se ha aplicado dos veces la regla de L’Hopital. Obsérvese que

Fer2 (&)

e G

para cada = # S con &, € (a,b). (1.20)

Gracias a la linealidad de la funcién error E, a que E(q) = 0 (puesto que ¢ € Po,q1]x] y
el orden de la férmula de cuadratura de Gauss para n + 1 puntos es 2n + 1), y aplicando el

Lema 1.2, tenemos que existen &y € (a, o), & € (To, 1), - -, &nt1 € (T4, ) tales que

b n
B(P) = B(f =0 = [ () = ala)) dz = Y aulf ~ a)(wn)

= /ab G(2)wg(r)?* dow

:/ r)wg(r)* dr + . /G r)wg(x)* d
~ Gla) [ wstay dm+...+G<§n+1>/%ws< 2)? d.

Usando ahora (1.20) y aplicando el Lema 1.3 (pues w? > 0 en cada uno de los intervalos

(a,xg), (xo,21), ..., (zn, b)), obtenemos
f(2n+2) (7,]0) /mo ) f(2n+2) (nnJrl) /b )
FE = — d e —— d
(f) (271 + 2)‘ . ws(l‘) T+ + (27’L + 2)' . ’LU5<I') €z
JeDE) [0
m w5($>2 dx.
obteniendo asi el resultado deseado. O

Formulas de Gauss con una funcién peso Se pueden generalizar los resultados ante-
riores para férmulas de cuadratura de Gauss con una funcion peso. Concretamente, sea una

funcién peso
b
p € C%a,b), p(x) >0en (a,b)y / p(x) de < oo,

nos planteamos el problema de encontrar ay, ..., ®, y los nodos zy < ... < z,, tales que la

formula de cuadratura de tipo interpolatorio

b
[ o)t de = Y auf ),

sea de orden méaximo. Los resultados vistos hasta ahora con p(x) = 1 sobre la existencia,

unicidad y expresién del error siguen siendo validos y es posible alcanzar el orden 2n + 1
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eligiendo como nodos los ceros del (n + 1)-ésimo polinomio ortogonal respecto al producto

escalar con peso b
(9= [ )i (@)g(e) ds

Dependiendo del peso p y del intervalo considerado, tenemos férmulas de cuadratura de

Gauss con nombres especificos. Por ejemplo,

» Para p(z) = 1y [a,b] = [—1, 1] tenemos la férmula de cuadratura de Gauss-Legendre

(los polinomios ortogonales en este caso se llaman polinomios de Legendre).

» Para p(z) = y la,b] = [—1,1] se trata de la férmula de cuadratura de Gauss-
V1—2a?

Chebyshev (los polinomios ortogonales en este caso se llaman polinomios de Chebyshev).

Se observa que, aunque el peso se hace infinito para x = +1, su integral es finita ya
r=1

= [arcsin az] =T.
r=—1

1
1

ue —

a /_1 V1—a?

» Parap(z) = e "y |a,b] = [0,00) se trata de la férmula de cuadratura de Gauss-Laguerre

(los polinomios ortogonales en este caso se llaman polinomios de Laguerre).
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CAPITULO 2

CONCEPTOS DE LA TEORIA
DIFUSA

En este Capitulo podemos encontrar un resumen sobre algunos conceptos de la teoria
difusa los cuales nos ayudaran a entender de qué trata y el porqué de su estudio e importan-
cia. Ademds, nos entregaran los conocimientos y herramientas necesarias para entender las

aplicaciones que se realizaran posteriormente.

Nota 2.1. Mas adelante, en ocasiones nos referiremos a algo difuso por su traduccién al

inglés fuzzy

2.1. Conjuntos Difusos

El concepto de conjunto difuso (fuzzy) fue introducido por Zadeh en la mitad de la década
del 60 y se ha considerado como un modelo matematico adecuado para representar situaciones
en donde el grado de subjetividad juega un papel fundamental en el contexto considerado.
De esta manera, un modelo concebido en estos términos puede ser usado cuando los modelos
deterministicos no reflejan una fiel descripcién de la situaciéon en estudio.

La caracteristica esencial de los conjuntos fuzzy, a diferencia de los conjuntos clasicos, es
la propiedad de pertenencia de un elemento a un determinado conjunto, ésta se describe por
medio de una funcién de pertenencia la cual puede variar entre 0 y 1; Por ejemplo, sea A un
subconjunto del espacio 2. Podemos definir la funcién s4 : © — {0, 1} tal que

SA(;E):{O’ v ¢ A

1, z€ A

22
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en el aspecto clésico, la propiedad de un objeto de pertenecer a un conjunto es V o F y por
convenio se le asignan los valores extremos 0 y 1, pero no hay valores intermedios.

Si tenemos en cuenta, como ejemplo practico de un conjunto clasico, el conjunto universal
() continuo y no contable de una temperatura exterior x en grados Celsius, podemos usar la

teoria de conjuntos clasicos y definir el conjunto A de temperaturas bajo cero por
A={r e X|z <0}
o alternativamente por la funcién caracteristica

(z) = 1, paraz <0
palt) = 0, paraz >0 ,z€

Por lo tanto, la propiedad
A(z) = “x es una temperatura bajo cero”

permite una definicion no ambigua del conjunto A, esto es, permite una clara distincién entre
los elementos que pertenecen a A y los que no. La funcién caracteristica pa(z) del conjunto
A de las “temperaturas bajo cero” esta graficada en la Figura 2.1.

Como una extensiéon del ejemplo anterior, consideremos el siguiente problema: ; Cémo se
verfa el conjunto A de “bajas temperaturas”? A pesar de que la clasificacién de las temperat-
uras, por supuesto, depende en gran medida la percepcién personal de “baja temperatura”, o
“frio”, respectivamente, es evidente que una division clara del conjunto universo en elementos
que definitivamente pertenecen al conjunto y aquellos que estan completamente excluidos,

ya no tiene sentido. La nocién de una propiedad fuzzy
A(z) = “x es una temperatura baja”

para el conjunto A requiere una extensién de la teorfa de conjuntos cldsica hacia una teorfa
de conjuntos generalizada, donde ademés de pertenencia y exclusién también exista la posi-
bilidad de otorgar gradaciones entre los dos grupos.

En este contexto, los conjuntos fuzzy pueden introducirse como una generalizacién de con-
juntos convencionales al permitir que los elementos de un conjunto universo no sélo pertenecer
por completo, o no pertenecer a un grupo especifico, sino también de pertenecer al conjunto
a un cierto grado.

La funcién de pertenencia (uj : € — [0,1]) se interpreta como el grado en que un

elemento dado cumple con ciertas especificaciones que definen a los elementos del conjunto
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en cuestién. Por ejemplo, si se tiene que un cierto elemento = es tal que p 5(x) = 0,8 significa
que cumple segin nuestro criterio el 80 % de las especificaciones que definen los elementos del
conjunto. La funcién de pertenencia se relaciona con vaguedad y subjetividad (como algunos
procesos de evaluacién). De esta manera, mediante la extensién de la funcién de pertenencia
se dird que, por abuso de lenguaje, A C Q, con la funcién de pertenencia L5, €s un conjunto
fuzzy. Asi en particular todo conjunto usual es un conjunto fuzzy.

Es asi, que en el contexto fuzzy, existe una transicién continua entre lo falso y ver-
dadero, entre la pertenencia y no pertenencia a un conjunto dado, que mediante principios
matematicos puede servir para modelar informacién basada en grados de pertenencia. Un
conjunto fuzzy no tiene limites bien definidos.

Retomando el ejemplo introductorio del conjunto fuzzy A de “bajas temperaturas”, una

posible funcién de pertenencia podria estar dada por

1
pi(r) = 1100 & SRY/
la cual podemos ver en la Figura 2.1
A
()
1.0
___________ Yo 15 (x)
palz) l
\
R |
‘ I
‘ I
‘ I
| :
0.0 | !
~273.15 0 10 z/°C

Figura 2.1: Solucién mediante férmula de Funcion caracteristica pa(x) (linea punteada) y
una posible funcion de pertenencia p ;(linea continua)

Resumiendo, si © es algin conjunto, entonces un subconjunto fuzzy A de Q se define
por su funcién de pertenencia, denotada u4(z), la cual produce valores en [0, 1] para todo
z en . Asi, pz(x) es una funcién que va de Q en [0,1]. Si pj(xo) = 1, entonces decimos

que To pertenece a A, si pi(z1) = 0 decimos que x; no pertenece a A y s pi(z2) =0.6
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decimos que el valor de pertenencia de z5 en A es 0.6. Cuando wi(z) es siempre uno o
cero, obtenemos un subconjunto Crisp de 2. El término “Crisp”quiere decir “no difuso”.
Un conjunto Crisp es un conjunto clasico. Un nimero Crisp es un numero real. Una matriz
(vector) Crisp tiene niimeros reales como elementos. Una funcién Crisp es una funcién que
va de los reales (vectores reales) en nimeros reales. Una solucién Crisp a un problema es una

solucion que involucra conjuntos Crisps, nimeros Crisps, funciones Crisps.

Definicién 2.1. (Conjunto potencia fuzzy)
El conjunto potencia 75(/1) de un conjunto cldsico A es el conjunto de todos los posibles

subconjuntos fuzzy T de A. Podemos escribir

P(A) = {T|T C A}

Definicién 2.2. (Altura de un conjunto fuzzy) La altura hgt(A) = h(A) de un conjunto
fuzzy A € P(Q) es el supremo (o el mdzimo, cuando el conjunto universo Q es finito) de la
funcion de pertenencia pz(x):

hgt(A) = h(A) = sup p4(x).

e

Si hgt(A) = 1, A es llamado normal; en otro caso, es llamado subnormal.

Definicién 2.3. (Nicleo de un conjunto fuzzy) El nicleo core(A) = C(A) de un con-
junto fuzzy A € 75(9) es el conjunto cldsico de todos los elementos x € €) tales que tienen un

grado de pertenencia igual a la unidad:

core(A) = C(A) = {z € Qu;(z) = 1}

Definicién 2.4. (Soporte de un conjunto fuzzy) El soporte supp(A) = S(A) de un
conjunto fuzzy A € 75(9) es el conjunto cldsico de todos los elementos x € € tales que tienen

un grado de pertenencia no nulo:

supp(A) = S(A) = {x € Qlps(x) > 0}

Definicién 2.5. (a-corte de un conjunto fuzzy) El a-corte cut,(A) = A, de un conjunto
fuzzy A € 75(9) es el conjunto cldsico de todos los elementos x € ) tales que pertenecen al

conjunto fuzzy A al menos en el grado a € [0, 1];

cuty(A) = Ay = {z € Qus(z) > a}
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El conjunto A.y con

cuta (A) = Aar = {z € Qluji(x) > a}
es llamado a-corte fuerte del conjunto fuzzy A.

Como consecuencia de las definiciones anteriores se tiene que

cutor (A) = supp(A)
cuti(A) = core(A)

cut(A) #0 < hgt(A) =1
=

a < ag cuty, (A) C cuty, (A)

Ademas, cada conjunto fuzzy A puede ser representado unicamente por la secuencia de
sus a-cortes asociados a través de la féormula

pa() = sup gy, (i) (T) = SUD ey, 4y (@).
a€l0,1] a€[0,1]

La ecuacion anterior es generalmente conocida como el Teorema de descomposicion de los
conjuntos fuzzy y establece una conexién importante entre los conjuntos fuzzy y conjuntos
clasicos. Esta conexién nos proporciona el criterio para la generalizacion de las propiedades
de los conjuntos clédsicos a sus homologos fuzzy. Ademas, es de enorme importancia para la
definicion de la aritmética fuzzy, la cual puede ser reducida a aritmética de intervalos, cuando
los niimeros fuzzy son descompuestos en a-cortes.

Las propiedades fundamentales de conjuntos fuzzy, tales como altura, nicleo, soporte y

a-cortes, estan ilustradas para un conjunto fuzzy A como ejemplo en la Figura 2.2

2.2. Numeros Difusos

Entre los diversos tipos de conjuntos fuzzy, los que se definen en el conjunto universo R de
los niimeros reales son de especial importancia. Estos conjuntos pueden, bajo ciertas condi-
ciones, ser vistos como numeros fuzzy, que reflejan la percepcion humana de cuantificacion
numérica incierta.

A continuacién veremos una definicion mas formal de nimero fuzzy.

Definicién 2.6. Numeros fuzzy (o difusos) Un conjunto fuzzy P € 75(]R) es llamado un

numero fuzzy p si satisface las siguientes condiciones:
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pilz)
het(A) =1
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Figura 2.2: Un conjunto fuzzy A con la caracterizacién de las propiedades de altura, nicleo,
conjunto soporte y a-cortes.

1. P es normal, es decir, hgt(ﬁ) =1.

2. P es convero.

3. Hay exactamente un T € R con up(x) =1, es decir, core(P) = 7.

4. La funcidon de pertenencia pp(z),z € R es por lo menos continua por partes.

El valor = core(p) el cual muestra el maximo grado de pertenencia y;(Z) = 1 es llamado
valor modal del nimero fuzzy p. El dato modal también puede ser llamado como valor
maximo, valor central, o valor medio, donde las tultimas dos expresiones son preferentemente
usadas para numeros fuzzy simétricos.

El conjunto de todos los posibles niimeros difusos p puede ser llamado el conjunto potencia
de nimeros fuzzy P'(R) C P(R). Algunos autores, al conjunto de niimeros fuzzy le llaman
simplemente B!

Un ntmero difuso € P'(R) es llamado simétrico si su funcién de pertenencia ()
satisface la condicion

ps(T +x) = ps(z — ) Vo e R.
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Un ntmero difuso p € P'(R) es llamado (estrictamente) positivo, simbolizado por p > 0
o sgn(p) = +1, si
supp(p) C€J0, ool

o (estrictamente) negativo, simbolizado por p < 0 o sgn(p) = —1, si

supp(p) C] — o0, 0].

Un niimero difuso j € P'(R) puede ser llamado (fuzzy) cero, simbolizado por sgn(p) = 0,

si no es ni negativo ni positivo, esto es, si

0 € supp(p).

Otra forma de representar un nimero arbitrario difuso es por medio de un par ordenado
de funciones. La idea fundamental de esta representaciéon de un niumero difuso, llamada
cominmente representacton L-R, es dividir la funcién de pertenencia j;(x) de un nimero
difuso p, en dos curvas p(x) y u,(x), a la izquierda y derecha del valor modal z, quedando

como @)
) _ J () parax <z
Hp(w) = {ur(x) para & > T

Luego, si realizamos una parametrizacion de las funciones p;(x) y u,(x) tendriamos que
p podriamos representarlo como p = (p(r),p(r)), 0 < r < 1, donde p(r) y p(r) son las
parametrizaciones de py(x) y () respectivamente. Ademads, dichas funciones parametrizadas

satisfacen las siguientes condiciones:

1. p(r) es una funcién acotada por la izquierda, continua y no decreciente sobre [0, 1]

2. p(r) es una funcién acotada por la izquierda, continua y no decreciente sobre [0, 1]

Nota 2.2. Esta forma parametrizada serd la que utilizaremos para estudiar los métodos de

integracion del Capitulo 3 y para resolver las integrales fuzzy en el Capitulo 4.

Entre el infinito nimero de posibles conjuntos fuzzy en p € P'(R) que califican como
nimeros difusos, algunos tipos de funciones de pertenencia p;(z) son de particular impor-
tancia, especialmente respecto al uso de nimeros difusos en la aritmética fuzzy aplicada.

Debido a su funcién de pertenencia bastante simple del tipo lineal, el ndmero difuso
triangular o numero difuso lineal es uno de los mas frecuentemente usados nimeros fuzzy.

Como una forma abreviada, podemos introducir la notacién

ﬁ: ('f?a?/B)?
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para definir un nimero difuso triangular p € P'(R) con la funcién de pertenencia

%i%-l, T—a<z<zT,
,LLi,(SL’): %‘1‘17 i’ﬁxﬁ:ﬁ—l—ﬁ,
0, otro valor

Su forma paramétrica es

Definicién 2.7. Un nimero Crisp « es simplemente representado por u(r) = u(r) = «,
0<r<1.

2.3. Aritmética, Funciones e Integrales Difusas

A continuacién se presentan algunas definiciones de conceptos y operatoria que seran
necesarias tener presente en los siguientes capitulos.

Sean @, € E' y sea s un nimero real. Entonces, para 0 < r <1

» 4 =70 siy solosiu(r)=uov(r)yulr)="1v(r),

Definicién 2.8. Para nimeros difusos arbitrarios 4 = (u,u) y 0 = (v,7), la cantidad

D(u,v) = sup {mdx[|u(r) — uv(r)], [u(r) —v(r)[[}

0<r<1

es la distancia entre 4 y v
Con esta definicién de distancia es posible mostrar que E*' es un espacio métrico completo

Definicién 2.9. Una funcién f: R — E' es llamada una funcién difusa.
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Definicién 2.10. Sea f una funcion difusa. Si para un punto fijo arbitrario to en R y e > 0,

existe un 0 > 0 es tal que
|t —to| < & = DIf(t), f(to)] < e,
se dice que f es continua.

Definicién 2.11. Sea f : [a,b] — E' una funcién difusa. Para cada particion P = {to, t, ... t,}
de la,b] y para un arbitrario & : t;_ 1 < & <t;, 1 <i<n, sea

Rp =Y f(&)(t: —ti)
i=1
La integral definida de f(t) sobre [a,b] es

b
/ f(t)dt =lim Rp, 121%)% |ti —ti—1| — 0
a <i<
sitempre que este limite exista en la métrica D

Si la funcién difusa f(t) es continua en la métrica D, su integral definida existe. Ademas,

(/abf(t;r) dt) —/abi(t;r) dt
(/abf(t;r) dt) Z/abf(t;r) dt
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CAPITULO 3

METODOS DE INTEGRACION
PARA VARIABLE DIFUSA

En este capitulo aplicaremos los métodos de integracién numérica revisados en el Capitulo

1 para resolver una integral definida de una funcion difusa de la forma
b
/ f(t)dt, con f:[a,b] — E' una funcién difusa,

la cual estd definida paramétricamente como

/abf(t)dt: (/abf(t;r) dt,/abf(t;r) dt) = (/abi(t;r) dt,/abf(t;r) dt))

donde (f(t;7), f(t;7)) es la forma parametrizada de la funcién difusa f(t).

Gracias a este resultado, resolver la integral de una funcién difusa se convierte en un
problema de integracién de las funciones f(t;r) y f(t;7).

A continuacion se mostraran las aplicaciones de los métodos estudiados anteriormente a

la integral definida de una funcion difusa.

3.1. Meétodos de Newton-Cotes para integracion de fun-
ciones fuzzy.

Sea f una funciéon fuzzy. Para cualquier nimero n natural, las férmulas de Newton-Cotes

b n
[ #a)dn=bS gt B con fi= flatib) b=t
a i=1

n

32
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provee valores aproximados de fab f(x)dz. La forma paramétrica de esta formula es la sigu-

iente:
b n
[ 1w = 03 agtean + B
a i=1
(3.1)
/ flasr)de = hZaJ(ﬂ?i;T)‘*'E(T;T)aOSTSl
Los pesos «;, @ = .M. son numeros ramonales con la propiedad > 7  a; = n. Esto se

deduce cuando se aphca a (3.1) f(z;r) = f(x;7) = 1. Se puede mostrar que la aproximacién
del error podria ser expresado como sigue:
E(fir) = K- fP&r), €€ (a,b)
(3.2)
E(fir) = W K- FPEr) €€ (ab), 0<r <1,
Aqui, (a,b) representa un intervalo abierto de a a b. Los valores de p y K dependen sélo de
n pero no del integrando f. Para n grande, algunos de los valores de «; se vuelven negativos
y las formulas correspondientes se vuelven inadecuadas para propodsitos numéricos debido a

las cancelaciones que tienden a ocurrir en el calculo de las sumas. Sea

Q(fir) = hZaii(xi;r)

(3.3)
Q(f;r) = hzai?(xi;r),()érﬁl
i=1
De aqui tenemos
b
I(f;r) = (w;r)de = Q(f;r)+E(f;r),
(3.4)
IFir) = /fm = QFir)+E(Fir).0<r<1

Cabe preguntarse si estas aproximaciones de fab f(z) dx se acercan tanto como uno quisiera
al valor real de dicha integral. En otras palabras, ;sera que Q(f; r),Q(f;r) convergen a
I(f;r), I(f;r) respectivamente?.

El siguiente teorema respondera a esta interrogante.

Teorema 3.1. Si f(x) es continua (en la métrica D). La convergencia de Q(f; ), Q(f;r)
al(f;r), I(f;r) es uniforme enr.
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Demostracion 3.1. La continuidad de f(x) garantiza la existencia de la integral definida
de f(z). En consecuencia, R, en la Definicién 2.11 converge a esta integral en la métrica D

cuando

fm [méx (ti — ti_l)] —0 (3.5)

n—oo | 1<i<n

Es facil ver que las férmulas (3.3) pueden ser representadas en la forma R, descrita en la
Definicién 2.11. Para arbitrarios R, = (R,, R,) y I(f) = (I(f;r), I(f;7)) tenemos

D(Ry, f) = sup {miéx [|R,(r) — I(f;)], [I(f;r) — Ry(r)[] }

0<r<1
y dado que
lim D(R,,I(f)) =0, max(t; —t;_1) — 0,

n—oo 1<i<n

tenemos que R, R, convergen uniformemente a I( fir), I (f;r) respectivamente. Consecuente-
mente Q(f;7), Q(f;7) (las cuales son casos particulares de ﬁp,ﬁp, para (t; —t;_1) := hay, i =
1,...,n) convergen uniformemente a I(f;r),I(f;r) también. Esto concluye la prueba del
Teorema 3.1. O

3.1.1. Representacion del error de Peano

De (3.1) tenemos

E(fir) = I(fir)—Q(f;r), 0<r<1,

El error de integracién E(f) es un operador lineal en la forma paramétrica
E(af(r) +g(r)) = aB(fir)+ E(g:7r),
E(af(r)+3(r) = aB(fir)+ E(@r), 0<r<1,

para f,g € Va € R en algin espacio de funciones lineales difusas V.

La siguiente integral difusa representacién del error E( f) es un resultado clasico de Peano.
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Teorema 3.2. Suponga que E(p) =0 se cumple para todo p € P, esto es, cada polinomio
cuyo grado no exceda a n es integrado exactamente. Luego, para toda funcion difusa en la
forma paramétrica f(r), f(r) € C"{a,b], 0 < r < 1,

B(fin) = [ £UEnK@

(3.6)
b
E(fir) = / e d, 0<r<1,

donde

K(t) = sE[(z—t)], (z—t)} = { (()Zf — )", Zit{

y E.[(x —t)%] cuando esto iltimo es considerado como una funcion de x.

Demostracion 3.2. Considere la expansién de Taylor de f(z),z € [a,b] en a, en la forma

paramétrica:
, f"(a;r)
flosr) = flar)+ fllasr)(w—a)+... + _T(ac —a)" + M, (z;7),
<),
< < — [ (a;r) 0o T
flasr) = flarn)+ flar)z—a) +...+=—5—(@—a)" + Mu(z;7), 0=sr<1,
' (3.7)
Su término residual puede ser expresado en la forma
1 * n4+1 n 1 b n+1 n
M, (x;r) = ) G ) (e —t)hdt = o STt ) (e — 1) d,
— 1 x—n—i—l n 1 b—n+1 n
E(f;r) = = f (t;r)(z—t)"dt = =/ (t;r)(x—t)tdt, 0<r<1,
n! J, n! J,

Aplicando el operador lineal F a (3.7) tenemos

E(f;r) = E(M,;r) = %Ex (/abi”“(t;r)(x—t)idt),

B = B0 = Su ([T - o). 0<r<a

Dado que E(p) = 0 para p € [],. Para cualquier 0 < r < 1, el operador E, entero

conmuta con la integracion y asi obtenemos el resultado deseado (3.6) O]
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3.1.2. Regla de integracion del trapecio

De (3.1) tenemos:

B n—1
Ifir) = by foir) + 3 Fwar) + g fwr)| + B(f:r),
L =1 i
B n—1 7
1Fir) = b |57 + 3 ) + 57| + B(r), 0<r<1,
L =1 |
donde,
B( S @
fir) = —Sb- a2,
— h2 —(2) =
E(fﬂ") = _E(b_a)f (5;7"), 56 [33073:71]7 OSTS 1.

3.1.3. Regla de integracién de Simpson

De (3.1) tenemos:

Hfir) = b\ osr) 5 3 fnnir) + 2 3 flewir) + 30w | + B,

L =0 =1 i
B —1_ A n—l_ 9 no _ 7 _

I(f;r) = h gf(xoﬂ“)-i‘g f(xmﬂm)—i—g flzosr) + =f(zp;r)| + E(f;r), 0<r<1
L i=0 =1 J

donde, "
B(fir) = —1550- V),
BFr) =~ - i En), gEelma 0<r<1

) - 180 ) S 0>xn]7 A

3.2. Cuadraturas Gaussianas para integracion de fun-
ciones fuzzy

Sea f una funcién fuzzy. Para cualquier nimero n natural, las formulas Gaussianas son

b n
/ f($)w($)d$=ZAifi+E, parai=0,...n (3.8)

=0
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las cuales proveen valores aproximados de fab f(z)w(z)dz. La forma paramétrica de esta

formula es la siguiente:

/ flosrw(r)de = ZAii(fﬂi;T)+E(i;T)7
= (3.9)
/ flzrw(x)de = ZAJ(J:Z, )+ BE(f;r), 0<r<1

Los pesos A;, i = 0,...n. son numeros reales con la propiedad > | A; = fabw(x) dz. Esto
se sigue de (3.9) cuando aplicamos que f(z;r) = f(z;r) = 1.

Sea

Q(fsr) = Z A f (i),
=0

(3.10)
Q(f;r) = ZAJ(%,T), 0<r<i1
i=0
Luego, de (3.9) tenemos
b
14m) = [ f@ne@ds = QUi+ E(fir)
’ (3.11)

1Fr) = / Faryw(@)dr = Q(Fsr)+ E(Fir), 0<r<1

Sean f , [ € C?"[a,b]. Se puede mostrar que el error de aproximacién puede ser expresado

como sigue:

@n) () b
Pk = i(2—7(zﬁ>')/ we)g’(e)dz = K[ (pr). n € (a.b),
o) (3.12)
7 mr b —(2n
B = L300 [uiee = KT G ae @b, 0<r <1

donde K = ﬁ fabw(x)qz(m) dry q(z) =[],(xr — x;) tal que z;, i =0,...,n son las raices

de polinomios de Legendre, Chebyshev o Laguerre.

Aligual que en la seccién anterior, es importante verificar la convergencia de Q(f;7), Q(f;7)

a I(f;r),I(f;r) respectivamente. El siguiente teorema nos muestra dicha convergencia.

Teorema 3.3. Si f(x) es continua (en la métrica D). La convergencia de Q(f;7), Q(f;r)
a I(f;r),I(f;r) es uniforme en r.
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2np(a;r "p(x;r
Demostraciéon 3.3. Sea e > 0y p un polinomio definido en £ tal que 2 825 ) _ 82812)’(1357 ) —

0y por el Teorema 1.3 D(f,p) < €, D(f,P) < €. De (3.10) tenemos

Qp;r) — Q(i; r) = ZAJ_?(%;T) - Z&'i(%ﬂ’)

= ZA( (Ilv ) f(xlv ))7

|

Qp;r) —Q(f;r) = ZAJ?(CC@;T)—. Aif (wi57)

— ZAi(]_?(ZEZ, ) ?(xu ))7

D(I(f),Q(f) < DU(f),I(p)) + D(Q(p),Q(f))
= sup {max[|[I(f;7) — I(pi7)l, [ L(f37) = 1(Bi7)[]}

0<r<1

+ sup {max[|Q(f;r) — Q(p: )|, |Q(f;m) — Q@ )N}

0<r<1
b n b
< e/ w(x)da:jteZAi:Qe/ w(z) dx,
a i=0 a
Esto concluye la prueba del Teorema 3.3. O]

3.2.1. Regla de integracion de Gauss-Legendre

En esta regla, tenemos que w(z) = 1, [a,b] = [—1, 1]. Por lo tanto (3.9) queda como

1
flasr)de = ZA fxir)+ E(f;r),
-1
(3.13)
1
flar)de = ZA (zi;r) + E(f;r), 0<r <1,
1
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donde om)
S5 ()
B = = [ f@dnne -1,
—(2n) 1
- f ;T _
E(fir) = # ¢*(z)dv, € (-1,1), 0<r < 1,
- -1
con q(z) = [[i,(z — z;), tal que z;, i = 0,...,n son las raices de polinomios de Legendre.

En este método, > | A; =2

Regla de integracién de Gauss-Legendre de un punto

I(f;r) = f(O;r)+ E(f;7),

I(fir) = F(O;r)+E(f;r), 0<r <1,

donde
[e)
E(i? T) = gi (Wa"n)’
— 1—@),_ _
E(fir) = 3/ (), 0<r <1, nqe(=1,1)

Regla de integracién de Gauss-Legendre de dos puntos

I(f;r) = i(—%;r) i(%;T)JrE(i;T),

1Gir) = F(=gir) 47 (Jgir) + BFn. 0<r <1,
donde
B(f5r) = gl V)
EFr) = —FY@0), 0<r<1, 0,7 € (=1,1)
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Regla de integracién de Gauss-Legendre de tres puntos

I(f;r) = gi (—\/2;7) +gi(0;r)+g[ (\/?T‘) + E(f;7),
G = 3 (—\/§> + S50 + 37 (ﬁ) B, 0SS,

donde
B(f5r) = 15l mm)
< 15750= T
EFr) = —— 7O, 0<r<1, niie (-1,1)
9 - 15750 na Y — — aﬂ777 9

3.2.2. Regla de integraciéon de Gauss-Chebyshev

En estas reglas, tenemos w(zr) = \/1—72, [a,b] = [—1,1]. Entonces, de (3.9) tenemos
bf( Mg
Aif(zir)+ E(f;r),
Vi Z S (£i7)
1 F n
flasr) < <
dr = Aif(xgr)+ E(f;r), 0<r <1,
e ; Tlaier) + E(Fer)
donde on)
Bn = L2 da e (-1.1),
L \/? -
(Zn
E(f;r) = / mdw,ﬁe( 1,1), 0<r <1,
con q(x) =[], (x — x;), tal que z;, i = 0,...,n son las raices de polinomios de Chebyshev.

En este método, > " | A; =7

Regla de integracién de Gauss-Chebyshev de un punto
I(f;r) = =f(0ir)+ E(f;r),

I(f;r) = nf(0;r)+ E(f;r), 0<r <1,
donde
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1 1 [IZ‘Z
E(fir) = f%m T
(i ) Qi (ﬂ ) 1 1 — 12
B 1_ 1 2
E(fir) = 5770 | ———dr, 0<r <1, 7€ (-1,1)
2 ~1 1 — 22 -

Regla de integracién de Gauss-Chebyshev de dos puntos

I(f;r) = gi (—g;r> +gi (?;T) + E(f;7),

donde

—) 1 (2 _ 132
E(fr) = f (n’r>/_1<H de, 0 <r <1, n7€(-1,1)

3.2.3. Regla de integracion de Gauss-Laguerre

En estas reglas, tenemos que w(x) = e™*, [a,b] = [0, 00). De (3.9) se tiene que

/Ooi(x;r)e_xdx = ZAii(xi;r)—FE(i;r),
0 i=0

/OO Flaryede = Y Aif(wir)+ E(fir), 0<r <1,
0 i=0

donde o
S7mr) %o .
E(ivr) = (2—711)'/() q (ZL‘)6 dl’, ﬂ€(07oo>7
—(2n) _ 0o
B = LGB0 [T e dn me o) 05 <1,
(2n)! 0
con q(x) = [[_,(x — x;), tal que z;, i = 0,...,n son las raices de polinomios de Laguerre.

En este método, > 1 A, =1
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Regla de integracién de Gauss-Laguerre de un punto

I(f;r) = f(Lr)+ E(f;7),

I(fir) = F(Lir)+E(f;r), 0<r <1,

donde
1 (2) - 2 —x
E(fir) = §i (n;7) (x —1)%e " duz,
0
_ 1— o0
E(f:r) = §f(2)(ﬁ;r)/ (x— 1) de, 0<r <1, 7,77 € (0,00)
0

Regla de integracién de Gauss-Laguerre de dos puntos

I(f;r) = 0,853553390593 f (2o;7) + 0,146446609407 f (z1;7) + E(f; 1),
I(f;r) = 0,853553390593f (xo;7) + 0,146446609407 f (zy;7) + E(f;r), 0 <r <1,

donde ¢ = 0,585786437627 y x; = 3,414213562373

donde
4 (- oo
et = B89 [t
?(4) (—. 7") 00
E(f;7) ¢/ (z — m0)*(x — 1) “dr, 0 <71 <1, 9,7 € (0,00)
4! 0 4

En general se puede adaptar el método de Gauss utilizando polinomios ortogonales como

por ejemplo los polinomios de Hermite, Bessel, etc.
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CAPITULO 4
EJEMPLOS NUMERICOS

En este capitulo se mostraran los resultados obtenidos usando Matlab para simular los
métodos numéricos de integracion aplicados a funciones difusas, descritos anteriormente en
el Capitulo 3. Ademas, cuantificaremos el error en cada caso y se verificara que las ecua-
ciones que describen el error para cada método entregan el mismo resultado que en nuestros

ejemplos.

4.1. Meétodos de Newton-Cotes

A continuacién veremos algunos ejemplos de integracién fuzzy, sus resultados exactos y
resultados numéricos empleando para ello las Reglas del Trapecio compuesta y las de Simpson

compuesta.

Ejemplo 4.1. Considere la siguiente integral fuzzy:
1 ~ ~
/ kx*dr, k= (r—1,1—7), (4.1)
0

Recordemos que la integral de una funcién fuzzy es un nimero fuzzy, de hecho tenemos

que si f es una funcion fuzzy

44
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luego, la solucién exacta de (4.1) es

1 9 1 9 LU3 r=1 .133 =1
([ =i, [ 2a-na) = (e-0%[7a-n%[])
1 1
= (=(r=1.2(1-
(30-1.50-n)
1
= Z(r—1,1-
En esta ocasién el intervalo [a,b] = [0,1] y considerando un sélo nodo, es decir, n = 1,
tenemos que h = T4 Bajo estas condiciones, de la Regla del Trapecio (véase pp. 36)
n

tenemos que

Es claro que estos resultados satisfacen las ecuaciones del método descrito en el Capitulo 3.
La solucién exacta y la solucion mediante la férmula del trapecio con h = 1 estan grafi-

cadas en la Figura 4.1

1 T ] T T T
0.9r

() T T T T

—--&-- Sol. Trap. h=1/ |
_...O....

0.8f Sol. exacta b

0.7

0.6
0.5F
0.4
0.3F
0.2
0.1

)

1 1 1 1 1

0 %, 1 1 1
-06 -05 -04 -03 -02 -01 0 01 02 03 04 05 06

Figura 4.1: Solucion para h =1
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Ahora considerando 2 nodos, es decir para h = % tenemos:

QUfsr) = 20" —1),  Q(f;ir) = gu — 1),
Bl = FT) =00

Podemos ver que estos resultados satisfacen también las ecuaciones del método.

Las graficas de las soluciones exacta y numérica podemos observarlas en la Figura 4.2

1 T T T T T
0.9r

--©--- Sol. Trap. h=1/2|
....O....

0.8F Sol. exacta N

0.7

0.6
0.5
0.4r
0.3F
0.2F
0.1

O 1 1
-06 -05 -04 -03 -02 -01 0 01 02 03 04 05 06

1

Figura 4.2: Solucién para h = 3

Ahora, aplicando la regla de Simpson, para h = % tenemos que

Qi) =50 =1, Q) =50 -7),

lo cual se muestra en la Figura 4.3

Ejemplo 4.2. Considere la siguiente integral fuzzy:

1
/ kxtdx, k= (r,2 1), (4.2)
0
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---©--- 8ol. Simp. h=1/2
—-- N

o8k Sol.exacta

0.7F
0.6
0.5
0.4
0.3F
0.2r
0.1

Figura 4.3: Solucién para h = %

cuya solucion exacta es

(/01x4(r)d:c,/01x4(2—r)dx) _

Al igual que en el ejemplo anterior, el intervalo [a,b] = [0,1] y considerando un sélo nodo

tenemos que h = 1. Bajo estas condiciones, de la regla del trapecio tenemos que

QUi = 50, Q) =427,
i@) = 124%(r), 7(2) = 122%(2 — 1), luego,
3 . 3
E(i>r):_1_o(r>7 E(far):_E(Q_T)a

Es claro que estos resultados satisfacen las ecuaciones del método descrito en el Capitulo 3,
especificamente las del error, para § = &= /3/10 € (0,1)
La solucién exacta y la solucién mediante la formula del trapecio con h = 1 estéan grafi-

cadas en la Figura 4.4
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---&--- Sol. Trap h=1
___.e.___ I

Sol. exacta

Figura 4.4: Solucion para h =1

Ahora considerando 2 nodos, es decir para h = % tenemos:

Qfir) = (). Q) =27,
B(fir) = —1on(r), B(Fir) = —1o(2 7).

Podemos ver que estos resultados satisfacen también las ecuaciones del error del método,

para { = £ = /72/160.

Las graficas de las soluciones exacta y numérica podemos observarlas en la Figura 4.5

X --@--- Sol. Trap. h=1/2
0.9 e H

o8l \ Sol. exacta

0.5 b
0.4 1
0.3 .
0.2 g

Figura 4.5: Soluciéon para h = %
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Ahora, aplicando la regla de Simpson, para h = % tenemos que

) — 5)
Q(f) )_ﬂ( )7 Q<f7r>_ﬂ(2_r)v
O =2y, FY @),
1 — 1
E(iar)__mn E(far)__ﬁo(Q_T)

--@--- Sol. Simp. h=1/2

0.9} =

o8l Sol. exacta

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
02
0.1

J‘ 1 I I 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

Figura 4.6: Soluciéon para h = %
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4.2. Cuadraturas Gaussianas

A continuaciéon veremos algunos ejemplos de integrales difusas, sus resultados exactos
y resultados numéricos empleando para ello las féormulas de cuadratura de Gauss-Legendre,

Gauss-Chebyshev y las de Gauss-Laguerre.

Ejemplo 4.3. Considere la siguiente integral fuzzy:

/0 f(x) dz, f= (0, 2%, 2%), (4.3)

Como podemos observar, debemos calcular la integral de una funcién fuzzy no parametrizada.

Recordemos que si tenemos un ntimero fuzzy triangular
u = (m,a. ),

su forma parametrizada es

ury=z+a(r—1), a(r)=z+pB(1—r).
Para este caso tenemos que T = 0, = 22, 3 = 22, luego tenemos que

F=0.0%a%) = (@ =1, 221 = 1)),
por lo tanto X X
/ (0, 2% 2%) dr = / (%(r — 1), 2%(1 — r)) dz,
0 0

que es la misma integral del Ejemplo 4.1. Luego, la solucién exacta de (4.3) es

1
“(r—1.1-
5 (r=1,1-7)
En esta ocasién el intervalo [a,b] = [0, 1], pero para emplear las férmulas de cuadratura de

Gauss-Legendre realizaremos un cambio en el intervalo de integracién de manera que debamos

aproximar la integral de una funcién en el intervalo [—1, 1]. Entonces tenemos que

/01(x2(r— 1), 22(1 — 1)) do = /_11 (% ("T;l)Q(r— 1, % ($;1>2(1 —7“)) da.

Ahora que tenemos una integral de la forma deseada, aplicamos la féormula de Gauss-

Legendre de un punto (véase pp. 39) y tenemos que

QU = 1=, Qi) =117,
@_ L. @ _ 1,
zQ = 4(7’ 1), f7= 4(1 ), luego,

B(fir) = 550 =1),  B(fir) = (1 -1),
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Es claro que estos resultados satisfacen las ecuaciones del método descrito en el Capitulo 3.
La solucién exacta y la soluciéon mediante la férmula de Gauss-Legendre de un punto estan

graficadas en la Figura 4.7

---&--- Sol G-Leg 1 pto
...e....

Sol. exacta

Figura 4.7: Solucién mediante férmula de Gauss-Legendre de un punto

Ahora aplicando la férmula de Gauss-Legendre de dos puntos tenemos:

Qi) =50 =1, Q) =50 -7),

Las graficas de las soluciones exacta y numérica podemos observarlas en la Figura 4.8

Nota 4.1. Como se puede observar, la solucién entregada por la formula de Gauss-Legendre
de dos puntos es exacta. Comparando con la solucion entregada en el Ejemplo 4.1 utilizando

la Regla del Trapecio con h = 1/2, podemos ver que la cuadratura Gaussiana es mas exacta.

Ejemplo 4.4. Considere la siguiente integral fuzzy:

1
/ (z*, 2%, 2*) dz, (4.4)
0

Aligual que en el ejemplo anterior tenemos la integral de una funcién fuzzy no parametrizada,

asi que para calcularla lo primero que haremos sera obtener la expresién parametrizada de
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--&--- Sol. G-Leg 2 ptos.
09 B - g p §

o8k Sol. exacta

0.7F
0.6
0.5
0.4
0.3F
0.2r
0.1

0
-0.4

Figura 4.8: Solucién mediante férmula de Gauss-Legendre de dos puntos

(z, 2%, 21). Para este caso tenemos que 7 = z*, o = 2%, f = 2%, luego
(z*, 2%, 2*) = (2(r), 24 (2 — 1)),
por lo tanto X X
/ (z*, 2%, %) du, —/ (z*(r), 242 — 1)) du,
0 0

que es la misma integral del Ejemplo 4.2. Luego, la solucién exacta de nuestra integral descrita
n (4.4) es
1
- (r,2—r
= (r,2—7)
En esta ocasién el intervalo [a,b] = [0, 1], pero para emplear las férmulas de cuadratura de
Gauss-Legendre realizaremos un cambio en el intervalo de integracién de manera que debamos

aproximar la integral de una funcién en el intervalo [—1, 1]. Entonces tenemos que

/01(:62(7’), 22— 1)) de — /_11 (% ($;1)4(r>, % (x;_1>4(2—7°)> da.

Ahora que tenemos una integral de la forma deseada, aplicamos la férmula de Gauss-

Legendre de un punto (véase pp. 39) y tenemos que

1 — 1
Qi) = ). Q) = =@,
1" g(a: + 1)%(r), f” = g(x +1)%(2 — 1), luego,

13 11 13

B(fir) = 3504 1020) = 50, (i) = 530+ 1@ = r) g (17,
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conn =17 = —1+44/11/10. Es claro que estos resultados satisfacen las ecuaciones del método
descrito en el Capitulo 3.
La solucién exacta y la soluciéon mediante la férmula de Gauss-Legendre de un punto estan

graficadas en la Figura 4.9

h --©--- Sol. G-Leg 1 pto
09 - B g p N

o8k Sol. exacta

0.7 : ¢ i

0.6 ' : .
0.5f .
0.4f .
03} & 3 i

0.1 .

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

Figura 4.9: Solucién mediante férmula de Gauss-Legendre de un punto

Ahora aplicando la férmula de Gauss-Legendre de dos puntos (véase pp. 39) tenemos:

Q) = o), Q) = (2 1),
3 -4 3
O =1
i 47 f 47 uego,
13 1 — 13 1
(£57) 1354 180’ (f57) 1354 180

Las graficas de las soluciones exacta y numérica podemos observarlas en la Figura 4.10
Veamos ahora los resultados que se obtienen si aplicamos el método de Gauss-Legendre

de tres puntos (véase pp. 39) para resolver nuestra integral:

QU =50, Qi) =@,
i(G) =0, 7(6) =0, luego,

E(f;r) =0, E(f;r)=0.

Las graficas de las soluciones exacta y numérica podemos observarlas en la Figura 4.11
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--&--- Sol. G-Leg 2 ptos.
09 B - g p §

o8k Sol. exacta

0.7F S .
0.6 4 .

0.4 .
0.3F " .

0.1 .

O 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

Figura 4.10: Solucién mediante férmula de Gauss-Legendre de dos puntos

---&--- Sol. G-Leg 3 ptos.
___O.___ 1

Sol. exacta

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

Figura 4.11: Solucién mediante férmula de Gauss-Legendre de tres puntos

Nota 4.2. Como se puede observar, la solucién entregada por la férmula de Gauss-Legendre
de tres puntos es exacta. Comparando con la solucion entregada en el Ejemplo 4.2 utilizando

la Regla de Simpson con h = 1/2, podemos ver que la cuadratura Gaussiana es mas exacta.

Ejemplo 4.5. Considere la siguiente integral fuzzy:

Uk -
/_1 ﬁdl’, ]{? = (7”72 —T), (45)
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luego, la solucion exacta es

Y(2—r)z

(/_11 \/% o ﬁdl‘) = (0,0)

Ahora, aplicando la férmula de Gauss-Chebyshev de un punto tenemos que

Las gréficas de las soluciones exacta y numérica de (4.5) podemos observarlas en la Figura
4.12

---&--- Sol. G-Cheb. 1 pto.
0.9f O i

Sol. exacta
0.8 _— H

0.7f .

0.6 E

0.5F b

0.4 b

0.31 k

0.1 5

O 1 1 1 1
-1 -0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1

Figura 4.12: Solucién mediante férmula de Gauss-Chebyshev de un punto
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Ejemplo 4.6. Considere la siguiente integral fuzzy:

V(1 — a?) - B
/_lﬁdx,k—(r 1,1—r), (4.6)

luego, la solucién exacta es

([ e [ 80 - (G- .50 -0)

Aplicando la férmula de Gauss-Chebyshev de un punto tenemos que

Q(f;r) =m(r—1), Q(fir)=m(l-r),
i(z) =—2(r—1), 7(2) = —2(1 =), luego,
1 ! 22 s
E(fir) = 5(—2(7“—1))/_1 —/1_—a:2d$:—§(7”—1)7
B(fir) = y=20-) [ Z=de=—Fa-1)

Las gréficas de las soluciones exacta y numérica de (4.6) podemos observarlas en la Figura
4.13

--&--- Sol. G-Cheb. 1 pto
0.9r C H

Sol. exacta

0.8

0.7r

06

0.5F

0.4r

0.3F

0.2

0.1

Figura 4.13: Solucién mediante férmula de Gauss-Chebyshev de un punto
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Ahora, aplicando la féormula de Gauss-Chebyshev de dos puntos tenemos que
T - T
QU =30=1),  Q(Fir) =307,
i(z) =0 7(2) =0, luego,
E(fir)=0, E(f;r)=0

4.14

& Sol. G-Cheb. 2 ptos.
- 1

Sol. exacta

0.9F

0.8

0.7r

0.6

0.5r

0.4

0.3F

0.2

01

Figura 4.14: Soluciéon mediante féormula de Gauss-Chebyshev de dos puntos

Ejemplo 4.7. Considere la siguiente integral fuzzy:

/OO f(x)e @ dx, f=(ra® 22> —ra?), (4.7)
0

luego, la solucion exacta es

</O°° e " (ra?) da, /Ooo e (22(2 - 1)) dx) = (2r,4 — 2r)

Aplicando la formula de Gauss-Laguerre de un punto tenemos que

Q(fa T) =T, Q(?a T) - (2 - 7”),
i@) = 2r, 7(2) =2(2 —r), luego,
1

E(f;r) = %(zm) /Ooo(x —erde=r, B(fr) = 5(22-1) /Ooo(x ey = (2— 1)
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Las gréficas de las soluciones exacta y numérica de (4.7) podemos observarlas en la Figura
4.15

1 T T T

| T
oo ---©--- Sol. G-Lag. 1 pto
0.9 g ) s=@reac H
y X Sol. exacta
0.8 Yo o] - i

0.7F 5 < .
0.6} ' ‘ .
0.5} q , 4
0.4F o] o -
0.3} ! \ .
02F ¢ ) .

0.1

0 1 1 1 3 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Figura 4.15: Solucién mediante férmula de Gauss-Laguerre de un punto

Ahora, aplicando la féormula de Gauss-Laguerre de dos puntos tenemos que

Q(i; r) = 2,000000000003097(r) = 2r, Q(T; r) = 2,000000000003097(2 — r) ~ 2(2 — r),
i(z) =0 f@) =0, luego,

E(f;r)=0, E(f;r)=0

Las graficas de las soluciones exacta y numérica de (4.7) podemos observarlas en la Figura
4.16

Ejemplo 4.8. Considere la siguiente integral fuzzy:

/0 " F@)e v dr, F = (s(2), Hz), u(x)), (48)

s(z) = (z +1)2, t(z) = , u(x) = ,

Luego, su forma parametrizada es

f=(flar), flz;r) = (1(:):+ Drt+ 4o 3 Lo e 2oy §> .

4 4 4 2 2 2
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--&--- Sol. G-Lag 2 ptos
0.9

:

. exacta

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5

Figura 4.16: Soluciéon mediante féormula de Gauss-Laguerre de dos puntos

De aqui, tenemos que la solucion exacta es

Aplicando la férmula de Gauss-Laguerre de un punto tenemos que

7

QUi =gr+t, QFr=5-r

[ =2 7Y =2 luego,
1 o _ 1 oo
E(f;r) = 5(2)/0 (x— 1) "de=1, E(f;r)= 5(2)/0 (x—1)%"dor =1
Las graficas de las soluciones exacta y numérica de (4.8) podemos observarlas en la Figura
4.17

Ahora, aplicando la féormula de Gauss-Laguerre de dos puntos tenemos que

1 9
Q(f;r) = 0,500000000000210(r) + 4,500000000004570 ~ 57 + >

Q(f;r) = 6,000000000005201 — 1,000000000000421(r) ~ 6 — 7,
=2
’ f - 07 luego,

, E(f;r) =0.
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T
oo --&-- Sol. G-Lag. 1 pto.
0.9} AN i I
0 Sol. exacta
0.8 ¢ — 1
07} ]

0.6r ,' c%%) _
0.5 5 %%9 _

0.4k o ¥ 4

0.3F 1

0.2

01f -

0(-: ] %i\ 1
5

3.5 4 45 5.5 6

Figura 4.17: Soluciéon mediante féormula de Gauss-Laguerre de un punto

Las gréficas de las soluciones exacta y numérica de (4.8) podemos observarlas en la Figura
4.18

---0--- Sol. G-Lag. 2 ptos.
—--- ||
Sol. exacta

0.9

0.8

0.7F

0.6

0.3
0.2

01

4.4 46 4.8 5 52 54 5.6 5.8 6 6.2

Figura 4.18: Solucién mediante férmula de Gauss-Laguerre de dos puntos
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CONCLUSIONES

A lo largo de esta investigacion hemos revisado una parte de teoria clasica sobre métodos
de integraciéon numérica los cuales, mediante una pequena adaptacion, han sido utilizados
para la resolucion numérica de integrales de funciones difusas. Esta adaptacion se apoya en
gran parte a la forma parametrizada de numeros, funciones e integrales difusas. Ademas, se
ha mostrado que dichas adaptaciones de los métodos tienen una propiedad tan importante en
calculo numérico como lo es la convergencia de los resultados numéricos a la solucién exacta.

En cuanto a los resultados obtenidos, es sabido en la teoria clasica que la integral definida
de una funcién es un nimero real, sin embargo, se pudo observar que al calcular la integral
definida de una funcién difusa el resultado era un ntmero difuso. Al realizar los célculos
numéricos empleando los métodos, se pudo verificar que los resultados y errores obtenidos
concordaban con lo que nos decia la teoria.

Por otro lado, segin lo revisado en el Capitulo 2 sobre conceptos de la teoria difusa,
podriamos decir que ésta es una extensién de lo que son las teorias clasicas de conjuntos,
nimeros, aritmética, etc., por lo que dentro de las futuras posibles investigaciones a realizar
estd verificar si es posible utilizar otros métodos numéricos clasicos (derivacién, resolucion
de ecuaciones diferenciales, resolucién de sistemas de ecuaciones, etc.) para aplicarlos en la
teoria difusa (derivacién de funciones difusas, resolucién de ecuaciones diferenciales difusas,

resolucién de sistemas de ecuaciones difusas, etc.).
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