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Capitulo 1

Preliminares

1. Introduccion

Hablamos de una funcion implicita cuando tenemos una ecuaciéon
de la forma f(z,y) = 0, donde no se muestra claramente como despejar
y en funcién de z ni x en funcion de y. Donde una ecuacion explicita
tiene la forma

Cualquiera de estas dos ecuaciones es preferible a la implicita puesto
que siempre una ecuacion explicita puede transformase en una implicita
de manera trivial

flz,y) =y — g(x)z — h(y)

segiin corresponda. Nuestra pregunta es ahora entonces: Cudndo es
posible encontrar una funcion que describa explicitamente y en funcion
de x o x en funcidn de y en un entorno de (a,b)?. Justamente aqui
radica la importancia de este teorema pues existe la posibilidad de
calcular la diferencial en un punto (a,b) de una funcion sin conocerla
explicitamente, lo que nos permitird por ejemplo, obtener una evalua-
cion aproximada de la funcidén en el punto. Ademads, este problema
toma una forma mas general cuando se considera un sistema de varias
ecuaciones en las que intervienen varias variables, y nos preguntamos si
se pueden resolver dichas ecuaciones para algunas de esas variables en
funcién de las restantes variables. Para obtener una respuesta tenemos
que, bajo condiciones bastantes generales, siempre existe una solucion,
la cual es proporcionada por el teorema de la funcién implicita con
una descripcion de las condiciones y ciertas conclusiones acerca de la
solucion. El estudio de las funciones implicitas no es solo abstracto, de
hecho, las soluciones de muchas ecuaciones diferenciales ordinarias es
una ecuacion que relaciona las variables x e y de manera implicita.

Ahora bien, el teorema de la Funcin Inversa esta intrinsicamente
conectado con el teorema anterior pues viene siendo un caso especial
de él, puesto que el teorema de las funciones implicitas se presentan
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2. MARCO TEORICO 6

comunmente como una forma de describir la nocién de una funciéon
inversa, y como son tan importantes serd también nuestro objeto de
estudio.

Para llevar a cabo nuestro objetivo y cumplir con lo anterior nos
concentraremos en estudiar algunos contenidos insertos en los cursos
de Anélisis Matematico tales como: Topologia en el espacio cartesiano,
funciones, limites de funciones de varias variables y diferenciabilidad,
los que son de gran ayuda para facilitar nuestro trabajo y de paso
recordar los conocimientos previos que se debiesen tener.

2. Marco Teérico

El teorema de la funcién implicita es muy cercano al teorema de
la funcion inversa y también uno de los mas importantes y antiguos
paradigmas en la matematica moderna. Los inicios de la idea del teo-
rema de la funcién implicita lo podemos ver en los escritos de Isaac
Newton (1642-1727) quien da las primeras ideas para analizar el com-
portamiento de la definiciéon de funciéon implicita en el contexto del
célculo. Gottfried Leibniz (1646-1716) tiene explicitamente en su tra-
bajo un resultado de derivacion implicita. Mientras que, Joseph Louis
Lagrange (1736-1813) fund6 un teorema que es esencialmente una ver-
sion del teorema de la funciéon inversa y lo que puede ser el primer
teorema de verdad de la funcién implicita pero que en su forma es-
taba estrechamente relacionado con el teorema de la funcién inversa.
Agustin Louis Cauchy (1789-1857) fue quien se acerco al teorema de la
funcion implicita y es también reconocido como el descubridor de dicho
teorema.

Este teorema primero fue formulado en términos del andlisis com-
plejo y en series de potencias complejas. Luego, como el interés en la
comprension de analisis real creci6, surgio la version en variable real del
teorema. El teorema de la funcin impléita fue formulado para funciones
de dos variables reales y la hipotesis correspondiente a la matriz jaco-
biana que sea no singular era simplemente que una derivada parcial no
sea nula. Finalmente, Ulisse Dini (1845-1918) matematico italiano, fue
quien generalizo la versin de variables reales del teorema de la funcién
implicita al contexto de funciones de cualquier nimero de variables
reales, su contribucion fue decisiva pues resolvié el asunto en forma
moderna dentro de la teoria de funciones reales.

Una de las formas méas poderosas del teorema de la funcion implici-
ta es la que se atribuye a John Nash (1928 -) y Jurgen Moser (1928 -
1999). Esta técnica es en realidad un esquema de iteracion infinita de
los teoremas de la funciéon implicita. Jurgen Moser aisla la técnica y la



5. METODOLOGIA 7

convirtié en una poderosa herramienta que es ahora parte de las ecua-
ciones en derivadas parciales, el analisis funcional, variables complejas
y muchos otros campos.

Ahora bien, en cuanto a las aplicaciones del teorema de la funcion
implicita hay muchas aplicaciones sofisticadas, mencionaremos entre
ellas la deformacion de estructuras complejas.

Finalmente es posible considerar el teorema de la funcién implici-
ta como un diseno para resolver ecuaciones, las cuales pueden estar
aplicadas a diferentes campos.

3. Formulacion del Problema

El estudio de estos teoremas posee una importancia, pues nos per-
mitiran conocer las distintas maneras de pensar a la hora de enfrentar
un problema, tanto en la comprension como en la necesidad de elaborar
conceptos e ideas para alcanzar nuestro objetivo. Por tanto, formula-
mos la siguiente pregunta respecto a nuestra investigacion: Cuando es
posible encontrar una funcion que describa explicitamente y en funciéon
x o z en funcion de y en un entorno de (a,b)?

4. Objetivos

1. General: investigar la formulacion e importancia de los teoremas
de la funcion inversa y de la funci6on implicita, asi como su
utilidad y relevancia en la resolucion de algunos problemas.

2. Especifico: estudiar los conceptos de topologia en el espacio
cartesiano, funciones, limites de funciones de varias variables
y diferenciabilidad.

5. Metodologia

La metodologia que estamos utilizando para la realizaciéon de la
memoria son reuniones semanales junto con el profesor gufa, acom-
panadas de estudio de los diferentes topicos que estan relacionados con
el tema de nuestra investigacion.
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Capitulo 2

Topologia

1. Norma

DEFINICION 1. 57 V es un espacio vectorial, entonces una norma
en V' es una funcion en V denotada por x — ||x|| satisfaciendo las
stgurentes propiedades:

1. ||z|| > 0 para todo x e V

2. ||z|| =0 siy sdlo six=0

3. ||az|| = |a ||z|| para todo e R, x e V
4- Mo+ yll < flell + llyll para todo x, y e V

2. Conjunto abierto y conjunto cerrado

1. Conjunto abierto: un conjunto G en RP? se dice que es abierto
en RP, si para cada punto x en G hay un nimero real » > 0 tal
que cada punto y en R? satisface ||x — y|| < r que pertenece al
conjunto G.

Propiedades del conjunto abierto:

= ¢l conjunto vacio y el espacio R? son abiertos en RP.

= la interseccion de dos conjuntos abiertos cualquieras es abier-
to en RP.

= ]la unién de conjuntos abiertos cualesquieras es abierto en
RP.

2. Conjunto cerrado: un conjunto F' en RP se dice que es cerrado
en R? en caso de que su complemento ¢(F') sea abierto en R?

Propiedades del conjunto cerrado:

= ¢l conjunto vacio y el espacio R? son cerrados en RP.

= la unién de dos conjuntos cerrados es cerrado en RP.

= la interseccidon de conjuntos cerrados cualquieras es cerrado
en RP.

Ahora introduciremos algunas nociones topolégicas adicionales que
seran de utilidad y nos permite caracterizar conjuntos abiertos y cerra-
dos en otros términos.

10



2. CONJUNTO ABIERTO Y CONJUNTO CERRADO 11

DEFINICION 2. (1) Sea x € RP. Cualquier conjunto que contiene
un conjunto abierto que contiene a x se llama una vecindad o
entorno.

(1) Un punto x € RP es llamado un punto interior de un conjunto
AC RP si hay una vecindad de x que esta enteramente contenido
en A.

(111) Un punto x € RP es llamado punto frontera de un conjunto A
C RP? si cada entorno de x contiene un punto de A y un punto
de A°.

(1tv) Un punto x € RP es llamado un punto interior de un conjunto A

C RP? g1 existe un entorno de x que esta enteramente contenido
en A.

TEOREMA 3. Si B C RP, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. B es abierto,
2. cada punto de B es un punto interior de B,
3. B es vecindad de cada uno de sus puntos.

DEMOSTRACION. Supongamos que (1) es cierto y « € B, entonces
el conjunto abierto B es una vecindad de x y por lo tanto x es un punto
interior de B.

Supongamos (3), entonces para cada x € B, hay un conjunto abierto
G, € B con z € G. Por lo tanto B = U{G, : z € B}, de modo que
sigue de las propiedades del conjunto abierto que B es abierto en RP.

O

TEOREMA 4. Un conjunto F' C RP es cerrado si y solo si contiene
todos sus puntos fronteras.

DEMOSTRACION. Supongamos que ' es cerrado y que z es un pun-
to frontera de F. Si x ¢ F, entonces el complemento de F, que es
abierto, contiene a x y no a puntos de F, contrariamente a la hipotesis
que x es punto frontera de F. Por lo tanto x € F'.

Reciprocamente, supongamos que F' contiene todos sus puntos fron-
teras. Siy ¢ F, entonces y no es punto frontera de F', por tanto éste es
un punto exterior. Entonces, existe una vecindad M de y enteramente
contenida en ¢(F') ( F°). Si esto es verdadero para todo y ¢ F', se infiere
que F° es abierto cuando F' es cerrado en RP. l



2. CONJUNTO ABIERTO Y CONJUNTO CERRADO 12

TEOREMA 5. Un subconjunto de R es abierto si y sélo si es la union
de una coleccion numerable de intervalos abiertos.

TEOREMA 6. (Celdas anidadas): Sea Iyuna sucesion de celdas ce-
rradas no vacias en RP que esta anidada de esta manera:

DLD...DI,D...
Entonces, existe un punto en RP que pertenece a todas las celdas.

DEMOSTRACION. Supongamos que [ es la celda
Ik’ = {(xla "'7'Ip) s A1 S T S bkly -5 Qkp S Ty S bk:p} .

Es facil de ver que las celdas [ag1,bg1], £ € N, forman una sucesion
de celdas cerradas no vacias de ntimeros reales, y por lo tanto, por
la completitud del sistema de ntmeros reales, existe un nimero real
Y1 que pertenece a todas esas celdas. Aplicando este argumento para
cada coordenada obtenemos un punto y = (y1,...,y,) de RP, tal que
si j satisface j = 1,2,...,p entonces y; pertenece a todas las celdas
{lawj, prj] : k € N}, por lo tanto el punto y pertenece a todas las celdas
Yk- U

TEOREMA 7. Un conjunto F© C RP es cerrado si y sdlo contiene
todos sus puntos de acumulacion.

DEMOSTRACION. Supongamos que F es cerrado y que = es un pun-
to de acumulacion de F. Si z ¢ F, entonces el complemento es una
vecindad de x, mas atn, contiene un punto de F'. Pero esto es imposi-
ble, por lo tanto x € F'. Reciprocamente, si I’ contiene todos sus puntos
de acumulacion, mostremos que F'° es abierto. Si y € F'°, entonces y no
es punto de acumulacién de F. Por tanto existe una vecindad V,, de y
tal que FFNV, = 0. Asi, V, C F*. Esto es verdadero para cada y € F*.
Por lo tanto F'¢ es abierto en RP.

O

TEOREMA 8. (Bolzano-Weierstrass) Todo subconjunto acotado in-
finito de RP tiene un punto de acumulacion.

TEOREMA 9. (Heine-Borel) Un subconjunto de RP es compacto si
y solo st es cerrado y acotado.

TEOREMA 10. (Del valor mdzimo) Si F' es continua en un intervalo
cerrado |a,b] y ademds es diferenciable, entonces F' alcanza un mdzximo
y un minimo en ese intervalo.



2. CONJUNTO ABIERTO Y CONJUNTO CERRADO 13

TEOREMA 11. (Teorema de Rolle) Supongamos que f es continua
en un intervalo cerrado J = la,b], que su derivada f' eziste en el
intervalo abierto (a,b), y que f(a) = f(b) = 0. Luego, existe un punto
c en (a,b), tal que f "(¢)=0

(a+b)
5
Supongamos que f no se anula; reemplazando f por —f, si es necesario,
podemos suponer que f asume algunos valores positivos. Por el teorema
del valor maximo, la funciéon f alcanza el supremo sup {f (z):x € J}
en algiun punto ¢ de J. Desde f(a) = f(b) = 0, el punto ¢ satisface
que a < ¢ < b. Por hipétesis f(c) existe, y f tiene un punto méaximo
relativo en ¢, el teorema del méximo implica que f(c)=0. O

DEMOSTRACION. Si f se anula en J , podemos tomar ¢ =

Como consecuencia del teorema de Rolle se obtiene el teorema fun-
damental de valor medio.

TEOREMA 12. (Teorema del valor medio) supongamos que [ es
continua en un intervalo cerrado J = [a,b] y tiene una derivada en
el intervalo abierto (a,b). Entonces existe un punto ¢ en (a,b) tal que

f(b) = fla) = f'(c) (b—a)
DEMOSTRACION. Consideremos la funcion ¢ definida en J por

ola) = f(x) — fla) - T T g
puesto que ¢ es la diferencia de f y la funciéon cuya grafica consiste
en el segmento de recta que pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)),
se deduce de la hipotesis de que ¢ es continua en J = [a,b] y es facil
de comprobar que ¢ tiene una derivada en (a,b). Ademéas, tenemos
p(a) = p(b) = 0. Aplicando el teorema de Rolle, existe un punto ¢ en
el interior de J tal que:

0= ¢ (0=F () - 5



Capitulo 3

Diferenciacion en R?

Se define la derivada de una funcién f : R — R a un punto ¢ € R

como
L T (o)

z—c X —cC
cuando este limite existe.
Ademés, la definicion de derivada de un ntmero L es tal que:

o @) = £(0) = L = o)

z—c |z — |

=0

Asi, la derivada de una funcién f definida en una vecindad de un
punto ¢ € RP con valores en R? serd una funcion lineal L : RP — RY
tal que

PR OERELI

1. La derivada en RP?

DEFINICION 13. Sea f definida en un subconjunto A de RP y tiene
valores en RY, sea ¢ un punto interior de A y sea u un punto en RP . Un
vector L, € RP se dice que es una derivada parcial f de ¢ con respecto a
u st para cada numero € > 0 existe un d(e) > 0 tal que para todo t € R
se satisface 0 < |t| < &(e), donde || {f(c+tu) — f(c)} — L,|| < e.
Se puede ver que la derivada parcial L, es univocamente determinada
cuando existe. Alternativamente, se puede definir L, como el limite

lim {f(c+ tu) — f(0)}.

Se escribe D, f(c) o fu(c) la derivada parcial de L, de f en ¢ con
respecto a u.

DEFINICION 14. Sea f que tiene dominio A en RP y rango en RY,
y sea ¢ un punto interior de A. Decimos que f es diferenciable en c
st existe una funcion lineal L : RP — R? tal que para cada € > 0
existe 6(e) > 0 tal que si v € RP es cualquier vector que satisface
|z —c|| <o), luegox € Ay

14



1. LA DERIVADA EN RP? 15

[f(x) = fle) = L{z = o) < el — ¢

Alternativamente, podemos reescribirla requiriendo que para cualquier
e > 0 ezista 6(¢) > 0 tal que si u € R? y ||u|| < d(¢), luego

[f(e+u) = fle) = L(w)]| < & ull

y podemos expresarla mds compactamente escribiendo

tim W (e ) = f(e) = L{u)|

lul|—0 [ ul]

=0

LEMA 15. La funcidon f tiene a lo mds una deriwada en un punto.

DEMOSTRACION. Supongamos que L; y Lo son funciones lineales
que van de R? a R? y satisface||f(c 4+ u) — f(c) — L(u)|| < el|ul| para
|lu|]| < d(g). Luego tenemos

0 < [|L1(u) — La(u)]|
< |[f(e+u) = f(e) = La(u)[| + [ f(e+u) = f(c) = La(u)

< 2 ||u]

Por lo tanto, tenemos 0 < ||L;(u) — La(u)|| < 2¢||ul| para todo u €
R? con ||ul| < d(g). Si Ly # Lo, existe z € RP con Ly(2) # La(z), donde

z # 0. Ahora, sea zy = ﬁ -z por lo que tenemos ||29]| = d(¢) entonces
z

0 < |[L1(20) = La(20)|| < 2¢ |[20][- Luego [[L1(2) — La(2)|| < 2¢ 2] para
todo € > 0, entonces L;(z) = Lo(z), una contradiccion. Por lo tanto
Ly = Ls. U

LEMA 16. Si f : A — RP es diferenciable en ¢ € A, entonces existe
un nimero 0 estrictamente positivo, K tal que si ||x — ¢|| < 4§, se tiene

1 () = F(o)] < Klx =]

en particular, se sigue que f es continua en xr = c.



1. LA DERIVADA EN RP? 16

DEMOSTRACION. Por definiciéon 13 se sabe que existe 6 > 0 tal
que si 0 < ||z —¢|] < J, a continuacion || f(z) — f(¢) — L(z — ¢)|| <
€|l — ¢|| se mantiene con £ = 1. Si usamos la desigualdad triangular,
tenemos

1 (x) = FOl < [[Llx = )] + llz — ]
para 0 < |l —¢|| < d. Ademaés, tenemos que existe B > 0 tal que
|L(x — )] < Bllz —c¢| para todo z € RP. Por lo tanto, si 0 <
|z — ¢|| < § obtenemos

1f(2) = fA < (B+ 1)z —c]

esta desigualdad es verdadera para x = c. O

TEOREMA 17. Sea A C RP, si f : A — RY es diferenciable en un
punto ¢ € A, y st u es cualquier elemento de RP, entonces la derivada
parcial Dy f(c) de f en ¢ con respecto a u existe.

Dy f(c) = Df(c)(u)
DEMOSTRACION. Si f es diferenciable en ¢, sea ¢ > 0 entonces
existe un d(¢) > 0 tal que

1f (e +tu) = f(c) = Df(e)(tu)l] < & |[tu]

proporcionando ||tu|| < d(¢). Si u = 0, la derivada parcial con
respecto a 0 es 0 = D f(c)(0). Supongamos entonces u # 0. Asi, si
0 < |t] <d(e)/ ||ul|l, tenemos

< e |lul

et =S _

Esto muestra que Df(c)(u) es la derivada parcial de f en ¢ con
respecto a u, como afirmamos. O

Ejemplo:

Yy
oy | FE w00
0 (z,y) = (0,0)
Tiene derivadas parciales en (0,0) pero no es diferenciable en (0, 0),
més aun, no es continua en (0,0).
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OBSERVACION 18. (Ezistencia de la derivada) La existencia de la
derivada en un punto implica la existencia de todas las derivadas par-
ciales en un punto. Pero, la simple existencia de la deriwvada parcial no
implica la existencia de la derivada. Veremos ahora que la continuidad
de una derwada parcial en c es suficiente para la existencia de la dife-
rencial en c.

TEOREMA 19. Sea A C RP, sea f : A — R, y sea ¢ un punto
interior de A. Si la derivada parcial D;f; (i = 1,...,q;5 = 1,...,p)
existe una vecindad de ¢ y son continuas en c, luego f es diferenciable
en c. Ademds Df(c) es representada por la matriz q X p.

DEMOSTRACION. Se mostrara en detalle el caso ¢ = 1. Si e > 0,
sea d(c) >0tal quesi ||y —c|]| <d(e) y 7 =1,2,...,p, luego

(1) 1D f(y) — D f(c)] <e.

Six = (v1,22,...,2,) ¥y ¢ = (c1,C2,...,¢p), S€a 21, 22, ., , denotado
por lo puntos

21 = (€1, %2, ..y Tp), 20 = (€1, C2, T3,y ooy Tp)s ooy Zp—1 = (€1, C2y ooy Cpo1, Tp)

yseazg =2y 2 =c Si|r—c| < ), luego es facil ver que
|21 — || < d(e) para j = 0,1,...,p. Escribiremos la diferencia como
la siguiente suma:

flz) = fe) = Z {f(z521) — f(z)}

Si aplicamos el teorema del valor medio para los términos j-ésimos
de esta suma, obtenemos un punto Zj, perteneciendo al segmento de
recta que une z;_1 y zj, tal que

f(zj-1) = f(z5) = (x5 — ¢;) D, f (7))
Por lo tanto, se obtiene

p p

f@) = fe) = (zj—c))Dif(c) = > (x;— ;) {D;f (%) — Dif(c)}

J=1 J=1

en vista de la desigualdad (1), la expresion entre corchetes en la tltima
formula esté acotada por €. Aplicando la desigualdad de Schwarz a esta
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altima suma, se obtiene la estimacion

fl@) = fle) =Y (= ¢;)D;f(c)

Jj=1

< (evp) [lz = ¢

‘ P

cada vez que ||z — ¢|| < d(e).

Hemos demostrado que f es diferenciable en ¢, y que su derivada
Df(c) es la funcion lineal de R? a R propuesta por

4= (1.0, — DFO() = Y 0D /(0

En el caso donde f toma valores en R? con ¢ > 1, se aplica el
mismo argumento para cada una de las funciones reales f;, i = 1,2, ..., q,
que corresponden a las coordenadas de la representacion de la funcion

1. O



Capitulo 4

Teorema de la Funcién Implicita

Sea ) un conjunto abierto en R? y sea f una funcién con dominio €2
y rango en RP; a menos que se especifique lo contrario, no asumiremos
que p = q. Veremos que, bajo ciertas hipotesis que asumiremos, el
caracter local de f en un punto ¢ € ) se relaciona con la aplicacién
lineal D f(c). Algo més preciso, seria:
1. Sip <qy Df(c) es inyectiva, luego f es inyectiva en un vecin-
dad pequena de c.
2. 51 p > qy Df(c) es sobreyectiva, luego la imagen f de una
vecindad pequena de c es una vecindad de c.
3. Sip=gqy Df(c) es biyectiva, luego f una vecindad U de ¢ de
la forma uno a uno en una vecindad V de f(c). En este caso
hay una funcion definida en V' que es inversa a la restricciéon de

falU.

Como consecuencia de estos teoremas obtendremos el Teorema de la
Funcion Implicita, como uno de los teoremas fundamentales en anélisis
y geometria.

1. Clase C!

La mera existencia de la derivada no es suficiente para nuestros
propositos; también necesitamos la continuidad de la derivada. Recorde-
mos que si f :  +— RY es diferenciable en cada punto de 2 C RP,
entonces la funcion © — Df (z) es una funcion de Q en la coleccion
L (RP,R7) de todas las funciones lineales de R” a R?. Se observa que este
conjunto £ (RP,;RY) es un espacio vectorial y que este espacio es un es-
pacio normado bajo la norma ||L|| ,, = sup {||L(z)]| : = € R?, ||z|| < 1}

1L]l,q = sup {I L(x)|| : = € \R”, [lz]| < 1}

DEFINICION 20. Si €2 es abierto en RP y f : Q0 — RY, decimos que f
pertenece a la clase C(QY) si la derivada D f(x) existe para todo x € Q)
y la funcion © — Df(x) de Q en L(RP,RY), es continua con la norma
de este espacio.

19
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Recordamos que para cada = € €, Df(x) puede ser representada
por la matriz Jacobiana [a;] .., [D;fi (z)]. Por lo tanto, D f(z)— D f(y)

gx
es representada por la matriz ¢ X p

[D; fi(z) = D;fi (y)]
Ahora se desprende de la desigualdad

q p 1/2
1Df (@) = Df()llpg < {ZZ |1D;fi(x) = Djfiy)] 2} ,

i=1 j=1
que la continuidad de cada una de las derivadas parciales D; f; implica
la continuidad de x — Df(z).

TEOREMA 21. 5% Q C RP es abterto y f : Q0 — RP es diferenciable
en cada punto de 2, luego f pertenece a la clase C*(Q) si y sdlo si las

derivadas parciales D;f;, i = 1,...,q, j = 1,...,p, de f son continuas
en €.

Necesitaremos el siguiente lema, que es una variante del teorema
del valor medio.

LEMA 22. Sea Q) C RP es un conjunto abierto y sea f : ) — RP
diferenciable en 2. Supongamos que ) contiene los puntos a, b y el
segmento de Inea S que los une, y sea xo € (). Entonces tenemos

|70) = f(a) = Df(zo)(b = a)]| < [Ib = all sup { IDF () = Df (o)l

DEMOSTRACION. Sea g : 2 — R? se define para = € €) por

9(x) = f(x) = Df(zo)(x)
Ya que D f(xg) es lineal, se deduce que Dg(x) = Df(x) — Df(xq) para
x € (). Si aplicamos el teorema del valor medio, se infiere que existe un
punto c € S tal que

I70) = (@) = DI o) (b~ )| = [lg(b) ~ g(a)]
< [1Dg(e)(b ~ a)|| = (DS (e) = DF (x0)) (b~ a)
< [lo—all sup {|Df () = Df (x0)ll,
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El siguiente resultado es el lema clave para los Teoremas de Apli-
caciones.

LEMA 23. Lema de aproximacion. Sea 2 C RP abierto y sea f :
Q — RY que pertenece a la clase C*(Q). Sizg € Q ye > 0, existe d(¢)
tal que si ||xg — xol] < 0(e), k= 1,2, se tiene x, € Q y

[ f(21) = f(22) = Df(z0)(21 — 32)|| < € |21 — 22|

DEMOSTRACION. Puesto que x +— Df(x) es continua en {2 en
L(RP,RY),se sigue que, dado € > 0 existe 6(¢ > 0) tal que si || — x| <
d(e). Luego z € Qy [[Df(z) — Df(xo)ll,, < €. Ahora sean zi, x5 sa-
tisfaciendo ||z — z¢]| < d(€), donde el segmento de recta que une z; y
T9 se encuentra dentro de la bola cerrada de centro zq y radio d(¢), y
por lo tanto en el interior de €. O

2. Teorema de la funcién Inyectiva

En el teorema de la funcién inyectiva vamos a demostrar que si f
pertenece a la clase C'(Q) y si D f(c) es inyectiva, entonces la restriccion
de f en una vecindad adecuada de ¢, es una inyeccion.

Un lector familiarizado con la nocién de rango de una transforma-
cion lineal, recordara que L : RP — R es inyectiva si y s6lo si el rango

(L)=p<q

TEOREMA 24. (de la Funcion Inyectiva). Supongamos que 2 C RP
es abierto, que f : Q — RY pertenece a la clase C*(Q), y que L = D f(c)
es una inyeccion. Entonces existe un nimero 0 > 0 de tal manera que la
restricion de f a Bs = {xz € RP: ||z —c|]| <4} es una inyeccion. Por
otra parte, la inversa de la restricion f[Bs es una funcidn continua en
f(Bs) CR? para Bs C R.

DEMOSTRACION. Puesto que la funciéon lineal L = Df(c) es una
inyeccion, se sigue del corolario:

COROLARIO 25. Sea [ una funcion con D(f) C RP a R? y sea
K C D(f) compacto. Si f es continua en K, entonces existe un punto
x* y x. en K tal que

1 (@) = sup{[[f ()] - = € K}

If (@)l = inf {[[f(@)] - = € K}
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Se sigue del teorema: Si f es una funcion lineal con dominio en
R? y rango en RY entonces hay pq numeros reales (c;;) , 1 < i < g,
1 < j < pta que si © = (x1,22,...,2,) €s un punto en RP, y si
Y= (y1,Y2, ..., Yg) = f(x) es una imagen de f, luego

Y1 = C11Ty + C1229 + ... + C1pTp,
(2) Yo = C217q + Co9x9 + ... + CopTp,
Yg = Cqu®1+ CpaXo + ... + CpTp,

Reciprocamente, si (c;;) es un conjunto de numeros reales pq, en-
tonces la funcion que asigna a x en RP los elementos y en R? de acuerdo
a la ecuacion (2) es una funcion lineal con dominio en R? y rango en
Rq.

St f : RP — R? es lineal, entonces existe una constante m > 0 tal
que ||f(z)|] < M ||z|| para todo x € RP. Sin embargo, no siempre es
verdadero que exista una constante m > 0 tal que || f(z)|| > m||z| para
todo x € RP.

que no existe un 7 > 0 de tal manera que r ||u|| < ||Df(c)(u)| para
u € RP.

Ahora aplicamos el Lema Aproximacion con € = 5r para obtener
un namero 0 > 0 de tal manera que si |[f(zx—¢)|| < 0, k = 1,2,
entonces

N | =

[f (1) = f(z2) — L(z1 — )| < %7" |21 — 22|

Si aplicamos la Desigualdad Triangular a la izquierda de esta de-
sigualdad obtenemos:

[L(z1 = o) = [[f (1) = fla2)l| < %7" [y — 2]

Si combinamos esto con u = x1 — o, obtenemos 37 ||z — 25 <
| f(x1) — f(z2)|| para x; € Bs. Esto prueba que la restriccion de f a
Bs es una inyeccion; por lo tanto, esta restriccion tiene una funciéon
inversa que designaremos por g.

Si Yy € f(Bs), entonces existe un tnico punto xy = g(yx) en Bs de
tal manera que yr = f(xy). Se sigue que:

2
lg(y1) — g(y2)|| < - lyr — w2l

donde se sigue que g = (f|Bs)”" es uniformemente continua en f(Bj)
en RP.
U
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3. Teorema de la Funcion Sobreyectiva

El resultado siguiente es compaifiero con el teorema de la funcion
inyectiva. Este teorema, que se debe a L. M. Graves, afirma que si f
es una clase C*(Q) y si por alguna c € €, la aplicacion lineal D f(c) es
una sobreyectiva de RP en RY, entonces funciones f de una vecindad
adecuada de ¢ para una vecindad de f(c). Por lo tanto, todos los puntos
de R? que es lo suficientemente cerca de f(c) es la imagen bajo f de
un punto cerca de c. Un lector familiarizado con la nocién de la base
de una transformacin lineal recordara que L : R? — RY es sobreyectiva
si y solo si rango (L) = ¢ < p.

TEOREMA 26. (de la Funcion Sobreyectiva). Sea Q@ C RP abierto y
sea f: Q0 C RY que pertenece a la clase C*(2). Supongamos que para
algin c € Q, la funcion lineal L = D f(c) es una sobreyectividad de RP
en RY. Entonces existen nimeros de m > 0 y a > 0 tal que sty € R?
y |ly — flo)|| < a/2m, entonces existe un x € Q2 tal que ||z —¢|]| < a y

flz)=y.

DEMOSTRACION. Ya que L es sobreyectiva, cada una de las bases
canénicas e; = (1,0,...,0), e2 = (0,1, ...,0),....e = (0,0, ...,q) en R7 es
la imagen en L de algunos vectores en RP, por ejemplo uy, u, ..., uq.
Ahora sea M : R? — RP la asignaciéon de funcion lineal e; en u; de
J=,1,2,...,q, que es

M (iai@) = iaiui
i=1 =1

De ello se deduce que L o M es la funcion identidad en R, es decir,
Lo M(y) =y y para todo y € R%. Si dejamos que

q 1/2
2
— {z ol }
=1

a continuacion, la aplicacion de la desigualdad tridangular y de Schwarz
implica que si

q
M) <D laa] flu
i=1

a /2 ¢ 4 1/2
< {zw} {znuz-w}
=1 =1

=m|lyll
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Por el lema de aproximacién, existe un nimero « > 0 tal que si
lop —c|| < a, k=1,2, luego x, € Ny

I£@) = £(2) = L ~ )| < 5~ o2 — ]

Ahora sea B, = {z € R? : ||z — ¢|| < a} y supongamos que y € R?
tal que ||y — f(¢)]] < a/2m. Vamos a demostrar que existe un vector
con x € B, tal que y = f(z). Sea g = cy sea 1 = o + M(y — f(c))
de manera que ||y — zol < mly — £(c)]| < , donde [lz: — 2ol < § ¥
|z = < (1-3) e

Supongamos que ¢ = xg, Ty, ..., T, han sido elegidos por induccién
en RP tal que

(3) lox — x| < /2%, g — || < (1 —1/2%) a para k =1, n.
Ahora definimos z,,1(n > 1) por
Tp1 = Tn — M [f(2) — f(@n-1) — Lz — n-1))]

se desprende que

1
|01 = zall = m [ fl2a) = f@n1) = Lz = 20a) || < 5 |20 = 2o

de donde se deduce que

1
lnss = 2l < 5(0/27) = /2!

[Zni1 — cll < | Tns1 — 2all + [J20 — ||
< (/2" +(1-1/2")a
=(1-1/2"Ya

Por lo que se establece para k = n + 1. Por lo tanto, podemos
construir una sucesion de (z,) en B,, de esta manera. Si m > n,
entonces tenemos

[ = Zmll < llzn = Znpa | + 201 = Zngall + oo+ l2m = 2l
Q Q

Q
§2n+1+2n+2+'"+2_m§2_n

De ello se deduce que (z,) es una sucesion de Cauchy en R? y por
lo tanto converge a un elemento z. Desde ||z, —¢|| < (1 — 1/2")a, se
deduce que ||z — || < a de manera que © € B,. Desde z; — 2y =
M(y — f(c)), se deduce que

L(xy —x) = Lo M(y — f(c)) =y — f(x0)



4. TEOREMA DE INVERSION 25

Por otra parte
L(xn+1 - xn) =—-LoM [f(xn) - f(xnfl) - L(wn - xrwl)]
= —{f(xn) = f(@n-1) = L(xn — 2p-1)} = L(wp—2p-1)—[f(20) — f(@0n-1)].

Por induccién, encontramos que

L<xn+1 - xn) =Yy — f($n>

de donde se sigue que y = limf(x,) = f(z). Por lo tanto, cada punto
y satisface ||y — f(¢)]] < a/2m que es la imagen bajo f de un punto
x€Qcon ||z —cl] <a.

U

TEOREMA 27. (Teorema de la funcion abierta) Sea Q@ C RP abierto
y sea f:Q — RP que pertenece a la clase C1(). Si para cada x € Q
la derivada Df(x) es sobreyectiva, y si G C Q) es abierto, luego f(G)
es abierto en RY,

DEMOSTRACION. Si b € f(G), entonces existe un punto ¢ € G tal
que f(c) = b. Se desprende del teorema de la aplicacion sobreyectiva
(3) aplicado a f | G existe 5 > 0 tal que si ||y — b|| < [ entonces existe
un z € G tal que y = f(x). Por lo tanto f(G) es abierto en RY.

O

4. Teorema de Inversion

Vamos a combinar nuestros dos teoremas de aplicaciéon en el caso
p = q. Aqui la derivada D f(c) se supone que es una biyeccion. Este es
el caso si y solo si la derivada D f(c) tiene una inversa que, a su vez,
es verdadero si y solo si el determinante jacobiano es diferente de cero.
El lector familiarizado con la nociéon de rango de una transformacion
lineal recordara que L : R? — R? es biyectiva si y solo si el rango (L) =
p = q. Se desprende de la continuidad de las derivadas parciales y del
determinante que si D f(a) es invertible, entonces D f(x) es invertible
para x lo suficientemente cerca de c.

TEOREMA 28. (de Inversion) Sea Q@ C R un abierto y supongamos
que [ : Q0 — R pertenece a la clase C*(2). Sic € Q es tal que Df(c) es
una biyeccion, entonces existe una vecindad U de c tal que V = f(U) es
una vecindad abierta de f(c) y la restriccion de f a U es una biyeccion
en V' con g inversa conltinua. Por olra parte, g pertenece a la clase

CYV) y Dy(c) = [Df(g(y))] " paray € V.
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DEMOSTRACION. Por hipdtesis L = D f(c) es inyectiva; por lo tan-
to, el corolario (25) implica que existe un r > 0 tal que 2r|z]| <
IDf(c)(2)] para z € RP.

Ya que f esta en la clase C*()), entonces es una vecindad de ¢ en
la que D f(z) es invertible y satisface

(4) rllzll < 1D f(@)(=)]]

Que restringen atin méas la vecindad U de ¢ en la que f es inyec-
tiva y que esta contenida en una bola con centro ¢ y radio a (como
en el teorema de la funcion sobreyectiva). Luego, V' = f(U) es una
vecindad de f(c), y nosotros inferimos de los teoremas anteriores que
la restriccion f | U tiene una funcién inversa continua g : V' — RP.
Queda por demostrar que ¢ es diferenciable en un punto arbitratio
y1 € V. Sea x; = g(y1) € U; entonces f es diferenciable en z;, se
desprende que si z € U, entonces f(z) — f(x1) — Df(x1)(z — x1) =
|x — 2z1|| u(z) donde ||u(x) — 0| cuando z — x;. Sea M; sea la inversa
de la funcion lineal D f(xq), entonces © — x; = My [Df(xq)(z — x1)] =
M, [f(z) = f(z1) — ||z — 21| u(x)]. Si z € U, entonces x = g(y) para
algunos y = f(z) € U; sin embargo y; = f(x1) por lo que esta
ecuacion podria ser escrita en la forma g(y) — g(y1) — Mi(y — y1) =
— & — 1| My (u(z).

Ya que Df(z1) es inyectiva, se desprende de la demostracion del
teorema de la funcion Inyectiva que ||y — | = || f(z) — f(x1)| >
%7“ |z — x1|| y siempre es lo suficientemente cerca para y;. Sin embargo,
se desprende de (4) que [|M;(u)|| < % ||lul| para todo u € RP. Por lo tan-
to, tenemos que ||g(y) — g(y1) — Mi(y —y)ll < (3) llu(@)] ly — wll.
Ahora como y — yi, entonces z = g(y) — g(y1) v asi |Ju(z)|| — 0. Con-
cluimos que, Dg(y) existe y es igual a My = (D f(x1))~'. Del hecho de
que g pertenece a la Clase C'(V) se desprende la relacion Dg(y) =
[Df(g(y))]*1 para y € V, y la continuidad de las funciones y —
gy), x = Df(x), L - L™ 'de V — U, U — I(RP,R?), y [(R,RY)
respectivamente.

O

5. Funcién Implicita

Supongamos que F' es una funcion que esta definida en un subcon-
junto de R? x R? en R?. (Si hacemos la identificacion obvia de RP x R?
con RPTY entonces no es necesario definir lo que significa decir que
F es continua, o es diferenciable en un punto, o en la clase C! en un
conjunto). Podemos suponer que F tiene el punto (a,b) = (0,0) en el
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vector cero de RY. El problema de las funciones implicitas es resolver
la ecuacion

Fz,y) =0
de un argumento (por ejemplo, y) en términos de la otra en el sentido de
que nos encontramos con una funciéon ¢ que se define en un subconjunto
de R? con valores en R? tal que b = p(a) y

F(z,p(x)) =0

para todo x en el dominio de . Asumimos que F' es continua en
una vecindad de (a, b) y esperamos que a la conclusion de que la funcion
solucion ¢ es continua en una vecindad de a. Probablemente no sera
una sorpresa para el lector que supondremos que F' pertenece a la clase
C' en una vecindad de (a,b), sin embargo, aunque esta hipotesis no
es suficiente para garantizar la existencia y unicidad de una funcién
continua solucién ¢ se define en un barrio de a.

De hecho si p = ¢ = 1, entonces la funciéon dada por F(x,y) = 2% —
y? tiene dos funciones con soluciones continuas ¢1(r) = 'y po(z) = —x
correspondientes al punto (0, 0). También tiene soluciones discontinuas,
tales como

e3(c) = x,x racional

= —x, x irracional

La funcion G(z,y) = x — y* tiene dos funciones con soluciones
continuas correspondientes a (0,0), pero ninguna de ellas se define en
una vecindad del punto x = 0. Para dar un ejemplo més interesante,
la funcion H : R?> — R definida por H(z,y) = =,y = 0 = = —
yzsin(%), y # 0 pertenece a la clase C'' en una vecindad de (0,0), pero
no hay funciones con soluciones continuas definidas en una vecindad
de x = 0. En todo lo que hay de estos ejemplos, la derivada parcial
con respecto a y se anula en el punto que se tome. En el caso p =
q = 1, la afirmacién adicional necesaria para garantizar la existencia y
unicidad de la funcién solucion es que esta derivada parcial sea distinta
de cero. En el caso general, se observa que DF(a,b) es una funcion
lineal continua en RP x R? a R? y se induce una funcion lineal continua
Ly : R? — RY definida por

Ly(v) = DF(a,b)(0,v)

para v € RY. En un sentido muy razonable, L, es una derivada par-
cial de F con respecto a y € RY en el punto (a,b). La suposicion
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adicional que impondremos es que Lo es invertible. Ahora interpretare-
mos este problema en términos de coordenadas. Si z = (xy,...,2,) ¥
y = (y1,...,Yq), luego la ecuacion F'(z,y) = 0 va tomando la forma de
q ecuaciones en p + ¢ argumentos 1, ..., Tp, Y1, -.., Y, dados por

fi(@r, o Tpy Y1, o Yg) =0

fo@r, o xp,y1, o yg) =0

Por conveniencia supongamos que a = 0 y b = 0 entonces estos
sistemas se satisfacen para z; = 0,...,2, =0, y; = 0,...,y, = 0, y se
desea resolver para y; en términos de ;.

TEOREMA 29. (de la Funcion Implicita) Sea Q@ C RP x R? abierto
y sea (a,b) € Q. Supongamos que F : Q — RY? pertenece a la clase
C (), que F(a,b) = 0 y que la funcidn lineal definida por Ly (v) =
DF (a,b) (0,v), v € R? es una biyeccion de R? a RY.

(a) Entonces eziste una vecindad abierta W dea € RP y una unica
funcién o : W — RP que pertenece a la clase C'(W) tal que b =
(a) y F(z,o(x)) =0 para todo x € W.

(b) Entonces existe una vecindad abierta U de (a,b) en RP x R? tal que
para cada par (z,y) € U satisface F(x,y) =0 si y sdlo si y = o(z)
para x € W.

DEMOSTRACION. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que
a=0yb=0.Sea H: Q) — RP xR? definida por H(z,y) = (z, F(z,y))
para (z,y) € Q. De ello se deduce facilmente que H pertenece a la
clase C1(Q) y que DH(x,y)(u,v) = (u, DF(z,y)(u,v)) (z,y) € Qy
(u,v) € RP xR Ahora sabemos que DH (0, 0) es invertible en R? x RY.

De hecho, si dejamos que L; € L(RP,/R?) definida por L;(u) =
DF(0,0)(u,0) para u € RP entonces el hecho de que DF(0,0)(u,v) =
Li(u) + Ly(v) mostramos que la inversa de DH(0,0) es la aplicacion
lineal K en RY x R? definida por K (x,z) = (z, Ly " [z — Li(2))).

Gracias al teorema de Inversion, se tiene una vecindad abierta U
de (0,0) € R? x R? tal que V. = H(U) es una vecindad abierta de
(0,0) € RP x R? y la restriccion de H a U es una biyeccion en V' con
una inversa continua ® : V' — U que pertenece a la clase C*'(IW) y con
®(0,0) = (0,0). Ahora ® tiene la forma ®(z,2) = (¢1(x, 2), p2(z, 2))
para (z,z) € V donde ¢; : V — RP y 5 : V — R9. Luego (z,2) = Ho
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CI)(:[, Z) =H [‘P1($7 Z), Q02($, Z)] [Spl(xv Z)» F(Sol(ma Z)v ¢2($, Z))], Nosotros
inferimos que ¢ (x, z) = x para todo (z, z) € V.Y por lo tanto, ® toma
la forma més simple ®(z, z) = (z, po(x, 2)) para (z,2) € V.

Ahora si P : R? x R? — R? esta definida por P(x, z) = z, entonces
P es lineal y continua y o = P o ®; sin embargo (o pertenece a la
clase C'(V') y nosotros tenemos que z = F(z, ¢s(x, 2)) para (z,2) € V.
Ahorasea W = {z € R? : (z,0) € V'} tal que W es una vecindad abier-
ta de 0 en RP, y definida p(z) = @o(z,0) para x € W. Eventualmente
©(0) = 0 y se deduce de la fomula anterior que F(z,p(z)) = 0 para
xeW.

Por otra parte, Dy,(z)(u) = Dy,(x,0)(u,0) para x € W, u € RP,
entonces concluimos que ¢ pertenece a la clase C'(W). Esto prueba la
parte (a). Para completar la demostracion de la parte (b), supongamos
que (z,y) € U satistace F(z,y) = 0. Luego H (z,y) = (z, F(z,y)) =
(x,0) € V donde se sigue que x € W. Por otra parte, (z,y) = ®(z,0) =
(2, 02(,0)) = (2, p(x)) tal que y = (). 0

A veces es tutil tener una férmula explicita para la derivada de
. Para darla es conveniente introducir la nociéon de derivadas par-
ciales en bloque de F. Si (z,y) € , el bloque de derivada parcial
Dy F(z,y) es la aplicacion de la funcion lineal R? — R? propuesta por
Doy F(z,y)(u) = Df(z,y)(u,0) para v € RP, y el bloque de deriva-
da parcial DyF(z,y) es la aplicacion de la funciéon lineal R? — RY
propuesta por D) F(z,y)(v) = D f(x,y)(0,v) para v € R? Entones si
(u,v) = (u,0) 4+ (0,v) esto es claro que

DF(x,y)(u,v) = DayF(z,y)(u) + Dy F(z,y)(v).

Nota que al aplicar L(;) y L2) que entré en la demostracion anterior es
respectivamente, D1 F(0,0) y D2 F(0,0).

COROLARIO 30. Con la hipdtesis del teorema , existe un v > 0 tal
que si ||z — al| < 7, entonces la derivada de ¢ en x es el elemento de
L(RP R?) propuesta por

(5) Dy(z) = = [DyF(x,0(x))] o [DayF(z,¢(x))]
DEMOSTRACION. Sea K : W — RP x R? definida por
K(z) = (z,¢(x)), parax € W.

Luego de F o K(x) = F(x,¢(x)) =0, obtenemos F o K : W — RY que
es una funcion contante. Ademas, se puede ver que

-1

DK(x)(u) = (u, Do(z)(u)) para u € RP,
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se sigue de la regla de la cadena aplicada a la funcién constante F o K
que
0=D(FoK)(x)=DF(K(x)) o DK(x).

luego, obtenemos
DF(x, ¢(x))(u, v) = DayF(x, o(x))(u) + Doy F(x, o(2)) (v).
Se sigue de esto que si u € RP, luego
0= DF(z,p(x))(u,v) = Do) F(x, p(x))(u)+ D) F(z, o(x)) (Dp(x)(u))
— Dy F (e, ¢(2))(u) + [DyFla. p(x) o Dp(a) (w)]
Asi, obtenemos
0= DwyF(z,o(x)) + Doy F(z, p(x)) 0 Do(x)

para € W. Por hipétesis, Ly = D) F(a,b) es invertible. Si ¢ y F' son
continuas, existe un v > 0 tal que si ||z — a|| <, luego D) F(x, )p(x)
es también invertible.

U

Puede ser tutil interpretar la formula (5) en términos de matrices.
Supongamos que tenemos un sistema de ¢ ecuaciones en p + ¢ argu-
mentos. Como hemos observado, la hipotesis del Teorema de la Funciéon
Implicita necesita que la matriz

fl,p-i—l o fl,p-i-q

fq,p+1 I fq,p+q

sea invertible en el punto (a,b). En este caso la derivada de la
soluciéon de la funciéon ¢ en el punto x, esta dada por

-1

fl,p-‘rl o fl,p-‘rq fl,l ot fl,p

fq,p+1 o fq,erq fq,l o fq,p

donde ambas matrices son evaluadas en el punto (z, ¢(x)) cerca de
(a,b).
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Ejemplo:

La ecuacion 3z — 2y = 4 se puede escribir en la forma F(z,y) = 0,
usando una funcion :
F(r,y) =3z —2y—4
En cualquier caso esta ecuacion permite despejar:
_3x—4
2

En este caso es muy facil obtener la relacion entre x e y. Supongamos
ahora que nos dan la ecuacién:

y()

e’ +ax=sen(y—3)+2y—=6
De nuevo esta ecuacion es de la forma F(x,y) = 0 para
F(z,y)=e¢"+x —sen(y—3) — 2y +6

Como muestran ambos ejemplos, la forma F'(x,y) = 0 es comple-
tamente general, y no limita el tipo de ecuaciones que podemos con-
siderar. Seguramente, en el segundo ejemplo el lector no estd ya tan
dispuesto a intentar despejar y como funcion de x. Es mas, puede que
incluso se plantee la duda de si existe la solucion y sea cual sea el va-
lor de x. Pero si lo graficamos, la correspondencia z — x es biyectiva,
y lo mismo sucede con la correspondencia y — z. Por lo tanto, para
cada x hay un valor de y y s6lo uno: queda definida una funcion y(z).
Como muestra el ejemplo, las funciones y(x) que estamos buscando no
vienen dadas por una formula explicita que nos indique directamente
las operaciones que debemos realizar con x para obtener el valor de y.
Por eso empleamos el nombre funcién implicita para referirnos a una
de estas funciones. Antes de dar la definicion, profundicemos un poco
en el ejemplo anterior.

Sea y(z) la funcion implicita definida por la ecuacion

e +x—sen(y—3)—2y+6=0

del ejemplo que estamos analizando. Entonces, naturalmente, sea cual
sea x, debe cumplirse:

e’ +x —sen(y(x) —3) — 2y(x) + 6
Si usamos la funcion
F(z,y)=e¢"4+x—sen(y—3) — 2y +6
Entonces esto se traduce en que ha de ser:

Pz, y(x)) =0
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Observese que F' : R? — R es una funciéon de clase C*. Pues
bien, no sabemos todavia nada sobre la funcion y(z). Pero supongamos
que y(z) resulta ser una funcion derivable. Entonces, si consideramos
la funciéon compuesta h(x) = F(z,y(x)), seria una funcion derivable
(regla de la cadena). Por otro lado, la expresion anterior asegura que
esta funcion h(x) es la funciéon constante 0. Su derivada por lo tanto es
cero; y segun la regla de la cadena obtenemos:

7dh7dF+dde
S dr  dx  dydx

El descubrimiento que hemos hecho es que podemos despejar:

0

dy &% e’ +1
dx % cos(y —3) — 2
siempre que sea % = cos(y — 3) — 2 # 0. Osea, que aunque no

sabemos escribir una expresion explicita para y(z), si podemos calcu-
lar su derivada en un punto (z,y(x¢)) dado. De esa forma podremos
aprovecharnos de toda la informacion que la derivada proporciona sobre
y(x). Este ejemplo nos muestra la cara optimista, las buenas noticias
sobre el problema que estamos intentando resolver. Pero no siempre va
a funcionar todo tan bien.

6. Teoremas de las Funciones Implicitas en Espacios de
Banach

Antes de enunciar este teorema necesitaremos las siguientes defini-
ciones.

DEFINICION 31. Sea f una aplicacion diferenciable de un subcon-
junto abierto de A de un espacio de Banach E en un espacio de Banach
F; Df es entonces una aplicacion de A en L(E; F). Se dice que f es
diferenciable con continuidad en A st Df es continua en A. Sea ahora
| f(z)]] > m|z||. Para cada punto (ai.a2) € A se pueden considerar las
aplicaciones parciales ©1 — f(x1.a2) y x2 — f(a1,x2) de subconjuntos
abiertos de Ey y Fsy respectivamente en F. Se dice que en (aq,as) f es
diferenciable respecto a la primera (o sequnda) variable si la aplicacion
parcial ©1 — f(z1.a2) (0 xo — f(a1x2) ) es diferenciable en a; (en as
respectivamente); la derivada de esta aplicacion, que es un elemento
de L(Ey; F) (0 de L(E; F)) se denomina la derivada parcial de f en
(ay,a9) respecto a la primera (o la sequnda)variable, y se indica por
Dy f(ay,az) (0 por Daf(ay,as) respectivamente).
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DEFINICION 32. Sean E, F dos espacios de Banach, U y V sendas
bolas abiertas en E y F' de centro 0 y radios o y 3 respectivamente. Sea
v una aplicacion continua de UXV en F, tal que ||v (z,y1) — v (x,y2)]| <
k-|ly1 —y2l| para x € U, y2 € V, yo € V, donde k es una constante
tal que 0 < k < 1. Entonces, si ||v(z,0)| < B(1 — k) para cada x € U,
existe una aplicacion unica f de U en V' tal que

f(x) = v(z, f(x))

para cada x € U; y f es continua en U.

TEOREMA 33. Sean E, F, G, tres espacios de Banach , f una apli-
cacion diferenciable con continuidad (31) un subconjunto abierto A de
E x F en G. Sea (xg,y0) un punto de A tal que f(xo,y0) =0 y que la
derivada parcial Dy f(xo,y0) sea un homeomorfismo lineal de F' sobre
G. Entonces, existe un entorno abierto Uy de xog en E tal que, para
cada entorno conero abierto U de xg, contenido en Uy existe una apli-
cacion continua unica u de U en F tal que u(xg) = yo, (z,u(x)) € A,
y f(x,u(x)) = 0 para cada x € U. Ademds, u es diferenciable con
continutdad en U, y su derivada estd dada por

u'(x) = —(Daf(w,u(2))) " o (D1 f(z,u(x))).

Sea Ty el homeomorfismo lineal Dy f(g,y0) de F sobre G, Ty ' el
homeomorfismo lineal inverso; se escribe la relacion f(z,y) = 0 en la
forma equivalente

y=y—T; - f(z,y)

indicando por g(z,y) el segundo miembro de y =y — 15" - f(z,y). Se
trata de probar que es posible aplicar la proposicion: Sean FE, F' dos
espacios de Banach, U y V sendas bolas abiertas en £ y F' de centro
0 y radios a y (3 respectivamente. Sea v una aplicaciéon continua de
UxVenF, tal que [[v(z,y1) —v(@,2)|| < k- |[y1 — 2l para z € U,
y1 € V, yo € V, donde k es una constante talque 0 < k£ < 1. Entonces,
si ||v(x,0)|| < B(1 — k) para cada © € U, existe una aplicacién nica f
de U en V tal que f(z) = v(z, f(x)) para cada x € U; y f es continua
en U.

(2, ) = glwo+ 2", 90 +¥') — Yo

de E x F en F, en un entorno de (0,0) suficientemente pequeno.
Puesto que TO_1 o Ty = 1 por definicion, se puede escribir, para (z,y;)
y (‘/Ija y2> en A;

g(@, ) — gz, y2) = Ty " (Dof (w0, y0) - (1 —y2) — (f (z,91) — fl2,12))).
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Sea € > 0 tal que ¢ HTO_IH < 1/2; puesto que f es diferenciable
con continuidad en A, se deduce de: Sean E, F dos espacios de Ba-
nach, f una aplicacion diferenciable en F' de un entorno abierto A de
u segmento S que une dos puntos a, b. Entonces, para cada zo € A, se

tiene [|£(6) — f(a) — f'(x0) - (b~ a)|| < [[b—a] Sup\lf’( ) = (o)l y

sea f una aplicacién continua de un subconjunto ablerto Ade Fy x Fy
en F. Para que f sea diferenciable con continuidad en A, es condicion
necesaria y suficiente que f sea diferenciable en cada punto respec-
to a la primera y segunda variable, y que las aplicaciones (zq,x2) —
le(l’1,$2) y (1‘1, .CL’Q) — Dgf(aﬁl, .1'2) (de Aen 19(E1, F) y 19(E2, F) res-
pectivamente) sean continuas en A. Entonces en cada punto (x1, z5) de
A, la derivada de f estd dada por Df(xy,z2) - (t1,t2) = Dy f(21,x9) -
t1 + Dof(x1,22) - t2 que existe una bola Uy y otra Vj de centros xy y
Yo, v radios oy 3 en E y F' respectivamente tales que, para x € Uy,
11 € Vo, Y2 € Vp, se tiene

| f(z,91) = f(z,y2) — Daf (2o, 90) - (y1 — y2)l| < € llya — 12|

por tanto

) 1
lg(x,51) — gl v2)| < e |T57]] - llyn — w2l < 5 llyn — w2l

para cada x € Uy, y1 € Vo, y2 € V. Por otra parte, g(z,yo) —
yo = —Ty " - f(x,y0); puesto que f(wo,y0) = 0y f es continua, se
puede suponer que € se ha tomado suficientemente pequeno para que
llg(x, yo) — yoll < /2 para x € Uy. Se puede entonces aplicar (32), que
conduce a la existencia y unicidad de una aplicacion u de Uy en Vj, tal
que f(x,u(zr)) = 0 para cada x € Uy; puesto que f(xg,yo) = 0, resulta
en particular u(zg) = yo; finalmente u es continua en U.



Bibliografia

[1] BARTLE, Robert. The Elements of Real Analysis. Editorial John Wilileg &
Sons (1976), New York, London, Sydney, Toronto.

[2] DIEUDONNE,Jean. Anlisis Moderno. Editorial Revert, S.A. (1996), Barcelona,
Buenos Aires, Mxico.

[3] KRANTZ, Steven G. The Implicit Function Theorem. Birkhauser (2002).
Boston.

[4] KRANTZ, Steven G. The Implicit Function Theorem. Birkhauser (2002).
Boston.

[5] RUDIN, Walter. Principios de Anlisis Matemtico. Editorial McGraw-Hill (1966),
Mxico.

[6] T.M FLEIT. Differential Analysis. EditorialCambridge University Press (1980),
London, New York, Melbourne, Sydney.

35



	PORTADA

	Índice general
	Agradecimientos
	Capítulo 1 Preliminares
	1. Introducción
	2. Marco Teórico
	3. Formulación del Problema
	4. Objetivos
	5. Metodología
	6. Cronograma
	Capítulo 2 Topología
	1. Norma
	2. Conjunto abierto y conjunto cerrado
	Capítulo 3 Diferenciación en Rp
	1. La derivada en Rp
	Capítulo 4 Teorema de la Función Implícita
	2. Teorema de la función Inyectiva
	3. Teorema de la Funcíon Sobreyectiva
	4. Teorema de Inversión
	5. Función Implícita
	6. Teoremas de las Funciones Implícitas en Espacios deBanach
	Bibliografía



