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Capítulo 1

Preliminares

1. Introducción

Hablamos de una función implícita cuando tenemos una ecuación
de la forma f(x, y) = 0, donde no se muestra claramente cómo despejar
y en función de x ni x en función de y. Donde una ecuación explícita
tiene la forma

y = g(x) o x = h(y)

Cualquiera de estas dos ecuaciones es preferible a la implícita puesto
que siempre una ecuación explícita puede transformase en una implícita
de manera trivial

f(x, y) = y − g(x)x− h(y)

según corresponda. Nuestra pregunta es ahora entonces: Cuándo es
posible encontrar una función que describa explícitamente y en función
de x o x en función de y en un entorno de (a, b)?. Justamente aquí
radica la importancia de este teorema pues existe la posibilidad de
calcular la diferencial en un punto (a, b) de una función sin conocerla
explícitamente, lo que nos permitirá por ejemplo, obtener una evalua-
ción aproximada de la función en el punto. Además, este problema
toma una forma más general cuando se considera un sistema de varias
ecuaciones en las que intervienen varias variables, y nos preguntamos si
se pueden resolver dichas ecuaciones para algunas de esas variables en
función de las restantes variables. Para obtener una respuesta tenemos
que, bajo condiciones bastantes generales, siempre existe una solución,
la cual es proporcionada por el teorema de la función implícita con
una descripción de las condiciones y ciertas conclusiones acerca de la
solución. El estudio de las funciones implícitas no es sólo abstracto, de
hecho, las soluciones de muchas ecuaciones diferenciales ordinarias es
una ecuación que relaciona las variables x e y de manera implícita.

Ahora bien, el teorema de la Funcin Inversa está intrínsicamente
conectado con el teorema anterior pues viene siendo un caso especial
de él, puesto que el teorema de las funciones implícitas se presentan
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2. MARCO TEÓRICO 6

comúnmente como una forma de describir la noción de una función
inversa, y como son tan importantes será también nuestro objeto de
estudio.

Para llevar a cabo nuestro objetivo y cumplir con lo anterior nos
concentraremos en estudiar algunos contenidos insertos en los cursos
de Análisis Matemático tales como: Topología en el espacio cartesiano,
funciones, límites de funciones de varias variables y diferenciabilidad,
los que son de gran ayuda para facilitar nuestro trabajo y de paso
recordar los conocimientos previos que se debiesen tener.

2. Marco Teórico

El teorema de la función implícita es muy cercano al teorema de
la función inversa y también uno de los más importantes y antiguos
paradigmas en la matemática moderna. Los inicios de la idea del teo-
rema de la función implícita lo podemos ver en los escritos de Isaac
Newton (1642-1727) quien da las primeras ideas para analizar el com-
portamiento de la de�nición de función implícita en el contexto del
cálculo. Gottfried Leibniz (1646-1716) tiene explícitamente en su tra-
bajo un resultado de derivación implícita. Mientras que, Joseph Louis
Lagrange (1736-1813) fundó un teorema que es esencialmente una ver-
sión del teorema de la función inversa y lo que puede ser el primer
teorema de verdad de la función implícita pero que en su forma es-
taba estrechamente relacionado con el teorema de la función inversa.
Agustín Louis Cauchy (1789-1857) fue quien se acercó al teorema de la
función implícita y es también reconocido como el descubridor de dicho
teorema.

Este teorema primero fue formulado en términos del análisis com-
plejo y en series de potencias complejas. Luego, como el interés en la
comprensión de análisis real creció, surgió la versión en variable real del
teorema. El teorema de la funci« impl¢ita fue formulado para funciones
de dos variables reales y la hipótesis correspondiente a la matriz jaco-
biana que sea no singular era simplemente que una derivada parcial no
sea nula. Finalmente, Ulisse Dini (1845-1918) matemático italiano, fue
quien generalizo la versin de variables reales del teorema de la función
implícita al contexto de funciones de cualquier número de variables
reales, su contribución fue decisiva pues resolvió el asunto en forma
moderna dentro de la teoría de funciones reales.

Una de las formas más poderosas del teorema de la función implíci-
ta es la que se atribuye a John Nash (1928 -) y Jurgen Moser (1928 -
1999). Esta técnica es en realidad un esquema de iteración in�nita de
los teoremas de la función implícita. Jurgen Moser aisla la técnica y la
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5. METODOLOGÍA 7

convirtió en una poderosa herramienta que es ahora parte de las ecua-
ciones en derivadas parciales, el análisis funcional, variables complejas
y muchos otros campos.

Ahora bien, en cuanto a las aplicaciones del teorema de la función
implícita hay muchas aplicaciones so�sticadas, mencionaremos entre
ellas la deformación de estructuras complejas.

Finalmente es posible considerar el teorema de la función implíci-
ta como un diseño para resolver ecuaciones, las cuales pueden estar
aplicadas a diferentes campos.

3. Formulación del Problema

El estudio de estos teoremas posee una importancia, pues nos per-
mitirán conocer las distintas maneras de pensar a la hora de enfrentar
un problema, tanto en la comprensión como en la necesidad de elaborar
conceptos e ideas para alcanzar nuestro objetivo. Por tanto, formula-
mos la siguiente pregunta respecto a nuestra investigación: Cuándo es
posible encontrar una función que describa explícitamente y en función
x o x en función de y en un entorno de (a,b)?

4. Objetivos

1. General: investigar la formulación e importancia de los teoremas
de la función inversa y de la función implícita, así como su
utilidad y relevancia en la resolución de algunos problemas.

2. Especí�co: estudiar los conceptos de topología en el espacio
cartesiano, funciones, límites de funciones de varias variables
y diferenciabilidad.

5. Metodología

La metodología que estamos utilizando para la realización de la
memoria son reuniones semanales junto con el profesor guía, acom-
pañadas de estudio de los diferentes tópicos que están relacionados con
el tema de nuestra investigación.
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6. Cronograma
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Capítulo 2

Topología

1. Norma

Definición 1. Si V es un espacio vectorial, entonces una norma
en V es una función en V denotada por x 7→ ‖x‖ satisfaciendo las
siguientes propiedades:

1. ‖x‖ ≥ 0 para todo x ε V
2. ‖x‖ = 0 si y sólo si x = 0
3. ‖αx‖ = |α| ‖x‖ para todo α ε R, x ε V
4. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ para todo x, y ε V

2. Conjunto abierto y conjunto cerrado

1. Conjunto abierto: un conjunto G en Rp se dice que es abierto
en Rp, si para cada punto x en G hay un número real r > 0 tal
que cada punto y en Rp satisface ‖x− y‖ < r que pertenece al
conjunto G.

Propiedades del conjunto abierto:
el conjunto vacío y el espacio Rp son abiertos en Rp.
la intersección de dos conjuntos abiertos cualquieras es abier-
to en Rp.
la unión de conjuntos abiertos cualesquieras es abierto en
Rp.

2. Conjunto cerrado: un conjunto F en Rp se dice que es cerrado
en Rp en caso de que su complemento c(F ) sea abierto en Rp

Propiedades del conjunto cerrado:
el conjunto vacío y el espacio Rp son cerrados en Rp.
la unión de dos conjuntos cerrados es cerrado en Rp.
la intersección de conjuntos cerrados cualquieras es cerrado
en Rp.

Ahora introduciremos algunas nociones topológicas adicionales que
serán de utilidad y nos permite caracterizar conjuntos abiertos y cerra-
dos en otros términos.
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2. CONJUNTO ABIERTO Y CONJUNTO CERRADO 11

Definición 2. (i) Sea x ∈ Rp. Cualquier conjunto que contiene
un conjunto abierto que contiene a x se llama una vecindad o
entorno.

(ii) Un punto x ∈ Rp es llamado un punto interior de un conjunto
A⊆ Rp si hay una vecindad de x que esta enteramente contenido
en A.

(iii) Un punto x ∈ Rp es llamado punto frontera de un conjunto A
⊆ Rp si cada entorno de x contiene un punto de A y un punto
de Ac.

(iv) Un punto x ∈ Rp es llamado un punto interior de un conjunto A
⊆ Rp si existe un entorno de x que esta enteramente contenido
en A.

Teorema 3. Si B ⊆ Rp, entonces las siguientes a�rmaciones son
equivalentes:

1. B es abierto,
2. cada punto de B es un punto interior de B,
3. B es vecindad de cada uno de sus puntos.

Demostración. Supongamos que (1) es cierto y x ∈ B, entonces
el conjunto abierto B es una vecindad de x y por lo tanto x es un punto
interior de B.

Supongamos (3), entonces para cada x ∈ B, hay un conjunto abierto
Gx ⊆ B con x ∈ G. Por lo tanto B = ∪{Gx : x ∈ B}, de modo que
sigue de las propiedades del conjunto abierto que B es abierto en Rp.

�

Teorema 4. Un conjunto F ⊆ Rp es cerrado si y sólo si contiene
todos sus puntos fronteras.

Demostración. Supongamos que F es cerrado y que x es un pun-
to frontera de F . Si x /∈ F , entonces el complemento de F , que es
abierto, contiene a x y no a puntos de F , contrariamente a la hipótesis
que x es punto frontera de F . Por lo tanto x ∈ F .

Recíprocamente, supongamos que F contiene todos sus puntos fron-
teras. Si y /∈ F , entonces y no es punto frontera de F , por tanto éste es
un punto exterior. Entonces, existe una vecindad M de y enteramente
contenida en c(F ) ( F c). Si esto es verdadero para todo y /∈ F , se in�ere
que F c es abierto cuando F es cerrado en Rp. �
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2. CONJUNTO ABIERTO Y CONJUNTO CERRADO 12

Teorema 5. Un subconjunto de R es abierto si y sólo si es la unión
de una colección numerable de intervalos abiertos.

Teorema 6. (Celdas anidadas): Sea Ikuna sucesión de celdas ce-
rradas no vacías en Rp que esta anidada de esta manera:

I1 ⊇ I2 ⊇ . . . ⊇ Ik ⊇ . . .

Entonces, existe un punto en Rp que pertenece a todas las celdas.

Demostración. Supongamos que Ik es la celda

Ik = {(x1, ..., xp) : ak1 ≤ x1 ≤ bk1, ..., akp ≤ xp ≤ bkp} .
Es fácil de ver que las celdas [ak1, bk1], k ∈ N, forman una sucesión
de celdas cerradas no vacías de números reales, y por lo tanto, por
la completitud del sistema de números reales, existe un número real
y1 que pertenece a todas esas celdas. Aplicando este argumento para
cada coordenada obtenemos un punto y = (y1, ..., yp) de Rp, tal que
si j satisface j = 1, 2, ..., p entonces y1 pertenece a todas las celdas
{[akj, pkj] : k ∈ N}, por lo tanto el punto y pertenece a todas las celdas
yk. �

Teorema 7. Un conjunto F ⊆ Rp es cerrado si y sólo contiene
todos sus puntos de acumulación.

Demostración. Supongamos que F es cerrado y que x es un pun-
to de acumulación de F . Si x /∈ F , entonces el complemento es una
vecindad de x, más aún, contiene un punto de F . Pero esto es imposi-
ble, por lo tanto x ∈ F . Recíprocamente, si F contiene todos sus puntos
de acumulación, mostremos que F c es abierto. Si y ∈ F c, entonces y no
es punto de acumulación de F . Por tanto existe una vecindad Vy de y
tal que F ∩ Vy = ∅. Así, Vy ⊆ F c. Esto es verdadero para cada y ∈ F c.
Por lo tanto F c es abierto en Rp.

�

Teorema 8. (Bolzano-Weierstrass) Todo subconjunto acotado in-
�nito de Rp tiene un punto de acumulación.

Teorema 9. (Heine-Borel) Un subconjunto de Rp es compacto si
y sólo si es cerrado y acotado.

Teorema 10. (Del valor máximo) Si F es continua en un intervalo
cerrado [a, b] y además es diferenciable, entonces F alcanza un máximo
y un mínimo en ese intervalo.
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2. CONJUNTO ABIERTO Y CONJUNTO CERRADO 13

Teorema 11. (Teorema de Rolle) Supongamos que f es continua
en un intervalo cerrado J = [a, b], que su derivada f ′ existe en el
intervalo abierto (a, b), y que f(a) = f(b) = 0. Luego, existe un punto
c en (a, b), tal que f´(c)=0

Demostración. Si f se anula en J , podemos tomar c =
(a+ b)

2
.

Supongamos que f no se anula; reemplazando f por −f , si es necesario,
podemos suponer que f asume algunos valores positivos. Por el teorema
del valor máximo, la función f alcanza el supremo sup {f (x) : x ∈ J}
en algún punto c de J . Desde f(a) = f(b) = 0, el punto c satisface
que a < c < b. Por hipótesis f´(c) existe, y f tiene un punto máximo
relativo en c, el teorema del máximo implica que f´(c)=0. �

Como consecuencia del teorema de Rolle se obtiene el teorema fun-
damental de valor medio.

Teorema 12. (Teorema del valor medio) supongamos que f es
continua en un intervalo cerrado J = [a, b] y tiene una derivada en
el intervalo abierto (a, b). Entonces existe un punto c en (a, b) tal que
f(b)− f(a) = f ′(c) (b− a)

Demostración. Consideremos la función ϕ de�nida en J por

ϕ(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a)

puesto que ϕ es la diferencia de f y la función cuya grá�ca consiste
en el segmento de recta que pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)),
se deduce de la hipótesis de que ϕ es continua en J = [a, b] y es fácil
de comprobar que ϕ tiene una derivada en (a, b). Además, tenemos
ϕ(a) = ϕ(b) = 0. Aplicando el teorema de Rolle, existe un punto c en
el interior de J tal que:

0 = ϕ´(c)=f ′ (c)− f(b)− f(a)

b− a
.

�
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Capítulo 3

Diferenciación en Rp

Se de�ne la derivada de una función f : R → R a un punto c ∈ R
como

L = lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c
cuando este límite existe.

Además, la de�nición de derivada de un número L es tal que:

lim
x→c

|f(x)− f(c)− L(x− c)|
|x− c|

= 0

Así, la derivada de una función f de�nida en una vecindad de un
punto c ∈ Rp con valores en Rp será una función lineal L : Rp 7→ Rq

tal que

lim
x→c

‖f(x)− f(c)− L(x− c)‖
‖x− c‖

= 0

1. La derivada en Rp

Definición 13. Sea f de�nida en un subconjunto A de Rp y tiene
valores en Rq, sea c un punto interior de A y sea u un punto en Rp . Un
vector Lu ∈ Rp se dice que es una derivada parcial f de c con respecto a
u si para cada número ε > 0 existe un δ(ε) > 0 tal que para todo t ∈ R
se satisface 0 < |t| < δ(ε), donde

∥∥1
t
{f(c+ tu)− f(c)} − Lu

∥∥ < ε.
Se puede ver que la derivada parcial Lu es unívocamente determinada
cuando existe. Alternativamente, se puede de�nir Lu como el límite
lim
t→0

1
t
{f(c+ tu)− f(c)}.

Se escribe Duf(c) o fu(c) la derivada parcial de Lu de f en c con
respecto a u.

Definición 14. Sea f que tiene dominio A en Rp y rango en Rq,
y sea c un punto interior de A. Decimos que f es diferenciable en c
si existe una función lineal L : Rp → Rq tal que para cada ε > 0
existe δ(ε) > 0 tal que si x ∈ Rp es cualquier vector que satisface
‖x− c‖ ≤ δ(ε), luego x ∈ A y

14
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1. LA DERIVADA EN Rp 15

‖f(x)− f(c)− L(x− c)‖ ≤ ε ‖x− c‖

Alternativamente, podemos reescribirla requiriendo que para cualquier
ε > 0 exista δ(ε) > 0 tal que si u ∈ Rp y ‖u‖ ≤ δ(ε), luego

‖f(c+ u)− f(c)− L(u)‖ ≤ ε ‖u‖

y podemos expresarla más compactamente escribiendo

lim
‖u‖→0

‖f(c+ u)− f(c)− L(u)‖
‖u‖

= 0

Lema 15. La función f tiene a lo más una derivada en un punto.

Demostración. Supongamos que L1 y L2 son funciones lineales
que van de Rp a Rq y satisface‖f(c+ u)− f(c)− L(u)‖ ≤ ε ‖u‖ para
‖u‖ ≤ δ(ε). Luego tenemos

0 ≤ ‖L1(u)− L2(u)‖
≤ ‖f(c+ u)− f(c)− L1(u)‖+ ‖f(c+ u)− f(c)− L2(u)‖
≤ 2ε ‖u‖

Por lo tanto, tenemos 0 ≤ ‖L1(u)− L2(u)‖ ≤ 2ε ‖u‖ para todo u ∈
Rp con ‖u‖ ≤ δ(ε). Si L1 6= L2, existe z ∈ Rp con L1(z) 6= L2(z), donde

z 6= 0. Ahora, sea z0 =
δ(ε)

‖z‖
·z por lo que tenemos ‖z0‖ = δ(ε) entonces

0 ≤ ‖L1(z0)− L2(z0)‖ ≤ 2ε ‖z0‖. Luego ‖L1(z)− L2(z)‖ ≤ 2ε ‖z‖ para
todo ε > 0, entonces L1(z) = L2(z), una contradicción. Por lo tanto
L1 = L2. �

Lema 16. Si f : A→ Rp es diferenciable en c ∈ A, entonces existe
un número δ estrictamente positivo, K tal que si ‖x− c‖ ≤ δ, se tiene

‖f(x)− f(c)‖ ≤ K ‖x− c‖
en particular, se sigue que f es continua en x = c.
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1. LA DERIVADA EN Rp 16

Demostración. Por de�nición 13 se sabe que existe δ > 0 tal
que si 0 < ‖x− c‖ ≤ δ, a continuación ‖f(x)− f(c)− L(x− c)‖ ≤
ε ‖x− c‖ se mantiene con ε = 1. Si usamos la desigualdad triangular,
tenemos

‖f(x)− f(c)‖ ≤ ‖L(x− c)‖+ ‖x− c‖
para 0 < ‖x− c‖ ≤ δ. Además, tenemos que existe B > 0 tal que
‖L(x− c)‖ ≤ B ‖x− c‖ para todo x ∈ Rp. Por lo tanto, si 0 <
‖x− c‖ ≤ δ obtenemos

‖f(x)− f(c)‖ ≤ (B + 1) ‖x− c‖
esta desigualdad es verdadera para x = c. �

Teorema 17. Sea A ⊆ Rp, si f : A → Rq es diferenciable en un
punto c ∈ A, y si u es cualquier elemento de Rp, entonces la derivada
parcial Duf(c) de f en c con respecto a u existe.

Duf(c) = Df(c)(u)

Demostración. Si f es diferenciable en c, sea ε > 0 entonces
existe un δ(ε) > 0 tal que

‖f(c+ tu)− f(c)−Df(c)(tu)‖ ≤ ε ‖tu‖

proporcionando ‖tu‖ ≤ δ(ε). Si u = 0, la derivada parcial con
respecto a 0 es 0 = Df(c)(0). Supongamos entonces u 6= 0. Así, si
0 < |t| ≤ δ(ε)/ ‖u‖ , tenemos∥∥∥∥f(c+ tu)− f(c))

t
−Df(c)(u)

∥∥∥∥ ≤ ε ‖u‖

Esto muestra que Df(c)(u) es la derivada parcial de f en c con
respecto a u, como a�rmamos. �

Ejemplo:

f(x, y) =


xy

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

Tiene derivadas parciales en (0, 0) pero no es diferenciable en (0, 0),
más aún, no es continua en (0, 0).
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1. LA DERIVADA EN Rp 17

Observación 18. (Existencia de la derivada) La existencia de la
derivada en un punto implica la existencia de todas las derivadas par-
ciales en un punto. Pero, la simple existencia de la derivada parcial no
implica la existencia de la derivada. Veremos ahora que la continuidad
de una derivada parcial en c es su�ciente para la existencia de la dife-
rencial en c.

Teorema 19. Sea A ⊆ Rp, sea f : A → Rq, y sea c un punto
interior de A. Si la derivada parcial Djfi (i = 1, ..., q; j = 1, ..., p)
existe una vecindad de c y son continuas en c, luego f es diferenciable
en c. Además Df(c) es representada por la matriz q × p.

Demostración. Se mostrará en detalle el caso q = 1. Si ε > 0,
sea δ(ε) > 0 tal que si ‖y − c‖ ≤ δ(ε) y j = 1, 2, ..., p, luego

|Djf(y)−Djf(c)| < ε.(1)

Si x = (x1, x2, ..., xp) y c = (c1, c2, ..., cp), sea z1, z2,...,zp−1 denotado
por lo puntos

z1 = (c1, x2, ..., xp), z2 = (c1, c2, x3, ..., xp), ..., zp−1 = (c1, c2, ..., cp−1, xp)

y sea z0 = x y zp = c. Si ‖x− c‖ ≤ δ(ε), luego es fácil ver que
‖z1 − c‖ ≤ δ(ε) para j = 0, 1, ..., p. Escribiremos la diferencia como
la siguiente suma:

f(x)− f(c) =

p∑
j=1

{f(zj−1)− f(zj)}

Si aplicamos el teorema del valor medio para los términos j-ésimos
de esta suma, obtenemos un punto zj, perteneciendo al segmento de
recta que une zj−1 y zj, tal que

f(zj−1)− f(zj) = (xj − cj)Djf(zj)

Por lo tanto, se obtiene

f(x)− f(c)−
p∑
j=1

(xj − cj)Djf(c) =

p∑
j=1

(xj − cj) {Djf(zj)−Djf(c)}

en vista de la desigualdad (1), la expresión entre corchetes en la última
fórmula está acotada por ε. Aplicando la desigualdad de Schwarz a esta
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1. LA DERIVADA EN Rp 18

última suma, se obtiene la estimación∥∥∥∥∥f(x)− f(c)−
p∑
j=1

(xj − cj)Djf(c)

∥∥∥∥∥ ≤ (ε
√
p) ‖x− c‖

cada vez que ‖x− c‖ ≤ δ(ε).

Hemos demostrado que f es diferenciable en c, y que su derivada
Df(c) es la función lineal de Rp a R propuesta por

u = (u1,...,up) 7−→ Df(c)(u) =

p∑
j=1

ujDjf(c)

En el caso donde f toma valores en Rq con q > 1, se aplica el
mismo argumento para cada una de las funciones reales fi, i = 1, 2, ..., q,
que corresponden a las coordenadas de la representación de la función
f . �
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Capítulo 4

Teorema de la Función Implícita

Sea Ω un conjunto abierto en Rp y sea f una función con dominio Ω
y rango en Rp; a menos que se especi�que lo contrario, no asumiremos
que p = q. Veremos que, bajo ciertas hipótesis que asumiremos, el
carácter local de f en un punto c ∈ Ω se relaciona con la aplicación
lineal Df(c). Algo más preciso, sería:

1. Si p ≤ q y Df(c) es inyectiva, luego f es inyectiva en un vecin-
dad pequeña de c.

2. Si p ≥ q y Df(c) es sobreyectiva, luego la imagen f de una
vecindad pequeña de c es una vecindad de c.

3. Si p = q y Df(c) es biyectiva, luego f una vecindad U de c de
la forma uno a uno en una vecindad V de f(c). En este caso
hay una función de�nida en V que es inversa a la restricción de
f a U .

Como consecuencia de estos teoremas obtendremos el Teorema de la
Función Implícita, como uno de los teoremas fundamentales en análisis
y geometría.

1. Clase C1

La mera existencia de la derivada no es su�ciente para nuestros
propósitos; también necesitamos la continuidad de la derivada. Recorde-
mos que si f : Ω 7→ Rq es diferenciable en cada punto de Ω ⊆ Rp,
entonces la función x → Df (x) es una función de Ω en la colección
L (Rp,Rq) de todas las funciones lineales de Rp a Rq. Se observa que este
conjunto L (Rp,Rq) es un espacio vectorial y que este espacio es un es-
pacio normado bajo la norma ‖L‖ pq = sup {‖L(x)‖ : x ∈ Rp, ‖x‖ ≤ 1}

‖L‖pq = sup {‖L(x)‖ : x ∈ \Rp, ‖x‖ ≤ 1}

Definición 20. Si Ω es abierto en Rp y f : Ω→ Rq, decimos que f
pertenece a la clase C1(Ω) si la derivada Df(x) existe para todo x ∈ Ω
y la función x 7→ Df(x) de Ω en L(Rp,Rq), es continua con la norma
de este espacio.

19
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1. CLASE C1 20

Recordamos que para cada x ∈ Ω, Df(x) puede ser representada
por la matriz Jacobiana [aij]q×p [Djfi (x)]. Por lo tanto, Df(x)−Df(y)
es representada por la matriz q × p

[Djfi(x)−Djfi (y)]

Ahora se desprende de la desigualdad

‖Df(x)−Df(y)‖pq ≤

{
q∑
i=1

p∑
j=1

|Djfi(x)−Djfi(y)| 2

}1/2

,

que la continuidad de cada una de las derivadas parciales Djfi implica
la continuidad de x 7→ Df(x).

Teorema 21. Si Ω ⊆ Rp es abierto y f : Ω→ Rp es diferenciable
en cada punto de Ω, luego f pertenece a la clase C1(Ω) si y sólo si las
derivadas parciales Djfi, i = 1, ..., q, j = 1, ..., p, de f son continuas
en Ω.

Necesitaremos el siguiente lema, que es una variante del teorema
del valor medio.

Lema 22. Sea Ω ⊆ Rp es un conjunto abierto y sea f : Ω → Rp

diferenciable en Ω. Supongamos que Ω contiene los puntos a, b y el
segmento de lnea S que los une, y sea x0 ∈ Ω. Entonces tenemos

‖f(b)− f(a)−Df(x0)(b− a)‖ ≤ ‖b− a‖ sup
x∈S

{
‖Df(x)−Df(x0)‖pq

}
Demostración. Sea g : Ω→ Rq se de�ne para x ∈ Ω por

g(x) = f(x)−Df(x0)(x)

Ya que Df(x0) es lineal, se deduce que Dg(x) = Df(x)−Df(x0) para
x ∈ Ω. Si aplicamos el teorema del valor medio, se in�ere que existe un
punto c ∈ S tal que

‖f(b)− f(a)−Df(x0)(b− a)‖ = ‖g(b)− g(a)‖
≤ ‖Dg(c)(b− a)‖ = ‖(Df(c)−Df(x0))(b− a)‖

≤ ‖b− a‖ sup
x∈S

{
‖Df(x)−Df(x0)‖pq

}
�
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2. TEOREMA DE LA FUNCIÓN INYECTIVA 21

El siguiente resultado es el lema clave para los Teoremas de Apli-
caciones.

Lema 23. Lema de aproximación. Sea Ω ⊆ Rp abierto y sea f :
Ω→ Rq que pertenece a la clase C1(Ω). Si x0 ∈ Ω y ε > 0, existe δ(ε)
tal que si ‖xk − x0‖ ≤ δ(ε), k = 1, 2, se tiene xk ∈ Ω y

‖f(x1)− f(x2)−Df(x0)(x1 − x2)‖ ≤ ε ‖x1 − x2‖

Demostración. Puesto que x 7→ Df(x) es continua en Ω en
L(Rp,Rq),se sigue que, dado ε > 0 existe δ(ε > 0) tal que si ‖x− x0‖ <
δ(ε). Luego x ∈ Ω y ‖Df(x)−Df(x0)‖pq ≤ ε. Ahora sean x1, x2 sa-
tisfaciendo ‖xk − x0‖ < δ(ε), donde el segmento de recta que une x1 y
x2 se encuentra dentro de la bola cerrada de centro x0 y radio δ(ε), y
por lo tanto en el interior de Ω. �

2. Teorema de la función Inyectiva

En el teorema de la función inyectiva vamos a demostrar que si f
pertenece a la clase C1(Ω) y siDf(c) es inyectiva, entonces la restricción
de f en una vecindad adecuada de c, es una inyección.

Un lector familiarizado con la noción de rango de una transforma-
ción lineal, recordará que L : Rp → Rq es inyectiva si y sólo si el rango
(L) = p ≤ q.

Teorema 24. (de la Función Inyectiva). Supongamos que Ω ⊆ Rp

es abierto, que f : Ω→ Rq pertenece a la clase C1(Ω), y que L = Df(c)
es una inyección. Entonces existe un número δ > 0 de tal manera que la
restrición de f a Bδ = {x ∈ Rp : ‖x− c‖ ≤ δ} es una inyección. Por
otra parte, la inversa de la restrición f |Bδ es una función continua en
f(Bδ) ⊆ Rp para Bδ ⊆ R.

Demostración. Puesto que la función lineal L = Df(c) es una
inyección, se sigue del corolario:

Corolario 25. Sea f una función con D(f) ⊆ Rp a Rq y sea
K ⊆ D(f) compacto. Si f es continua en K, entonces existe un punto
x∗ y x∗ en K tal que

‖f(x∗)‖ = sup {‖f(x)‖ : x ∈ K}

‖f(x∗)‖ = inf {‖f(x)‖ : x ∈ K}
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2. TEOREMA DE LA FUNCIÓN INYECTIVA 22

Se sigue del teorema: Si f es una función lineal con dominio en
Rp y rango en Rq entonces hay pq números reales (cij) , 1 ≤ i ≤ q,
1 ≤ j ≤ p tal que si x = (x1, x2, ..., xp) es un punto en Rp, y si
y = (y1, y2, ..., yq) = f(x) es una imagen de f , luego

(2)

y1 = c11x1 + c12x2 + ...+ c1pxp,
y2 = c21x1 + c22x2 + ...+ c2pxp,
... ... ........................................
yq = cq1x1 + cq2x2 + ...+ cqpxp,

Recíprocamente, si (cij) es un conjunto de números reales pq, en-
tonces la función que asigna a x en Rp los elementos y en Rq de acuerdo
a la ecuación (2) es una función lineal con dominio en Rp y rango en
Rq.

Si f : Rp → Rq es lineal, entonces existe una constante m > 0 tal
que ‖f(x)‖ ≤ M ‖x‖ para todo x ∈ Rp. Sin embargo, no siempre es
verdadero que exista una constante m > 0 tal que ‖f(x)‖ ≥ m ‖x‖ para
todo x ∈ Rp.

que no existe un r > 0 de tal manera que r ‖u‖ ≤ ‖Df(c)(u)‖ para
u ∈ Rp.

Ahora aplicamos el Lema Aproximación con ε = 1
2
r para obtener

un número δ > 0 de tal manera que si ‖f(xk − c)‖ ≤ δ , k = 1, 2,
entonces

‖f(x1)− f(x2)− L(x1 − x2)‖ ≤
1

2
r ‖x1 − x2‖

Si aplicamos la Desigualdad Triangular a la izquierda de esta de-
sigualdad obtenemos:

‖L(x1 − x2)‖ − ‖f(x1)− f(x2)‖ ≤
1

2
r ‖x1 − x2‖

Si combinamos esto con u = x1 − x2, obtenemos 1
2
r ‖x1 − x2‖ ≤

‖f(x1)− f(x2)‖ para xk ∈ Bδ. Esto prueba que la restricción de f a
Bδ es una inyección; por lo tanto, esta restricción tiene una función
inversa que designaremos por g.

Si Y k ∈ f(Bδ), entonces existe un único punto xk = g(yk) en Bδ de
tal manera que yk = f(xk). Se sigue que:

‖g(y1)− g(y2)‖ ≤
2

r
‖y1 − y2‖

donde se sigue que g = (f |Bδ)
−1 es uniformemente continua en f(Bδ)

en Rp.
�
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3. TEOREMA DE LA FUNCÍON SOBREYECTIVA 23

3. Teorema de la Funcíon Sobreyectiva

El resultado siguiente es compañero con el teorema de la función
inyectiva. Este teorema, que se debe a L. M. Graves, a�rma que si f
es una clase C1(Ω) y si por alguna c ∈ Ω, la aplicación lineal Df(c) es
una sobreyectiva de Rp en Rq, entonces funciones f de una vecindad
adecuada de c para una vecindad de f(c). Por lo tanto, todos los puntos
de Rq que es lo su�cientemente cerca de f(c) es la imagen bajo f de
un punto cerca de c. Un lector familiarizado con la noción de la base
de una transformaci« lineal recordará que L : Rp → Rq es sobreyectiva
si y sólo si rango (L) = q ≤ p.

Teorema 26. (de la Función Sobreyectiva). Sea Ω ⊆ Rp abierto y
sea f : Ω ⊆ Rq que pertenece a la clase C1(Ω). Supongamos que para
algún c ∈ Ω, la función lineal L = Df(c) es una sobreyectividad de Rp

en Rq. Entonces existen números de m > 0 y α > 0 tal que si y ∈ Rq

y ‖y − f(c)‖ ≤ α/2m, entonces existe un x ∈ Ω tal que ‖x− c‖ ≤ α y
f(x) = y.

Demostración. Ya que L es sobreyectiva, cada una de las bases
canónicas e1 = (1, 0, ..., 0), e2 = (0, 1, ..., 0),...,eq = (0, 0, ..., q) en Rq es
la imagen en L de algunos vectores en Rp, por ejemplo u1, u2, ..., uq.
Ahora sea M : Rq → Rp la asignación de función lineal ej en uj de
j =, 1, 2, ..., q, que es

M

(
q∑
i=1

aiei

)
=

q∑
i=1

aiui

De ello se deduce que L ◦M es la función identidad en Rq, es decir,
L ◦M(y) = y y para todo y ∈ Rq. Si dejamos que

m =

{
q∑
i=1

‖uj‖2
}1/2

a continuación, la aplicación de la desigualdad triángular y de Schwarz
implica que si

‖M(y)‖ ≤
q∑
i=1

|a1| ‖ui‖

≤

{
q∑
i=1

|ai|2
}1/2{ q∑

i=1

‖ui‖2
}1/2

= m ‖y‖
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3. TEOREMA DE LA FUNCÍON SOBREYECTIVA 24

Por el lema de aproximación, existe un número α > 0 tal que si
‖xk − c‖ ≤ α, k = 1, 2, luego xk ∈ Ω y

‖f(x1)− f(x2)− L(x1 − x2)‖ ≤
1

2m
‖x1 − x2‖

Ahora sea Bα = {x ∈ Rp : ‖x− c‖ ≤ α} y supongamos que y ∈ Rq

tal que ‖y − f(c)‖ ≤ α/2m. Vamos a demostrar que existe un vector x
con x ∈ Bα tal que y = f(x). Sea x0 = c y sea x1 = x0 + M(y − f(c))
de manera que ‖x1 − x0‖ ≤ m ‖y − f(c)‖ ≤ α

2
, donde ‖x1 − x0‖ ≤ α

2
y

‖x1 − c‖ ≤
(
1− 1

2

)
α.

Supongamos que c = x0, x1, ..., xn han sido elegidos por inducción
en Rp tal que

‖xk − xk−1‖ ≤ α/2k, ‖xk − c‖ ≤
(
1− 1/2k

)
α para k = 1, n.(3)

Ahora de�nimos xn+1(n ≥ 1) por

xn+1 = xn −M [f(xn)− f(xn−1)− L(xn − xn−1)]

se desprende que

‖xn+1 − xn‖ ≤ m ‖f(xn)− f(xn−1)− L(xn − xn−1)‖ ≤
1

2
‖xn − xn−1‖

de donde se deduce que

‖xn+1 − xn‖ ≤
1

2
(α/2n) = α/2n+1

y
‖xn+1 − c‖ ≤ ‖xn+1 − xn‖+ ‖xn − c‖

≤ (α/2n+1) + (1− 1/2n)α

= (1− 1/2n+1)α

Por lo que se establece para k = n + 1. Por lo tanto, podemos
construir una sucesión de (xn) en Bα, de esta manera. Si m ≥ n,
entonces tenemos

‖xn − xm‖ ≤ ‖xn − xn+1‖+ ‖xn+1 − xn+2‖+ ...+ ‖xm−1 − xm‖

≤ α

2n+1
+

α

2n+2
+ ...+

α

2m
≤ α

2n

De ello se deduce que (xn) es una sucesión de Cauchy en Rp y por
lo tanto converge a un elemento x. Desde ‖xn − c‖ ≤ (1 − 1/2n)α, se
deduce que ‖x− c‖ ≤ α de manera que x ∈ Bα. Desde x1 − x0 =
M(y − f(c)), se deduce que

L(x1 − x0) = L ◦M(y − f(c)) = y − f(x0)
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Por otra parte

L(xn+1 − xn) = −L ◦M [f(xn)− f(xn−1)− L(xn − xn−1)]

= −{f(xn)− f(xn−1)− L(xn − xn−1)}= L(xn−xn−1)−[f(xn)− f(xn−1)].

Por inducción, encontramos que

L(xn+1 − xn) = y − f(xn)

de donde se sigue que y = limf(xn) = f(x). Por lo tanto, cada punto
y satisface ‖y − f(c)‖ ≤ α/2m que es la imagen bajo f de un punto
x ∈ Ω con ‖x− c‖ ≤ α.

�

Teorema 27. (Teorema de la función abierta) Sea Ω ⊆ Rp abierto
y sea f : Ω → Rp que pertenece a la clase C1(Ω). Si para cada x ∈ Ω
la derivada Df(x) es sobreyectiva, y si G ⊆ Ω es abierto, luego f(G)
es abierto en Rq.

Demostración. Si b ∈ f(G), entonces existe un punto c ∈ G tal
que f(c) = b. Se desprende del teorema de la aplicación sobreyectiva
(3) aplicado a f | G existe β > 0 tal que si ‖y − b‖ ≤ β entonces existe
un x ∈ G tal que y = f(x). Por lo tanto f(G) es abierto en Rq.

�

4. Teorema de Inversión

Vamos a combinar nuestros dos teoremas de aplicación en el caso
p = q. Aquí la derivada Df(c) se supone que es una biyección. Este es
el caso si y sólo si la derivada Df(c) tiene una inversa que, a su vez,
es verdadero si y sólo si el determinante jacobiano es diferente de cero.
El lector familiarizado con la noción de rango de una transformación
lineal recordará que L : Rp → Rq es biyectiva si y sólo si el rango (L) =
p = q. Se desprende de la continuidad de las derivadas parciales y del
determinante que si Df(a) es invertible, entonces Df(x) es invertible
para x lo su�cientemente cerca de c.

Teorema 28. (de Inversión) Sea Ω ⊆ R un abierto y supongamos
que f : Ω→ R pertenece a la clase C1(Ω). Si c ∈ Ω es tal que Df(c) es
una biyección, entonces existe una vecindad U de c tal que V = f(U) es
una vecindad abierta de f(c) y la restricción de f a U es una biyección
en V con g inversa continua. Por otra parte, g pertenece a la clase
C1(V ) y Dg(c) = [Df(g(y))]−1 para y ∈ V .
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Demostración. Por hipótesis L = Df(c) es inyectiva; por lo tan-
to, el corolario (25) implica que existe un r > 0 tal que 2r ‖z‖ ≤
‖Df(c)(z)‖ para z ∈ Rp.

Ya que f está en la clase C1(Ω), entonces es una vecindad de c en
la que Df(x) es invertible y satisface

r ‖z‖ ≤ ‖Df(x)(z)‖(4)

Que restringen aún más la vecindad U de c en la que f es inyec-
tiva y que esta contenida en una bola con centro c y radio α (como
en el teorema de la función sobreyectiva). Luego, V = f(U) es una
vecindad de f(c), y nosotros inferimos de los teoremas anteriores que
la restricción f | U tiene una función inversa continua g : V → Rp.
Queda por demostrar que g es diferenciable en un punto arbitratio
y1 ∈ V . Sea x1 = g(y1) ∈ U ; entonces f es diferenciable en x1, se
desprende que si x ∈ U , entonces f(x) − f(x1) − Df(x1)(x − x1) =
‖x− x1‖u(x) donde ‖u(x)→ 0‖ cuando x→ x1. SeaM1 sea la inversa
de la función lineal Df(x1), entonces x− x1 = M1 [Df(x1)(x− x1)] =
M1 [f(x)− f(x1)− ‖x− x1‖u(x)]. Si x ∈ U , entonces x = g(y) para
algunos y = f(x) ∈ U ; sin embargo y1 = f(x1) por lo que esta
ecuación podría ser escrita en la forma g(y) − g(y1) −M1(y − y1) =
−‖x− x1‖M1(u(x)).

Ya que Df(x1) es inyectiva, se desprende de la demostración del
teorema de la función Inyectiva que ‖y − y1‖ = ‖f(x)− f(x1)‖ ≥
1
2
r ‖x− x1‖ y siempre es lo su�cientemente cerca para y1. Sin embargo,

se desprende de (4) que ‖M1(u)‖ ≤ 1
r
‖u‖ para todo u ∈ Rp. Por lo tan-

to, tenemos que ‖g(y)− g(y1)−M1(y − y1)‖ ≤ ( 2
r2

) ‖u(x)‖ ‖y − y1‖.
Ahora como y → y1, entonces x = g(y)→ g(y1) y así ‖u(x)‖ → 0. Con-
cluimos que, Dg(y1) existe y es igual aM1 = (Df(x1))

−1. Del hecho de
que g pertenece a la Clase C1(V ) se desprende la relación Dg(y) =
[Df(g(y))]−1 para y ∈ V , y la continuidad de las funciones y →
g(y), x → Df(x), L → L−1 de V → U, U → l(Rp,Rp), y l(Rp,Rq)
respectivamente.

�

5. Función Implícita

Supongamos que F es una función que está de�nida en un subcon-
junto de Rp×Rq en Rq. (Si hacemos la identi�cación obvia de Rp×Rq

con Rp+q, entonces no es necesario de�nir lo que signi�ca decir que
F es continua, o es diferenciable en un punto, o en la clase C1 en un
conjunto). Podemos suponer que F tiene el punto (a, b) = (0, 0) en el
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vector cero de Rq. El problema de las funciones implícitas es resolver
la ecuación

F (x, y) = 0

de un argumento (por ejemplo, y) en términos de la otra en el sentido de
que nos encontramos con una función ϕ que se de�ne en un subconjunto
de Rp con valores en Rq tal que b = ϕ(a) y

F (x, ϕ(x)) = 0

para todo x en el dominio de ϕ. Asumimos que F es continua en
una vecindad de (a, b) y esperamos que a la conclusión de que la función
solución ϕ es continua en una vecindad de a. Probablemente no será
una sorpresa para el lector que supondremos que F pertenece a la clase
C1 en una vecindad de (a, b), sin embargo, aunque esta hipótesis no
es su�ciente para garantizar la existencia y unicidad de una función
continua solución ϕ se de�ne en un barrio de a.

De hecho si p = q = 1, entonces la función dada por F (x, y) = x2−
y2 tiene dos funciones con soluciones continuas ϕ1(x) = x y ϕ2(x) = −x
correspondientes al punto (0, 0). También tiene soluciones discontinuas,
tales como

ϕ3(c) = x, x racional

= −x, x irracional

La función G(x, y) = x − y2 tiene dos funciones con soluciones
continuas correspondientes a (0, 0), pero ninguna de ellas se de�ne en
una vecindad del punto x = 0. Para dar un ejemplo más interesante,
la función H : R2 → R de�nida por H(x, y) = x, y = 0 = x −
y2sin( 1

y
), y 6= 0 pertenece a la clase C1 en una vecindad de (0, 0), pero

no hay funciones con soluciones continuas de�nidas en una vecindad
de x = 0. En todo lo que hay de estos ejemplos, la derivada parcial
con respecto a y se anula en el punto que se tome. En el caso p =
q = 1, la a�rmación adicional necesaria para garantizar la existencia y
unicidad de la función solución es que esta derivada parcial sea distinta
de cero. En el caso general, se observa que DF (a, b) es una función
lineal continua en Rp×Rq a Rq y se induce una función lineal continua
L2 : Rq → Rq de�nida por

L2(v) = DF (a, b)(0, v)

para v ∈ Rq. En un sentido muy razonable, L2 es una derivada par-
cial de F con respecto a y ∈ Rq en el punto (a, b). La suposición
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adicional que impondremos es que L2 es invertible. Ahora interpretare-
mos este problema en términos de coordenadas. Si x = (x1, ..., xp) y
y = (y1, ..., yq), luego la ecuación F (x, y) = 0 va tomando la forma de
q ecuaciones en p+ q argumentos x1, ..., xp, y1, ..., yq dados por

f1(x1, ..., xp, y1, ..., yq) = 0

.......................

fq(x1, ..., xp, y1, ..., yq) = 0

Por conveniencia supongamos que a = 0 y b = 0 entonces estos
sistemas se satisfacen para x1 = 0, ..., xp = 0, y1 = 0, ..., yq = 0, y se
desea resolver para yj en términos de xi.

Teorema 29. (de la Función Implícita) Sea Ω ⊆ Rp × Rq abierto
y sea (a, b) ∈ Ω. Supongamos que F : Ω → Rq pertenece a la clase
C1 (Ω), que F (a, b) = 0 y que la función lineal de�nida por L2 (v) =
DF (a, b) (0, v), v ∈ Rq es una biyección de Rq a Rq.

(a) Entonces existe una vecindad abierta W dea ∈ Rp y una única
función ϕ : W → Rp que pertenece a la clase C1(W ) tal que b =
ϕ(a) y F (x, ϕ(x)) = 0 para todo x ∈ W .

(b) Entonces existe una vecindad abierta U de (a, b) en Rp×Rq tal que
para cada par (x, y) ∈ U satisface F (x, y) = 0 si y sólo si y = ϕ(x)
para x ∈ W .

Demostración. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que
a = 0 y b = 0. Sea H : Ω→ Rp×Rq de�nida por H(x, y) = (x, F (x, y))
para (x, y) ∈ Ω. De ello se deduce fácilmente que H pertenece a la
clase C1 (Ω) y que DH(x, y)(u, v) = (u,DF (x, y)(u, v)) (x, y) ∈ Ω y
(u, v) ∈ Rp×Rq. Ahora sabemos que DH(0, 0) es invertible en Rq×Rq.

De hecho, si dejamos que L1 ∈ L(Rp,Rq) de�nida por L1(u) =
DF (0, 0)(u, 0) para u ∈ Rp entonces el hecho de que DF (0, 0)(u, v) =
L1(u) + L2(v) mostramos que la inversa de DH(0, 0) es la aplicación
lineal K en Rq × Rq de�nida por K(x, z) = (x, L−1

2 [z − L1(x)]).
Gracias al teorema de Inversión, se tiene una vecindad abierta U

de (0, 0) ∈ Rp × Rq tal que V = H(U) es una vecindad abierta de
(0, 0) ∈ Rp × Rq y la restricción de H a U es una biyección en V con
una inversa continua Φ : V → U que pertenece a la clase C1(W ) y con
Φ(0, 0) = (0, 0). Ahora Φ tiene la forma Φ(x, z) = (ϕ1(x, z), ϕ2(x, z))
para (x, z) ∈ V donde ϕ1 : V → Rp y ϕ2 : V → Rq. Luego (x, z) = H ◦
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Φ(x, z) = H [ϕ1(x, z), ϕ2(x, z)] [ϕ1(x, z), F (ϕ1(x, z), ϕ2(x, z))], Nosotros
inferimos que ϕ1(x, z) = x para todo (x, z) ∈ V . Y por lo tanto, Φ toma
la forma más simple Φ(x, z) = (x, ϕ2(x, z)) para (x, z) ∈ V .

Ahora si P : Rp × Rq → Rq esta de�nida por P (x, z) = z, entonces
P es lineal y continua y ϕ2 = P ◦ Φ; sin embargo ϕ2 pertenece a la
clase C1(V ) y nosotros tenemos que z = F (x, ϕ2(x, z)) para (x, z) ∈ V .
Ahora seaW = {x ∈ Rp : (x, 0) ∈ V } tal queW es una vecindad abier-
ta de 0 en Rp, y de�nida ϕ(x) = ϕ2(x, 0) para x ∈ W . Eventualmente
ϕ(0) = 0 y se deduce de la fómula anterior que F (x, ϕ(x)) = 0 para
x ∈ W .

Por otra parte, Dϕ(x)(u) = Dϕ2(x, 0)(u, o) para x ∈ W , u ∈ Rp,
entonces concluimos que ϕ pertenece a la clase C1(W ). Esto prueba la
parte (a). Para completar la demostración de la parte (b), supongamos
que (x, y) ∈ U satisface F (x, y) = 0. Luego H (x, y) = (x, F (x, y)) =
(x, 0) ∈ V donde se sigue que x ∈ W . Por otra parte, (x, y) = Φ(x, 0) =
(x, ϕ2(x, 0)) = (x, ϕ(x)) tal que y = ϕ(x). �

A veces es útil tener una fórmula explícita para la derivada de
ϕ. Para darla es conveniente introducir la noción de derivadas par-
ciales en bloque de F . Si (x, y) ∈ Ω, el bloque de derivada parcial
D1F (x, y) es la aplicación de la función lineal Rp → Rq propuesta por
D(1)F (x, y)(u) = Df(x, y)(u, 0) para u ∈ Rp, y el bloque de deriva-
da parcial D2F (x, y) es la aplicación de la función lineal Rq → Rq

propuesta por D(2)F (x, y)(v) = Df(x, y)(0, v) para v ∈ Rq. Entones si
(u, v) = (u, 0) + (0, v) esto es claro que

DF (x, y)(u, v) = D(1)F (x, y)(u) +D(2)F (x, y)(v).

Nota que al aplicar L(1) y L(2) que entró en la demostración anterior es
respectivamente, D1F (0, 0) y D2F (0, 0).

Corolario 30. Con la hipótesis del teorema , existe un γ > 0 tal
que si ‖x− a‖ < γ, entonces la derivada de ϕ en x es el elemento de
L(Rp,Rq) propuesta por

Dϕ(x) = −
[
D(2)F (x, ϕ(x))

]−1 ◦
[
D(1)F (x, ϕ(x))

]
(5)

Demostración. Sea K : W → Rp × Rq de�nida por

K(x) = (x, ϕ(x)), para x ∈ W.

Luego de F ◦K(x) = F (x, ϕ(x)) = 0, obtenemos F ◦K : W → Rq que
es una función contante. Además, se puede ver que

DK(x)(u) = (u,Dϕ(x)(u)) para u ∈ Rp,
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se sigue de la regla de la cadena aplicada a la función constante F ◦K
que

0 = D(F ◦K)(x) = DF (K(x)) ◦DK(x).

luego, obtenemos

DF (x, ϕ(x))(u, v) = D(1)F (x, ϕ(x))(u) +D(2)F (x, ϕ(x))(v).

Se sigue de esto que si u ∈ Rp, luego

0 = DF (x, ϕ(x))(u, v) = D(1)F (x, ϕ(x))(u)+D(2)F (x, ϕ(x))(Dϕ(x)(u))

= D(1)F (x, ϕ(x))(u) +
[
D(2)F (x, ϕ(x)) ◦Dϕ(x)(u)

]
.

Así, obtenemos

0 = D(1)F (x, ϕ(x)) +D(2)F (x, ϕ(x)) ◦Dϕ(x)

para x ∈ W . Por hipótesis, L2 = D(2)F (a, b) es invertible. Si ϕ y F son
continuas, existe un γ > 0 tal que si ‖x− a‖ < γ, luego D(2)F (x, )ϕ(x)
es también invertible.

�

Puede ser útil interpretar la fórmula (5) en términos de matrices.
Supongamos que tenemos un sistema de q ecuaciones en p + q argu-
mentos. Como hemos observado, la hipótesis del Teorema de la Función
Implícita necesita que la matriz

f1,p+1 · · · f1,p+q

·
·
·

fq,p+1 · · · fq,p+q


sea invertible en el punto (a, b). En este caso la derivada de la

solución de la función ϕ en el punto x, esta dada por

−


f1,p+1 · · · f1,p+q

· ·
· ·
· ·

fq,p+1 · · · fq,p+q


−1 

f1,1 · · · f1,p

· ·
· ·
· ·
fq,1 · · · fq,p


donde ambas matrices son evaluadas en el punto (x, ϕ(x)) cerca de

(a, b).
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Ejemplo:

La ecuación 3x− 2y = 4 se puede escribir en la forma F (x, y) = 0,
usando una función :

F (x, y) = 3x− 2y − 4

En cualquier caso esta ecuación permite despejar:

y(x) =
3x− 4

2

En este caso es muy fácil obtener la relación entre x e y. Supongamos
ahora que nos dan la ecuación:

ex + x = sen(y − 3) + 2y − 6

De nuevo esta ecuación es de la forma F (x, y) = 0 para

F (x, y) = ex + x− sen(y − 3)− 2y + 6

Como muestran ambos ejemplos, la forma F (x, y) = 0 es comple-
tamente general, y no limita el tipo de ecuaciones que podemos con-
siderar. Seguramente, en el segundo ejemplo el lector no está ya tan
dispuesto a intentar despejar y como función de x. Es más, puede que
incluso se plantee la duda de si existe la solución y sea cual sea el va-
lor de x. Pero si lo gra�camos, la correspondencia z → x es biyectiva,
y lo mismo sucede con la correspondencia y → z. Por lo tanto, para
cada x hay un valor de y y sólo uno: queda de�nida una función y(x).
Como muestra el ejemplo, las funciones y(x) que estamos buscando no
vienen dadas por una fórmula explícita que nos indique directamente
las operaciones que debemos realizar con x para obtener el valor de y.
Por eso empleamos el nombre función implícita para referirnos a una
de estas funciones. Antes de dar la de�nición, profundicemos un poco
en el ejemplo anterior.

Sea y(x) la función implícita de�nida por la ecuación

ex + x− sen(y − 3)− 2y + 6 = 0

del ejemplo que estamos analizando. Entonces, naturalmente, sea cual
sea x, debe cumplirse:

ex + x− sen(y(x)− 3)− 2y(x) + 6

Si usamos la función

F (x, y) = ex + x− sen(y − 3)− 2y + 6

Entonces esto se traduce en que ha de ser:

F (x, y(x)) = 0
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Observese que F : R2 → R es una función de clase C∞. Pues
bien, no sabemos todavía nada sobre la función y(x). Pero supongamos
que y(x) resulta ser una función derivable. Entonces, si consideramos
la función compuesta h(x) = F (x, y(x)), sería una función derivable
(regla de la cadena). Por otro lado, la expresión anterior asegura que
esta función h(x) es la función constante 0. Su derivada por lo tanto es
cero; y según la regla de la cadena obtenemos:

0 =
dh

dx
=
dF

dx
+
dF

dy

dy

dx

El descubrimiento que hemos hecho es que podemos despejar:

dy

dx
=

dF
dx
dF
dy

= − ex + 1

cos(y − 3)− 2

siempre que sea dF
dy

= cos(y − 3) − 2 6= 0. Osea, que aunque no
sabemos escribir una expresión explícita para y(x), sí podemos calcu-
lar su derivada en un punto (x0, y(x0)) dado. De esa forma podremos
aprovecharnos de toda la información que la derivada proporciona sobre
y(x). Este ejemplo nos muestra la cara optimista, las buenas noticias
sobre el problema que estamos intentando resolver. Pero no siempre va
a funcionar todo tan bien.

6. Teoremas de las Funciones Implícitas en Espacios de

Banach

Antes de enunciar este teorema necesitaremos las siguientes de�ni-
ciones.

Definición 31. Sea f una aplicación diferenciable de un subcon-
junto abierto de A de un espacio de Banach E en un espacio de Banach
F ; Df es entonces una aplicación de A en L(E;F ). Se dice que f es
diferenciable con continuidad en A si Df es continua en A. Sea ahora
‖f(x)‖ ≥ m ‖x‖. Para cada punto (a1,a2) ∈ A se pueden considerar las
aplicaciones parciales x1 → f(x1,a2) y x2 → f(a1,x2) de subconjuntos
abiertos de E1 y E2 respectivamente en F . Se dice que en (a1, a2) f es
diferenciable respecto a la primera (o segunda) variable si la aplicación
parcial x1 → f(x1,a2) (o x2 → f(a1,x2) ) es diferenciable en a1 (en a2

respectivamente); la derivada de esta aplicación, que es un elemento
de L(E1;F ) (o de L(E2;F )) se denomina la derivada parcial de f en
(a1, a2) respecto a la primera (o la segunda)variable, y se indica por
D1f(a1, a2) (o por D2f(a1, a2) respectivamente).
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Definición 32. Sean E, F dos espacios de Banach, U y V sendas
bolas abiertas en E y F de centro 0 y radios α y β respectivamente. Sea
v una aplicación continua de U×V en F , tal que ‖v (x, y1)− v (x, y2)‖ ≤
k · ‖y1 − y2‖ para x ∈ U , y1 ∈ V , y2 ∈ V , donde k es una constante
tal que 0 ≤ k ≤ 1. Entonces, si ‖v(x, 0)‖ < β(1− k) para cada x ∈ U ,
existe una aplicación única f de U en V tal que

f(x) = v(x, f(x))

para cada x ∈ U ; y f es continua en U .

Teorema 33. Sean E, F, G, tres espacios de Banach , f una apli-
cación diferenciable con continuidad (31) un subconjunto abierto A de
E × F en G. Sea (x0, y0) un punto de A tal que f(x0, y0) = 0 y que la
derivada parcial D2f(x0, y0) sea un homeomor�smo lineal de F sobre
G. Entonces, existe un entorno abierto U0 de x0 en E tal que, para
cada entorno conexo abierto U de x0, contenido en U0 existe una apli-
cación continua única u de U en F tal que u(x0) = y0, (x, u(x)) ∈ A,
y f(x, u(x)) = 0 para cada x ∈ U . Además, u es diferenciable con
continuidad en U , y su derivada está dada por

u′(x) = −(D2f(x, u(x)))−1 ◦ (D1f(x, u(x))).

Sea T0 el homeomor�smo lineal D2f(x0, y0) de F sobre G, T−1
0 el

homeomor�smo lineal inverso; se escribe la relación f(x, y) = 0 en la
forma equivalente

y = y − T−1
0 · f(x, y)

indicando por g(x, y) el segundo miembro de y = y − T−1
0 · f(x, y). Se

trata de probar que es posible aplicar la proposición: Sean E,F dos
espacios de Banach, U y V sendas bolas abiertas en E y F de centro
0 y radios α y β respectivamente. Sea v una aplicación continua de
U × V en F , tal que ‖v(x, y1)− v(x, y2)‖ ≤ k · ‖y1 − y2‖ para x ∈ U ,
y1 ∈ V , y2 ∈ V , donde k es una constante talque 0 ≤ k ≤ 1. Entonces,
si ‖v(x, 0)‖ < β(1− k) para cada x ∈ U , existe una aplicación única f
de U en V tal que f(x) = v(x, f(x)) para cada x ∈ U ; y f es continua
en U .

(x′, y′)→ g(x0 + x′, y0 + y′)− y0

de E × F en F , en un entorno de (0, 0) su�cientemente pequeño.
Puesto que T−1

0 ◦ T0 = 1 por de�nición, se puede escribir, para (x, y1)
y (x, y2) en A,

g(x, y1)−g(x, y2) = T−1
0 · (D2f(x0, y0) · (y1−y2)− (f(x, y1)−f(x, y2))).
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Sea ε > 0 tal que ε
∥∥T−1

0

∥∥ ≤ 1/2; puesto que f es diferenciable
con continuidad en A, se deduce de: Sean E, F dos espacios de Ba-
nach, f una aplicación diferenciable en F de un entorno abierto A de
u segmento S que une dos puntos a, b. Entonces, para cada x0 ∈ A, se
tiene ‖f(b)− f(a)− f ′(x0) · (b− a)‖ ≤ ‖b− a‖ ·sup

x∈s
‖f ′(x)− f ′(x0)‖ y

sea f una aplicación continua de un subconjunto abierto A de E1×E2

en F . Para que f sea diferenciable con continuidad en A, es condición
necesaria y su�ciente que f sea diferenciable en cada punto respec-
to a la primera y segunda variable, y que las aplicaciones (x1, x2) →
D1f(x1, x2) y (x1, x2)→ D2f(x1, x2) (de A en ϑ(E1;F ) y ϑ(E2;F ) res-
pectivamente) sean continuas en A. Entonces en cada punto (x1, x2) de
A, la derivada de f está dada por Df(x1, x2) · (t1, t2) = D1f(x1, x2) ·
t1 + D2f(x1, x2) · t2 que existe una bola U0 y otra V0 de centros x0 y
y0, y radios α y β en E y F respectivamente tales que, para x ∈ U0,
y1 ∈ V0, y2 ∈ V0, se tiene

‖f(x, y1)− f(x, y2)−D2f(x0, y0) · (y1 − y2)‖ ≤ ε ‖y1 − y2‖

por tanto

‖g(x, y1)− g(x, y2)‖ ≤ ε
∥∥T−1

0

∥∥ · ‖y1 − y2‖ ≤
1

2
‖y1 − y2‖

para cada x ∈ U0, y1 ∈ V0, y2 ∈ V0. Por otra parte, g(x, y0) −
y0 = −T−1

0 · f(x, y0); puesto que f(x0, y0) = 0 y f es continua, se
puede suponer que ε se ha tomado su�cientemente pequeño para que
‖g(x, y0)− y0‖ ≤ β/2 para x ∈ U0. Se puede entonces aplicar (32), que
conduce a la existencia y unicidad de una aplicación u de U0 en V0, tal
que f(x, u(x)) = 0 para cada x ∈ U0; puesto que f(x0, y0) = 0, resulta
en particular u(x0) = y0; �nalmente u es continua en U0.
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