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Capitulo 1

Introduccion

Antes de comenzar formalmente a hablar de las condiciones del Teorema de Karush Kuhn
Tucker, deseamos brindar al lector una breve resena sobre aquellos matematicos que dieron
vida a este teorema. De esta manera, tenemos que a Albert Tucker, nacido en Canada y
destacado profesor de la Universidad de Princeton, y Harold Kuhn, quien trabajase desde la
Universidad con Tucker sin dimensionar - quizés - la teoria que junto a W. Karush lograron
realizar.

Los importantes matematicos mencionados anteriormente trabajaron en la teoria de pro-
gramacion no lineal, es de este modo que surge el teorema que lleva sus nombres.

Este teorema se encuentra precedido por una importante herramienta en el campo de
la optimizacién, en el cual nos podemos encontrar con problemas que necesiten resolverse
mediante el Método de los Multiplicadores de Lagrange, como por ejemplo:

Sea

f(7):R® — R

T — f(T)=x+y+tz

Sujeto a las restricciones go(7') =22 +y* =2, y (@) =2+ 2 =1

Se sabe que para hacer uso del método de los Multiplicadores de Lagrange se tiene
que encontrar los gradientes de f y de las restricciones, gg, g1. Este método nos indica que
existiran Ag, A7 € R de tal forma que

V() =X Vgo(T) 4+ A - Vi (7)

y resolviendo las ecuaciones encontradas de esta igualdad se puede concluir que los extremos
o puntos donde la funcién alcanza su méximo son Py(0,/2,1); Py(0, —v/2,1). Cuando tene-
mos problemas de programacién no lineal, el método de los Multiplicadores de Lagrange se
extiende en el teorema de Karush Kuhn Tucker.

Es por esto que nuestro Seminario abordara la teméatica de optimizacion, de forma parti-
cular estudiando el teorema de Karush - Kuhn - Tucker (KKT), que se utiliza para la locali-
zacion de soluciones éptimas de problemas con restricciones. Ademas, durante el transcurso
de este seminario procederemos a demostrarlo, de acuerdo con los Teoremas de Separacién
de Hanh Banach principalmente.
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Podemos comentar que entre las aplicaciones que se realizan de este teorema se encuentra
su uso en los métodos estadisticos como el método del cordén de regresién que trata de ajustar
una aplicacion lineal a una nube de puntos, estableciendo la minima distancia entre los
puntos y la aplicacion lineal de tal manera que la cantidad de elementos que no pertenezcan
al recorrido de la aplicacion sea extremadamente pequena. Asimismo podemos mencionar el
método de bioequivalencia, que se trata de la comparacién de dos tratamientos que tienen
similares caracteriaticas de absorcion.

Para proceder a dicho estudio es necesario contar con herramientas de calculo diferencial
(derivada direccional, primera variacién segin Lagrange, derivada de Gateaux, derivada de
Fréchet, ect), conceptos bésicos de la teorfa de optimizacién y reafirmar las nociones adquiri-
das en el desarrollo de los diversos cursos de andlisis matematico realizados durante nuestro
periodo formativo. Asimismo, necesitaremos conocer estrategias de resolucién tales como el
método del menor cuadrado.

En el siguiente seminario pretendemos estudiar el teorema de KKT para proceder a
su posterior demostracion, para lograr una mejor asimilacién de los conceptos que estan
implicados en él, que implica realizar un recuento sobre algunos tépicos de andlisis y de
algebra lineal. Asimismo, la demostracién de este teorema sera de vital importancia para
poder dimensionar su real importancia y su aplicabilidad en la resolucién de problemas de
optimizacion.



Capitulo 2

Derivadas

Antes de comenzar a hablar acerca del Teorema de Karush Kuhn Tucker y de las Reglas de
Multiplicadores relacionadas, es necesario conocer algunas herramientas de célculo diferencial
que seran utilizadas en algunas de las demostraciones presentes en nuestro seminario, puesto
que - dependiendo del tipo de derivada que posea - otorgara algunas propiedades que se
describen a continuacién y que permiten probar algunas propiedades que se encuentran en
funcién de estos. Es fruto de esto que en este capitulo nosotros desarrollaremos los distintos
tipos de derivadas que son posibles encontrar en un subconjunto U de R".

Por ello, y para todas estas subsecciones, consideraremos U un subconjunto abierto de
R™ y ademads tendremos que F = (F}, F,, ..., F,,) : U CR" — R™ es una funcion.

2.1. Derivadas direccionales
Definicién 2.1.1 57 el limaite
_ F(X+A\h)-Fx;
lim

A—0T A
existe, entonces diremos que F tiene derivada direccional en el punto xqy segun la direccion

— L— T
h, la cual denotaremos como F'(Xq, h)

Ejemplo 2.1.1 Consideremos la siguiente funcion:
F:R—R
z— F(r) = [z
En este caso, tendremos que:

m Sixg=0 =

e AR B

m Sixg >0 =

A—0% A A—0t A
i T tA =T,
A—0t >\
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m Sixg < 0= —x9>0 y tendremos ademds que:

F - F B
F/(‘T(): h) = lim (xO + Ah) (l’o) = lim |l’0 + )\h| |'1:0| =
A—0F A A—0t A
(T A —(—x) _ AR
1 _ _
AE& \ \ h

Figura 2.1: Grafico de la funciéon Valor Absoluto

Luego, al derivar , tendremos que

1 x>0
F'(x) = -1 <0
A =0

Por lo tanto

h x>0
F'(x) = —h <0
|h| =0
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2.2. Primera variacion

— —
Definicién 2.2.1 Supongamos que para toda direccion h € R", la derivada F'(Xg , h)
existe. St esto ocurre, es posible definir la siguiente aplicacion:

5.F(Xg,-) : R" — R™, tal que
b 0,F(%, h) = F/(%, h)

. . . ., . ., —
Se denomina como la primera variacion de la aplicacion F en el punto Xq, o de otra
. . . .y —
forma, se tiene que F posee una primera variacion en el punto Xq

2.2.1. Primera variacion segin Lagrange

Definicién 2.2.2 Si la aplicacion F, ademds de poseer primera variacion, cumple la sigu-
iente caracteristica

5+F(}?0>7 _K) = _6+F<}T0>7 E))a

— —
para toda direccion h . O visto de otra manera, si tenemos que para toda direccion h € R",
el limite

— 7 —
(s ) — i P P

existe, entonces nos encontraremos con que F es denominada como una aplicacion con

. . ., , . .. d
Primera Variacion sequn Lagrange de la aplicacion F en el punto Xq

2.3. Derivada de Gateaux

o o, . . ., . . ., —
Definicién 2.3.1 Consideremos la aplicacion F posee una primera variacion en el punto Xg

— —
y que ademds existe un operador lineal A : R® — R™ de tal forma que 6,F(Xg, h) = Ah.
Entonces, tendremos que el operador A es denominado como la derivada de Gateaux de la
aplicacion F en el punto Xg y se escribe como Fiy(Xg) = A

De esta forma, tendremos que Fi(Xg) es un elemento que pertenece a los operadores
é
LR R™) = {¢ : R" — R™lineal} tal que para cada h € R™ se tenga la siguiente relacion:

F(% +Ah) = F(%5) + Fo(%9) b +o())

Siendo o(\) una cantidad sumamente pequena cuando A, es decir,o(\) si A — 0%.
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2.4. Derivada de Fréchet

Definicién 2.4.1 Supongamos que una vecindad del punto X4 puede ser representada de la
siguiente forma:

F(X+ h)=F(X)+Ah +a(h)||h g

Donde se tiene que A pertenece al conjunto de los operadores lineales de R™ a R™, es
decir, A € £(R",R™) y donde también se tiene que

_
lim fla(h)[|ge = [|a(0)[|rs =0
[ b [[gn—0
Si esto ocurre, entonces tendremos que F(-) es diferenciable seqin Fréchet en el punto
Xo. En cuanto al operador A, tenemos que este se denomina como Derivada de Fréchet de
la aplicacion F en el punto Xg y se denota como F'(Xg)

Observaciéon 2.4.1 Si se tiene que una funcion F' es diferenciable segin Fréchet, entonces
. -, . —
se tiene que la funcion es continua en el punto x¢ € R”

2.5. Derivada Estricta

Definicién 2.5.1 Sea F una aplicacion y A € £(R™,R™). Entonces, F es denominada es-
trictamente diferenciable en el punto X¢ si existe A tal que para todo € > 0, exista & > 0
tal que para todos los X3,Xs se verifiquen las desigualdades ||X; — Xo|| < 6, ||X2 — Xe|| < 0
implican que se cumpla:

1F(x1) — F(xa) — A1 — X2)|| < e|x1 — xa|

Observaciéon 2.5.1 El hecho de que una funcion F sea estrictamente diferenciable en un
punto X, € U C R™ implica que la funcién no solamente es continua en el punto X, Sino
que también lo es en una vecindad de este.



Capitulo 3

Teorema de Hanh-Banach

Definamos las siguientes funciones:

nyfl; "'7fp7fp+17 "'7fp+q :UCR"—=R

donde U C R™ es un conjunto abierto y donde p,q € Z; U {0}. Ademés deseamos
encontrar X, € U de tal modo que minimice f, sujeta a p restricciones de desigualdad
(f1<0,...,f, <0) y a q restricciones de igualdad (f,4+1 =0, ..., fp+q = 0).

Estableceremos una funcién F definida desde R® — RPT4! de la siguiente manera

F = (f()? fl) (RN fp7 fp+1, ceey fp+q) . U C Rn — ]RP-HH—I

Esta definicién nos permitira establecer la condicién de optimalidad de la funcién obje-
tivo, condicién que quedard caracterizada por la intersecciéon de dos conjuntos. De esto se
pueden obtener las reglas de multiplicadores separando estos dos conjuntos convexos rela-
cionados.

Lema 3.0.1 x. € U es una solucidn dptima st y solamente si
FO)NW =10
donde
W =AY = (00,1, s hprq) € R imy < fo(X2), i <0, i=1,..,p,m =0, i = p+1,...,p+q}

Demostracion:En primer término demostraremos la primera implicancia, es decir, sea
Xe € U una solucién éptima, entonces se ha de demostrar que F (U)NW = (). En efecto,
supongamos que existe y perteneciente a la interseccién entre F (U) y W entonces existe

fo(x7) < fo(X¢), fi <Oparai=1,...,py fy=0parai=p+1,....,p+qconx; € U.

Lo anterior es interpretado como la existencia de un punto en U que contradice la opti-
malidad de Xg, en consecuencia no existe y € F(U) N W, que cumpla con lo anterior. Por
lo tanto,

FO)NW =10

Ahora demostraremos la segunda inplicancia de este lema, vale decir, sea
F(U)NW debemos demostrar que X es una solucién éptima sobre U.

11
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Para realizar esta demostracién procederemos por el principio de contradiccién, es decir,
supongamos que X. no es una solucién éptima por lo que existird algin x; € U de tal
modo que este punto sea una solucién éptima, por la definicién de éptimo se tiene que
fo(x1) < fo(X) ¥V X € U, en particular para X, lo que nos indicarfa que existe un punto
en la interseccién de F(U) y de W, lo que contradice la hipdtesis, por lo tanto X¢ €S una
solucion optima. ¢

Observaremos que el conjunto W que hemos definido anteriormente es convexo, vale
decir que, para todo A € [0,1]y todo z,y € W se tiene que Az +[1 — \]Y¥ € W. En efecto,
consideremos Zz = (10,711, - Mpiq) € Y = (70,71, -, Tpiq) POT lo que al multiplicarlos por
Ay [1 — A] respectivamente y luego sumar ambas expresiones se obtiene lo siguiente

(TO + )‘[770 - 7'0]7 ooy Tpgg T )‘{anrq - Tp+q])

Ahora resta verificar que el nuevo vector de RPT4*! pertenece al conjunto W. Efectiva-
mente es asi, dado que 7y < fo(Xe) ¥ To < fo(Xe), afiadido al hecho de que Ay 1 — X son
mayores que 0, podemos efectuar la combinacion de las desigualdades mencionadas anteri-
ormente, obteniéndose:

o+ Alno — 7o) < fo(Xe)

Por medio del mismo procedimiento se puede establecer que
T+ An—71] <0 Vi=1,...,p

Yy
Ti+Ami—71]=0 Vi=p+1,...,p+¢q

Por lo que se muestra que W es convexo.

Lo que el lema plantea es que si existe un conjunto que considera todos los valores reales
en su primera componente tal que estos sean menores que la funcién objetivo evaluada en
un punto (X;) € U, valores negativos (o cero)enn; i =1,...,p, vy, =0i=p+1,...,p+q
y ademas si se tiene el conjunto F'(U) -originado por la aplicacién de la funcién F' sobre U-.
Entonces X, serd necesariamente una solucién éptima si la interseccién de dichos conjuntos
es vacia, hecho que es bastante natural si nos detenemos a pensar en el hecho que la primera
componente de cada uno de los vectores de este conjunto serda menor que el valor que alcanza
fo evaluada en Xe.

Como comentario adicional a este lema podemos senalar que la demostracion anterior-
mente realizada muestra una importante caracterizacion de las condiciones de optimalidad,

la que cobrarda una gran importancia en las demostraciones concernientes al teorema de
Karush-Kuhn-Tuucker.

3.1. Separacién de conjuntos convexos

Consideremos 1 = (A1,...; \g) v ¥ = (71, ..., ) en R* donde
ﬁ
1.

k
? = Z AiT;
i=1
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denota el producto interno usual en R¥ . .
Luego, tenemos que H C R¥ se dice hiperplano si para algin 1 € R*, con 1 # 0y un
H
numero real v H = {? cRF/1 .Y :’y}

Se definen dos semiespacios cerrados de H C R*, denotados por H*, H~ tal que

H+:{?6RWT-?27}

H‘:{?eRWTr?gy}

Figura 3.1: En estas imagenes se puede apreciar la diferencia entre un conjunto estrictamente
separado (primera figura) y uno separado (segunda figura)

Entonces se dice que dos conjuntos ,C; C HY y Cy C H™, son estrictamente separados
si C1,CyN H = y son separados cuando C7,Cy N H existe.

Es facil notar que si C, Cs son estrictamente separados, entonces también son separados.
Sin embargo, tenemos que el reciproco es falso, pues si suponemos X € Cy,Co N H y que
C, y Cy son estrictamente separados, por lo que se tendria que C1,Co N H = (), que es una
abierta contradiccién con la suposicion inicial.

Lema 3.1.1 Consideremos un conjunto convezo, cerrado y distinto de vacio de R¥, al que
llamaremos C, con 0 ¢ C. Entonces, C' y {0} son estrictamente separados.

Demostracién:Consideremos la funcién d : R¥ — R tal que d(X) = ||X|? = X - X.

Notar que
lim d(X) = oo

X —00
Luego, al ser C' un conjunto cerrado y no vacio y d continua, tendremos que d es limitada
H
inferiormente y por ello podemos afirmar que existe 1 € C tal que
—
d(1) = min d(X)
xeC

Recordemos que C' es convexo y que X € C. De esta forma, podemos fijar X en C
%
y asf afirmar que aX + (1 —a)l € C paratodo «que se encuentre en el intervalo [0, 1],
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Figura 3.2: Separacién de cero y C

producto de que C' es convexo. Como el minimo de d sobre C' es obtenido en
N - - . - —
que [[aX + (1 —a) 1 ||* > 1 ||* que es lo mismo que 2l -y —2a1 - 1 +
— — — — - =
201 - ¥ 4+0a®1 - 1 >0 obien 2aX -1 +0*°X - X —2a*X -1 +a?1 - 1 >2
— — —
Ahora, al dividir por «, se obtiene que 2?_-) 1 —i—_)ozf;- X —_2>oz§>~ l +al -1 2>21-1y
si consideramos que @ — 0% entonces X - 1 > 1 - 1 =] 1]]? y ademds podremos definir:

1 — 9 — N .,
y=35-]1|*conloque 1 X >~v>0conloqueobtenemos la separaciéon deseada. 4

Lema 3.1.2 Considerar a C C R, convexo no vacio con 0 ¢ C, entonces C y {0} son
separados.

Figura 3.3: Separacion de cero y C, siendo C no necesariamente cerrado

Demostracién:
Para proceder a demostrar el lema utilizaremos el lema anterior. Con este fin, definamos

K(?):{TER’“:HTﬂzl y T’.?zo},

con X € C.
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Es sencillo notar que K(X) C B(0,1) C R¥, dado que B(0,1) = {y e RF : ||y || <1}
es decir K(X) se encuentra contenido en la frontera de B(0, 1).
En esta ocasién el real buscado para el hiperplano es 0, por lo que bastara que

ﬂ K(X) # (), puesto que para todo T € ﬂ K(X) se tendra que T-% >0V X eC.

XeC XeC

Observemos que K(X) es cerrado (||T|| = 1) dentro de la bola compacta.
Veamos que

() K(X)#0

xXeC
Consideremos X; ...X, € C. Entonces se define la siguiente envolvente convexa (menor
conjunto convexo que contiene a un conjunto) co {f{ X } € R* es un convexo cerrado
donde cero no pertenece al conjunto de la envolvente convexa. Por el lema anterior, tenemos

— — —

que existe 1 € R¥, 1 #£0talque 1 - X >0 VX € co {)T{ . X—I;} y con mayor razon para
X1 .. .f)p, probando que

¢

Observacién 3.1.1 Observemos que el v que nos permite establecer los hiperplanos que
hemos buscado para realizar la demostracion anterior es el real cero, vale decir, v = 0. De
este modo los hiperplanos construidos en el lema 3.1.2 son explicitamente

H+={§>6R’f : T-?go} y
H ={XeR": T X <0}
Lema 3.1.3 Sea C C R*,C # 0, convexo, con 0 ¢ intC, entonces C' y {0} son separados.

Demostracion:En esta ocasiéon podemos observar que no nos entregan mayor infor-
macién del conjunto C', por lo que estamos en condiciones de afirmar que este tienen dos
grandes posibilidades; la primera que sea cerrado y la segunda es que sea abierto. Asimismo,
si es cerrado es factible que cero este o no en la frontera, por otro lado, si es abierto, nos
encontramos con una situacion similar.

1. De este modo si C es cerrado y cero esta en el complemento, esto coincide con las
hipétesis del lema (3.1.1), por lo que de este modo se demostraria lo solicitado, no
obstante atn nos falta por analizar otras opciones.

2. Por otro lado si cero no esta en la frontera de C' y por hipétesis se tiene que no esta en el
interior de C' -considerando a este conjunto como abierto- es posible definir un conjunto
al que denotaremos por C, y es definido como C, = Fr(C) U C'. Es sencillo notar que
C, es cerrado y convexo. Siendo que cero no estd en C) se afirma que nuevamente
tenemos las hipdtesis del lema 3.1.1, con lo que bajo estas suposiciones se demuestra
el lema.
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Figura 3.4: Separacién de cero y en interior de C

3. Por otro lado si C' es abierto y cero estd en la frontera de C' este lema que demostrado
por el lema 3.1.2, dado que si C es abierto, C' = intC'y 0 ¢ C, dado que Fr(C) ¢ C.

4. Finalmente supongamos que 0 € Fr(C'), siendo se C' abierto, esto quiere decir que
0 ¢ C, por lo que por el lema 3.1.1 se tiene la separacién deseada.

5. Ahora supongamos que 0 € FrC' C O, asf establezcamos una sucesién de y, ¢ C de
tal modo que cuando n — oo entonces, y, — 0, en consecuencia, por el lema 3.1.2

— —
es posible afirmar que existird un 1, € R¥ de tal modo que ||1,]| = 1. Es claro que
— —

H

l, € B(0,1), por lo que una subsucesion de 1, -digamos ly;- que serd convergente, de
— = S L — =

este forma tenemos que para todo x € C se cumple que ly; - X > 1y, - yn, V X € C,

asi cuando j — oo ,T - X > 0. Obteniendo al desigualdad deseada.

De (1),(2),(3),(4),(5) se consigue la demostracién requerida. ¢

Observacion 3.1.2 En el punto (5), la dltima desigualdad se justifica con el hecho de que si
una sucesion es convegente, entonces tendremos que sus subsucesiones también convergerdan.

3.2. Teorema de Separacién de Hahn-Banach

Hemos notado que los lemas que tratamos anteriormente nos permitian decidir si un
conjunto era o no separable con cero, no obstante, hasta el momento no poseemos una carac-
terizacion que nos otorge las herramientas necesarias para decidir acerca de la separabilidad
de dos conjuntos cualesquiera. Para solucionar esta problematica es que surgen los teoremas
de separacion de Hanh-Banach.

Para tratar esta caracterizacion es imprescindible contar con un conjunto que realice
la diferencia entre dos conjuntos dados. En otras palabras, el conjuntos al que hacemos
referencia es definido de la siguiente manera:
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Definicién 3.2.1 Consideremos dos subconjuntos de R*, digamos C, y Cs, entonces:

Cr—Co={y1—-y2/y1€C1 yys € Co}

A partir de la definiciéon anterior podemos realizar la observacion de que los conjuntos
Cy y C5 no tendran elemetos en comun, es decir seran disjuntos, si y sélosi 0 ¢ C; —Cy, o
mas formalmente

Clﬂ02:® =4 6)¢Cl—02

Hecho que tendrda una notable importancia dentro del teorema de separacion de Hanh-
Banach, puesto que intuitivamente sabemos que si dos conjuntos no tienen elementos en
comun, estos dejaran “espacios® estre ellos con lo que se hace mucho mas probable una
sepacion entre ellos.

Ezpacio posible para la
separacion

Figura 3.5: Ilustracion del teorema de Hanh-Banach

Luego de este preambulo enunciaremos y demostraremos el teorema a tratar.

Teorema 3.2.1 Hahn-Banach Supongamos C, y Cy C R¥ convezos no vacios entonces cada
una de las siguientes condiciones nos permite decir que Cy y Cy son separables:
0¢C —Cy
H
0 ¢ mt(C’l - CQ)
. ﬁ .
intCy# ¢y 0 ¢ Cp —int Cy
Demostracion: En primer término defineremos el conjunto C' = €} — C5. Es senci-
llo notar que C es convexo, pues como C; es convexo se tiene que para todo Xi,y; €

C) se tiene que Ax3 +(1—\)y; € C1(1). Asimismo, para todo X3,y € C; se tiene que AXz+
(1= N)yz € Co(2).
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Ahora al realizar la sustraccién entre (1) y (2) y al proceder de manera conveniente
obtenemos que

Ax1+ (1= Ny1 = Axs — (1 = Ny = A1 —Xz) + (1 = M) (y1 —¥2) € C Y A €[0,1].
En consecuencia C' es convexo.

1. Ahora utiliza@o el hecho recién demostrado estamos en condiciones de decir fehacien-
temente que 0 y C son separables, esto al ser reintrerpretado se dice que el conjunto
es no vacio dado que C, Cy no s0m. vacios y ademas el conjunto C' es convexo, entonces
en virtud del 3.1.2 se tiene que 0 y C' son separados. También el lema nos asegura
que el v que nos permite construir los hiperplanos deseados es cero, asi de esta forma

—- —
tenemos que para todo X € C existirdn 1 € R* de tal manera que 1 - X > 0o

k
H
bien Z 1, -X; > 0. No obstante se sabe que X € C = O — Cy, entonces se estd en
7=1

. — —_ — — —
condiciones de afirmar que con X = X7 —X5 con X; € (] y con X5 € (s, tenemos que:

POEEEEDDEEE D DI

Jj=1 J=1 J=1
que implica
k — — —
— . — —
li oz, > I; - x5 odichode otromodo 1 -x71 > 1 -x5
J J J J
j=1 j=1

. . -7 = —
En consecuencia, planteamos que si nosotros tenemos que vy, = sup { 1l - X3:%X3 € Cg} ,

—

— —
y asimismo v, = inf{ 1 )T{/)Tl) € Cl}, es decir, 1 - x5 > MY Y > 1 X3 por lo

tanto tenemos que vy; > 7, y ademas, por teorema del punto medio, tenemos que

71t Y2
7 < <72
2
— —
A través de este razonamiento obtenemos que 1 - X3 < v < 71;“72 <<l ‘X
. . + -
y mediante ello podemos concluir que 1 x5 < n 5 Bk < 1 -x7, con lo que se

extrae la separacién requerida.

2. En este caso estamos interesados en demostrar, en primer término, que el interior de
C — Oy, que llamaremos C}, es convexo. Para este fin procedamos por el principio de
contradiccidn, es decir supongamos que C; no es convexo, esto implica que 3X,y €
int(C, — Cy) C Cy — Oy, en consecuencia, tendremos que AX + (1 — \)y ¢ C, y por
definicién de interior nos encontramos con que existen B(z,7) v B(y, r)Vr € R tal que
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B(z,r) C CyB(y,r) C Cpero AX +(1—-N)y ¢ C, lo que resulta contradictorio con
el hecho de que C es convexo (demostrado en i)), por lo que C; es convexo.

En virtud de lo anterior y del lema 3 podemos proceder de manera similar a la de-
mostracion i), vale decir, el lema citado nos ensefia que v = 0 y que existiran 1 € RF

=
tal que 1 - ?eci > 0, y al seguir los pasos de i) obtenemos la separacién deseada.

3. Anteriormente hemos visto que el interior de un conjunto convexo es convexo, entonces
el conjunto Cy = C — intCy es convexo (por lo visto en i) sobre la convexidad de
C = () — (y). Ademas se nos senala en las hip6tesis que 0 ¢ Cy, entonces podemos
aplicar el lema 3 y seguir i), por lo tanto C; y Cy son separados. ¢
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Capitulo 4

Reglas de multiplicadores

En el transcurso de este capitulo trataremos las diferentes reglas de multiplicadores (reglas
de multiplicadores convexa, regla de John, Carathéodory, Carathéodory-John, etc.) con las
que el teorema de Karush-Kuhn-Tucker sera tratado en diversas situaciones desmenuzandolo
en varios lemas.

4.1. Reglas de Multiplicadores sin restriciéon de igual-
dad

Suponga que U es un conjunto convexo abierto sobre R", y fo, ..., f, son p+ 1 funciones
convexas sobre U.
— ., . .
Buscamos un punto x. que sea solucion del siguiente problema

min fo(X)
sujetoa fi(X) <0 i=1,..,p
donde foy f; : U C R™ — R son funciones dadas.

4.1.1. Reglas de Multiplicadores convexa

P .
Tenemos que si X, € U resuelve T, entonces existe un vector [ = (Ao, ..., \p) # 0 € RPH!
que satisface las siguientes condiciones:

p
(0))Si f = Z \; fi con X, € U entonces
i=0
Nofo(Xe) = f(Xe) y también f(xc) < f(X),
(1) A; > 0, para todo, i =0, 1,...,py ademé&s que se cumpla
(#93) Ai f;(Xe) = 0, donde i = 1,...,p

Demostracion: Para realizar esta demostracién recurriremos a los teoremas de Hahn-
Banach. Para realizar la demostracion en cuention por medio de este teorema necesitamos

21
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asegurar la existencia de dos conjuntos, contenidos en R¥, que sean convexos. En esta linea
definamos el conjunto

K(X)= {? = (M0, M1, -y p) ERPTL/F(X) <y i = 1,...,p}, con X € U.

Ahora consideremos

K= |J K(X).

XeU

Nuestra tarea en este momento sera la de demostrar que K es convexo. En efecto, si se
. — — .
tienen y,, ¥, pertenecientes a K, se pretende comprobar que

AY, + (1 = \)¥, pertenece a K para todo lambda entre cero y uno (4.1)

De este modo se ve que, siendo y, = (ag,...,0,) Y Yo = (8o, - -, 3,),tenemos

Mg, - -yap) + (L =XN)(Bos- .., Bp) =

= (ﬁo + )\(Oéo — ﬁo), Ce ,ﬁp + )\(Oép — 62)))

Asi resta verificar la condiciéon que nos permitird observar que este elemento pertenece a K,
es decir, necesitamos probar que f;(X) < 0; + Ma; — 5;), con X en U e i entre uno y p.
Ademas, se sabe que

(X)) <ar y filX) <5

Por lo que multiplicando la primera desigualdad por A y la segunda desigualdad por 1 — A
y sumando ambos resultados se obtiene

fi(X) < ai + A6 — )

con lo que se prueba 4.1.

i) Para realizar esta demostracién definamos F = (fy, ..., f,) : U — RP. Por definicién
de F, es evidente que ' C K pues K considera todos los puntos de RP*! tal que las
componentes de sus elementos sean menores o iguales a las componentes de los elementos de
F(U). Ademas, estableceremos el conjunto

W={y =o,...,n,) € R /ny < f(X2), n; <0coni=1,...,p}
Por el lema 3.0.1 se tiene que
FUNW=¢y F(xe) € FUNW. (4.2)

Por el teorema 3.1, se tiene que los conjuntos F(U) C K y W, ademds por 4.2 tenemos que
el hiperplano de esta separacién pasa por F(}?C) y por el teorema antes mencionado tenemos
que existe [ = (Ao, ..., A,) € RPT! de tal forma que

l-|[Y¥ — F(x)] >0 paratodo y € K (4.3)
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l-|[y¥ — F(x2)] €0 paratodoy € W (4.4)

Tenemos que F(U) = {F(X): X € U} contenido en K y considerando 4.3, junto con
el hecho de que el conjunto K es cerrado, es decir, K = K, podemos afirmar que la
condicién citada se cumple en particular para F(X) € F(U) C K, y asi se obtiene que

p p
Z Aifi(Xe) < Z A\ifi(X), para todo X que pertenece a U. Para finalizar esta demostracién
i=0 i=0

debemos comprobar la condicion tres, por lo que esta demostraciéon la concluiremos més ade-
lante.
ii) En primer lugar asumamos que \g < 0, ademds por la desigualdad b) se sabe que

p p
Z A < Z \ifi(Xe). Ast, suponiendo que el resto de los A\; con i = 1,...,p, son mayores
i=0 i=0
que cero, tendremos que Any < Aofi(Xe) ¥ en consecuencia 1y > fi(Xe) lo que es una
contradiccion con respecto a la definicion de los elementos de W'.
Ahora, si suponemos que A; < 0, para algtin valor de j entre 1y p, tendremos que tomar
en consideracién que, por la desigualdad 4.4, ocurre que para todo y = (1, . . . ,Mp) € W se

da el hecho de que
p p
> am <> Nifi(xe)
i=0 i=0

Sin embargo, si hacemos que 7; — —o0, tendremos que \;7; — 400, por lo que

Jj—1 P P
A+ dim D> A = > Nfil(xe)
i=0 i=j+1 i=0
Que contradice lo escrito previamente en relacién con la desigualdad para los términos
RN , . . s . ’ e
Yy = (Mo, ...,n,) € W, puesto que los términos no j-ésimos seran menores que Ao fo(Xc), por
lo que no se puede acotar el producto -y y a través de ello se obtiene que \; > 0,i =1,...,p
iii) Para realizar la demostracién de este punto consideramos el vector

? = (fOch))v SR 1f]<}?>c)7 .- 7fp(}?c>)> € W

Considerando 4.4, y particularmente, tendremos que [ - [y — F(X2)] < 0 con lo que obten-

€1mos i Al — i Ai fz(}?g) < 0. Al realizar las operaciones correspondientes, obtendremos
que i=0 i=0

M) <0
y al multiplicar por —2 la desigualdad obtenida, tendremos que

A () > 0 (4.5)

Ademas, por las restricciones del problema 4.1, tenemos que para los valores comprendi-
dos entre 1 y p
fi(X) <0
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Ahora, particularmente tendremos f;(X¢) < 0 y si tenemos \; > 0, entonces \; fi(Xz) <0
y de forma puntual

AR <0 (4.6)

De esta forma, y producto de 4.5y 4.6 |\, f; (}?C) no tiene otra opcién que ser igual a cero.

oA fi(X) =0, paraj=1,...,p
¢

Corolario 4.1.1 (Karush-Kunh-Tucker) Si f;, i = 1,...,p no son idénticamente nulas so-
bre un conjunto factible

S={XecU f(X)<0,i=1,...,p}

entonces las conclusiones de regla de multiplicadores convexa se satisface con g > 0.
Reciprocamente, si las reglas de multiplicadores convexa se satisface para Ag > 0, entonces
Xe € U resuelve el problema T que se encuentra en la pdgina 21.

Demostracion: En primer lugar demostraremos que se cumplen las reglas de multi-
plicadores convexa si se tienen las hipétesis de que f; no son identicamente nulas sobre el
conjunto factible S. De esta forma nuestra tarea se enfoca en demostrar que dadas estas
condiciones existe un vector al que llamaremos T = (Ao, ..., Ap) ¥y supongamos que Ag = 0,
de este modo se obtiene la desigualdad

p
f(?) = Z Az’fi(?) >0 (4.7)
i=0
Ademds se tiene que \;, con i =,...,p, es mayor o igual que cero y que f;(X), con
i=1,....py X €U, es menor o igual que cero, con lo que obtenemos que
p
F(X) =D Nfi(X) <0 (4.8)
i=0

A partir de 4.7 y 4.8 concluimos que

J(X)=) Nfi=0
=0

lo que implica que cada \; fl(ﬁ) es igual a cero, no obstante se posee la informacion de que
fi(X), para i = 1,...,p, no son necesariamente nulas, con lo que \; es igual a cero, para
todo ¢ considerado en el intervalo entre uno y p, lo que es una contradiccion con el hecho de
que T es distinto de cero.

Ahora procederemos a demostrar que si las reglas de multiplicadores convexa entonces el
punto X, resuelve el problema T.

Bajo estas presuposiciones se sabe que se cumplen las siguientes desigualdades
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Mofo(Xe) = f(Xe) < f(X) =D Nifi(X) paratoda X €U (4.9)
=0

Ademés se conoce que \; > 0y que f;(X) <0, para toda i = 1,...,p, por lo que
p
D _Aifi(X) <0 (4.10)
i=1
y al sumarle \fy(X) a 4.10 por se consigue la si

p
Nofo(X) + Z Aifi(X) < Aofo(X) (4.11)
i=0
Aplicando la propiedad de transitividad sobre 4.9 y 4.11 se obtiene

fo(xe) < f(X) paratoda = €U

por lo que X satisface el problema T. ¢

4.1.2. Reglas de Multiplicadores de John

En el conjunto de reglas de los multiplicadores anteriormente estudiada se nos entrega
informacién acerca de las condiciones que debe cumplir el vector definido en RP*!, al que

H
hemos llamado 1 = (Ao, ..., \,), considerando que X, resuelve el problema T, y viceversa,

si se cumplen las condiciones mencionadas para T entonces el punto en cuention es solucién
del problema T. Asimismo,las condiciones de las reglas de multiplicadores convexa traba-
jan directamente con las funcigles involucradas, vale decir, determinan las condiciones que
cumplen las componentes de 1 operando sélo con la funcién objetivo y las funciones de
restriccion.

En esta seccion estudiaremos un tipo de regla de multiplicadores conocida como multi-
plicadores de John, las que esta vez también consideran un vector T = (Ao,..-,Ap) en RPH

con el que definiremos una funcién que realiza el producto interno entre F(U) y T pero que
esta vez la informacién serd entregada sobre la diferencial segtin Fréchet. La condicién de
optimalidad que esta regla de multiplicadores plantea sobre la funcién que realiza el producto
interno es similar a la caracterizacion que es utilizada en las funciones definida de los reales a
los reales con la derivada usual, vale decir, si z. soluciona el problema T entonces la derivada
de la funcién ya mencionada es igual a cero. Sumado a lo anterior se deben considarar las
condiciones que se establece sobre las componentes de T.

Las reglas de multiplicadores a las que hacemos referencia es la siguiente:

Supongamos que tenemos un conjuntos abierto U subconjunto de R", ademas considere
fo, f1,- .., fp como p+1 funciones reales sobre U, siendo cada una deferenciable segin Fréchet
en el punto X, € U. Suponiendo que X. € U resuelve el problema T, entonces existe un
vector en RP*! al que llamaremos ?, de tal forma que 1= (Ao, -, Ap) # 0 que satisface
las siguientes condiciones:
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P
(i)Si f = Z \ifi con x; € Uentonces f'(X¢) =0
i=0

(1) A; > 0, para todo, i = 0,1, ...,py ademds se satiface

(4ii) A fi(Xe) = 0, donde i = 0,1, ..., p

Antes de proseguir con la demostracién de estas reglas de multiplicadores, mostraremos
un sencillo ejemplo de la busqueda de un minimo en la que se utiliza una traslacién de la
funcién, con el fin de simplificar el problema sin perder generalidad.

Ejemplo 4.1.1 Sea f : R — R de tal forma que x — f(x) = 2% + , como es posible
observar en la grdfica que sigue:

i sl

Figura 4.1: Grafico funcién a trasladar

El punto en el que f(z) alcanza su minimo es x = —0,5 y f(—0,5) = —0,25. No obstante,
nosotros trataremos de establecer una funcion con la que trasladaremos la funcion f al origen
del eje de coordenadas.

De esta forma, tenemos la funcion

h:R? — R?
(I7 y) = h((l’,y)) = (ZE — 0,5, Y- 0725)

Ast, reemplazando las coordenadas coorespondientes, la funcion f se reescribe como sigue:

1 1, 1
y_Z_(x_Q) +($—§)
y=a’

De manera mds formal, se consigue obtener la nueva funcion g : R — R donde tendremos
que x +— g(x) = 22, que es la traslacion antes mencionada.
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g(x)=x"2

f(x)=x"2+x

Figura 4.2: Funcién original y funcion trasladada

Por lo que es sencillo notar que el minimo es alcanzado en el punto (0,0) y la nueva fun-
cion cumple las mismas propiedades de la anterior (f(x)), por lo que no se pierde generalidad
al considerar el origen para estudiar la optimalidad de una funcion.

Demostracion: Como vimos en el ejemplo anterior, podemos realizar una traslacion de la
funcion, dejando el punto minimo de esta en el origen. De esta manera, sin perder generalidad,
. — - p — . ~ .
podemos considerar X, = 0 y ademads fy(Xc) = 0. Si le anadimos a lo precedente el hecho
de que las distintas funciones f;, con i = 1,...,p son diferenciables segtin Fréchet en el
— . . oy s 2
punto X¢, nosotros podemos aseverar que existe una vecindad de X, la cual, por definicion,
se puede deducir que es convexa. Sin temor a perder generalidad, consideremos a U un
. — , .
conjunto convexo y sea X, € U. Ademés, consideremos F' = (fy, ..., f,) : U — RPF! y donde
también se tiene

W={¥=0o,m,...,mp) ER" iy <0, m <0, parai=1,...,p}

Debido a la condicién de optimalidad del punto 0cU garantiza que

R _
FUNW=0 y F(0)e F({U)NW condicién de optimalidad (4.12)

Ahora, denotamos como L la derivada de F' en el punto 0eU , ademas de definirse un
funcional afin A de la siguiente forma:

AX)=F(0)+ L%

A continuacién procederemos a mostrar que A(U) y W son separados. Para este fin
supongamos que no lo son, entonces por la condicion 3.3 del teorema de separaciéon de Hanh-
Banach se tiene que cero, de RP*! pertenece a A(U) — intW 0 sea, existira por lo menos un
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elemento en comun entre ambos conjuntos, asi se tiene que existe T en U de tal manera que
A(Z) pertenece a intW. Ademas se sabe que I es Fréchet diferenciable en el punto cero y
considerando un « tendiendo a cero real se puede escribir:

F(0 +a7) = F(0) + L(a@) + r(a7)||aZ| con r(a7)||az| — 0 cuando a — oo (4.13)

De esta forma, al considerar el funcional afin, se tiene que la expresion 4.13 podemos rees-
cribirla de la siguiente manera:
—
F(az)=(1—-a)F(0) — alA(T) + r(az)||T|] (4.14)

De 4.14 podemos decir que (1 — a)f(a)) < 0. Ademés A(Z) + r(ax||T||) pertenece al
interior de W, puesto que si no fuera de esta forma se tendria que, al definir los vectores
originados por A(T) +r(ax)||Z|| como (ag+ro||Z, . - ., ap,+7,||Z]|), existiria una componente
del vector anteriormente seflaldo de tal manera que a; + 7;]|Z|| > 0. Considerando que
r(aT)||az|| — 0 cuando a — ooy que W es abierto, en consecuencia W = intW, a; > 0, lo
que contradice el supuesto que A(T) pertenece al interior de W. Por otro lado, es natural que
si fijamos un « conveniente en el intervalo (0,1), «[A(T) + r(aT)||Z||] pertenecerd al interior
de W.

Con lo anterior estamos en condiciones de afirmar que F'(aT) estd en el interior de W-con
mayor razon en W-, y se sabe que F'(a) también estd en F(U), de esta forma la interseccién
entre F'(U) y W es distinta de vacio, lo que contradice la condicion 4.12, asi que A(U) y W
son necesariamente separables. . o

Ademés se tiene que F/(0) = A( 0) perteneciente a A(U)NW, con lo que se puede senalar

que existe un hiperplano que pasa por F'(0). Asimismo, existe un vector 1= Aoy -y Ap)
en RPT! que satisface:

g [¥ — F(0)] >0 paratodo y € A(U) (4.15)

T.[¥ - F(0)] <0 para todo ¥ € W. (4.16)

De 4.15 tenemos que para todo X en U esta desigualdad se reescribe de la siguiente
forma . . R
1. [y —F(0)=1-LX >0 paratodoy € A(U) (4.17)

. — . ’ .
Por otro lado se tiene que L' X es un operador lineal y ademas se esta considerando una
vecindad de cero por lo que existird una bola B(0,r) contenida en U, para todo r > 0; por
lo que por definicién se esta en condiciones de plantear la siguiente expresion:

L(X —0)

pero se sabe que la norma con la que se define la bola cumple con la propiedad simétrica
por lo que concluimos que || X — 0] = [|0 — X||, con lo que la aplicacién lineal L se puede
evaluar de la forma L0 — X, asi, por propiedad de linealidad tenemos que

L(X)=L00)+ L(-X)=0- L(X) = —L(X)
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H
de lo que unido a 4.17 se concluye que 1 - LX =0, lo que implica

p
Z Aif/(0)X =0 para todo X € R"
i=0

o dicho de otro modo
f1(0)=0

con lo que se demuestra la condicién (i).

ii) Supongamos A; < 0 para algin valor de j entre 1 y p. De esta forma, tendremos que
Aj -nj > 0. Ahora, consideremos ? = (no,...,n,) € W de tal forma que

p p
Z A < Z Azfz(ﬁ)
i=0 =0

Que es la desigualdad producto de 4.4. Pero, si nosotros consideramos 7; tal que n; —
—00 = A;1; — +00, nos encontraremos con que

Jj—1 P p

Ay + Z)\ﬁ?i + Z Ain)i > Z)\ifi(fc)),

i=0 i=j+1 i=0

que se opone al hecho de que y = (M0, - - -, mp) se encuentre en el conjunto W, dado que en
_>

este, por definicién, 1[y — F(x¢)] < 0, para todo y € W, lo que implica, a su vez, que

7 = _ 7 — -y .
1 -y <1 :F(x¢),locual es una clara contradicciéon con lo demostrado previamente.

iii) Sea y = (fo(X2),. .., %fj(fé), ..., f»(X2)) € W con j entre 1 y p. Ahora, utilizando
4.16, obtenemos que Ao fo(Xe)+- ..+ 2X; fj(Xe) 4. . .+ A fp(Xe) = [Mofo(Xe) +. . A A, fo(Xe)] <0
y de esta forma —1); f;(Xc) < 0.De este modo se tiene que \; f;(xc) > 0.

Por otro lado ,de ii), se tiene que cualquier j entre cero y p sera positivo y las funciones
que definen los conjuntos de restriccién son negativas por lo que el producto de los lambda
y estas funciones seran negativos.

De todo lo anterior se obtiene que ) fi(X¢) = 0 para i =1,...,p
¢
. . . - ST
Corolario 4.1.2 (Karush-Kuhn-Tucker). Si existe h € R"™ de tal forma que f/(Xc)h <0,
para todo © = 1,...,p de manera que fz(}Té) = 0, entonces las conclusiones de la regla de

multiplicadores de John son satisfechas para \g > 0

Demostracion: Definamos los siguientes conjuntos:

I={ie {1,....,p}: fixe) <0}
J={ie {1,....p}: filxe) =0}
por lo que dentro del contexto de nuestro problema la uniéon de los conjuntos definidos

constituyen los subindices {1,...,p}. Asumamos que las reglas de multiplicadores de John se
cumple para Ao = 0, con lo que de i) obtenemos que
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p
SONSEOE =0
i=1

De lo anteriormente enunciado, en conjunto con la condicién iii) de las reglas de multi-
plicadores, podemos establecer que siz € I, A\; = 0.
Por otro lado, si ¢ € J, entonces tendremos que

S AFE)R =0

i=1

con lo se sabe que todo término de la sumatoria sera no positivo dado que A\; > 0y f/ (}?C)H <
0. En consecuencia, la sumatoria obliga a que \; = 0, para todo ¢ en la uniéon de J e I, y ademas
se tiene como supuesto que Ao = 0. De todo lo anterior se concluye que [ = (Ao, ..., \,) =0,
lo que contradice la hipo6tesis de que [ # 0. ¢

4.2. Regla de multiplicadores con restriciones de igual-
dad y desigualdad

4.2.1. Reglas de multiplicadores de Carathéorory-John

En las reglas de multiplicadores vistas previamente sélo hemos considerado restricciones
de desigualdad, no obstante, en este apartado anadiremos restricciones de igualdad. La regla
que considdera estas condiciones es conocida como regla de multiplicadores de Carathéodory
- Jonh y nos entrega una caracterizacion de la optimalidad de un punto en términos de
la derivada estricta y sujeta a las restricciones establecidas. Sin embargo, para proceder a
demostrar estas reglas de multiplicadores, utilizaremos el siguiente lema, el cual no sera de-
mostrado en este seminario puesto que escapa de nuestros objetivos principales.

Lema 4.2.1 Sea U C R™ un conjunto abierto y ademds se tiene que C' C U, donde C es
convezro. Ahora definimos la funcion

F:U— R,

tal que L sea la derivada estricta de F en el punto X, el cual pertenece a U N C y también
con L(x;) € intL(C). De esta manera, se tendrd que

F(x3) € intF(O)

Supondremos que existe un subconjunto abierto U de R", y ademas consideremos fy, f1, . ..

fpt+1s- -, [p+q funciones reales definidas sobre U, estrictamente diferenciables en un punto
X. € U. Si X, minimiza a f; sujeta a las restricciones de desigualdad f; < 0, ... fp <0y
las ¢ restricciones de igualdad f,i1, ..., fyiq, entonces existe I = (Ao, ..., Ap, Apt1s -+ Apig)
pertenecientes a RPT4+L de tal manera que [ # 0, de tal forma que se cumple que:

7fp7



4.2 Regla de multiplicadores con restriciones de igualdad y desigualdad 31

P
(i)Si f = Z \ifi con x; € Uentonces f'(X¢) =0
i=0

(1) A; > 0, para todo, i = 0,1, ..., py asimismo se satisface que
(4ii) A fi(Xe) = 0, donde i = 0,1, ..., p

Demostracion: Consideremos, en primer lugar, que sin perder generalidad podemos
— . , .
tener que x. = 0, que el conjunto U es convexo y que ademds se tiene

F(}?C)ZOCOHF:(fO7-'-7fp+q) - U — Rptatl

Ahora, se define el siguiente conjunto:

W={y =o,...,0p+q) €RPT* iy <0, <0i=1,....pyn =0i=p+1,...,p+q}
Por la optimalidad de X¢ = 0 en el conjunto U, se tiene que
FU)NW =0y ademas F(0)=0¢€ F({U)NW

Asimismo, tenemos que L es la derivada estricta de F en el punto F(x¢) = F(0) =0€ U
y definimos la aplicacion afin A dada por

AX)=F0)+LX =LX

En primer lugar, veamos que los conjuntos L(U) y W son separados. En efecto, supon-
gamos que L(U) y W no son separados, en ese caso lo que obtenemos es, por el teorema de
Hanh-Banach, 0 € int[L(U) — W]. Ahora definamos la siguiente funcién:

P R" x RPHatt  Retatl

por la forma
con el objetivo de obtener una contradiccién con la caracterizacién de optimalidad de x¢ = 0.
Para este fin procederemos a utilizar el lema 4.2.1, para lo cual veremos, en primer lugar,

que la derivada estricta de ¢ existe y que U x W es convexo.
Demostraremos a continuacién que U x W es convexo. En efecto, para que esto ocurra,

se debe verificar que para todo &, B) € U x W, se cumple que \- a + (1— /\)g e UxW.Es

més, notemos que a = (X1,y1) ¥ b = (X2,y2), de esta manera tenemos que
AT+ (1-NDb =X + (1 - Ny A5 + (1— Ny3)

y se sabe que cada componente del vector anterior pertenecen a U y a W respectivamente.
De esta forma,

A+ (1-NbeUxW
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por lo que U x W es convexo.
Por la diferenciabilidad estricta de F' podemos escribir

1F(x1) = F(xa) — L(xi — X2)|| < e]x1 — x5

y al sumar convenientemente cero, podemos reescribirlo como:

|F(X1) — F(x2) = (y1 — ¥2) — [L(X1 — X3) — (y1 — y2)]l| < €llXq — X3
y esto implica que, dado que (X7, y1) = F(X7)—y1 y andlogamente para ¢(Xz, y3), entonces
obtendremos

(1, 37) — (X2, ¥2) — [L(X1 —X2) — (¥ = ¥2)ll| < ell i — %2, 51 — ¥2) I

Entonces 1) es estrictamente diferenciable en el punto (0,0), donde /(X ,y) l0.0= L, =1,
siendo I la aplicacién identidad. Producto del lema 4.2.1,

0= $((0,0) € ity (U x W) C (U x W),
lo cual a su vez implica que
0=F(X)—7y paraalginxX € U

y con y € W, que a su vez significa que y € (F(U) N W), por lo que F(U)YNW # 0, lo
que contradice la caracterizacién de optimalidad en el punto X¢ = 0
De todo lo anterior tenemos que existe [ = (Ao, ..., A, + ¢) € RPTH! que verifica
(@i-[¥ = F(0)] 207y € L(U)
(D) [¥ ~ F(0)] <0VY €W
Ahora probaremos i), para esto veamos que en a) tenemos que

[-[LX — F(0)]=1-[LX] >0,

lo que implica que [ - L(X) > 0.

Ademas, por la definiciéon de la derivada estricta podemos considerar una vecindad de
X, = 0, junto con la propiedad de las normas en R™ tendremos que || X —0|| = ||[0 — X ||, por
lo que tendremos LX = L — X, y de esta manera logramos tener que [ - L — X > 0 lo que
directamente implica que [ - LX < 0. Finalmente, de las afirmaciones anteriores obtenemos
que | - LX = 0, o dicho de otro modo, lo expuesto previamente sélo se cumple cuando
() =0

Prosiguiendo con la demostracién, probaremos la condicién ii). Para este fin supongamos
que existe algin A;, con j entre cero y p, que cumpla \; < 0. De este modo el término A;n;

Jj—1 D

es positivo y si observamos la suma Z Aifi + Z Ai1; tenemos que esta acotada por cero.
i=0 i=j+1

Consiguientemente al hacer tender a 7; — —o0, ademas \;n; — +o00. Por tltimo, se obtiene

pq
que Z Ain; no esta acotada, lo que contradice la igualdad b).
i=0
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Para concluir la demostraciéon, mostraremos la prueba de la condicién iii), para esto
consideremos el vector

? = (f0<)?c>7 M) %f](g)a ce 7fp+iI<)?(>:>>

con lo que podemos escribir la siguiente expresion basados en la desigualdad b):

Jofo(0) -+ ZAEO) F -+ Aprafpea — Pofol0) + .+ A5 (0)] <0,

con lo que se consigue
1
_5/\jfj(0) <0,

lo que implica que
A; fi(0) =0,

vale decir
f;(0) >0,

dado que para cualquier \;, con i = 1,...,p, son mayores o iguales que cero, por lo que esto
contradice las condiciones de la hipotesis. Luego, A; - fz(fé) =0,parat=1,...,p.
Por lo anteriormente expuesto se demuestran las reglas de multiplicadores de Carathéodory-

John. ¢

Corolario 4.2.1 (Karush-Kuhn-Tucker) Si i 1(Xe), ..., fo ,(Xe) son linealmente indepen-
dientes y algun H € R"™ satisfaciendo
(a)f/(xe)h <0 paralos i€ {l,...,p} tales que fi(X¢) =0
H

W) fl(Xe)h =0 paralos i€ {p+1,....,p+q}
Entonces son satisfechas las reglas de multiplicadores de Carathéodory-John si Ay > 0

Demostracion: Para demostrar este corolario procederemos por el principio de con-
tradiccion, vale decir, supongamos que con A\g = 0 se cumplen las reglas de multiplicadores

H
de Carathéodory-John. Ahora supongamos h € R"™ donde se tenga que aquel vector sat-

p
isface las condiciones a) y b). Entonces podemos afirmar que Z \if! ()TC))E> =0, dado que
p+q =
Z fi(x¢) = 0, por la condicién b) y por el primer enunciado de las reglas de Carathéodory-
i=p+1
John.
A continuacién definamos

I={ie{l,....p}: filxc) <0}

J={ie{l,...,p}: fi(xe) = 0}
Dado que por iii) se tiene \; f;(X¢) = 0 y si ademds se tiene que si 4 pertenece a I cumple
—) . .7 ’
que f;(X¢) < 0, entonces \; no tiene otra opcién mas que ser cero. De esto se desprende
A =0 parai € [.
Por otra parte se sabe que toda derivada estricta es de Fréchet por lo que por

— ITUJ={1,...,p}
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P
H
Z A\if/(X¢)h =0 en esta parte la demostracion en curso se puede reducir a las reglas

=1
de multiplicadores de John, esto equivale a senalar que si i pertenece a J se tendra que cada

¥ Sumud N / o .
fi(xc)h <0, asf cada \; que forma parte de la suma Z A fi(Xe) = 0 se ve obligada a ser
jed
cero.
De todo lo anterior podemos concluir que Ay =0 y A\; = 0 para todo ¢« € I U J contradi-

ciendo el hecho de que 1= (Ao, -+ Ap) # 0. ¢



Capitulo 5

Lagrangeano y Reglas de
Multiplicadores

5.1. Formalizacién del Lagrangeano

En el capitulo anterior hemos estudiado problemas en optimizacién que consideran por un
lado restricciones de desigualdad, y por otra parte, problemas con restricciones de igualdad.
Si ponemos atenciéon en todas las reglas de multiplicadores definimos un funcional al que
llamamos f, que considera el producto interno entre un vector de R*¥*!' v la funcién que
nos entrega vectores cuyas componentes son la funcién objetivo fy y las k-funciones que
restringen al problema inicial. Y si observamos detenidamente, podremos ver que f - en
todos los casos - depende de los vectores del conjunto U, de las componentes del vector 1
y con especial atencién del Ay presente en los corolarios de Karush Kuhn Tucker.

Siguiendo esta misma légica podemos definir un funcional al que denominaremos la-
grangeano. Para esto, considérese, en primer lugar

min fo (?)
sujeto a T
fi(X)<0 i=1,...p
con lo que el lagrangeano queda definido de la siguiente forma;
L:R"XRxRF — R
— —

(R 20, A) = L((R, 20, A) = D Mfi(X)

—

con A = (Aq,...,\).
min fo(?)
sujeto a

fi(X)=0 i=1,...,q

asi nuestro funcional lagrangeano es
L R"XRxR?—R

35
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q
— — — —
(X hoy A) = LUK Aoy X)) =D Mefi(X)
. k=0
considerando a A = (A1,..., A,).
min fo(X)
sujeto a T
fi(X) <0 i=1,..,p ¢

L(X)=0 i=p+1,...,p+q
caso en el que el lagrangeano es definido de la siguiente manera:
L:R"xRxRF! - R

(R 20 A) = L((R, 20, A) = > Mfiul(X)
k=0

N
con A = (Aq,..., Apig)-

Si observamos con detencion nos percataremos que \g puede asumir cualquier valor real.
Asi, tendremos que si este valor real es igual a cero, en cualquiera de los problemas propuestos
anteriormente, entonces se dice que el problema es anormal. En cambio, cuando Ay es
distinto de cero, se dice que es normal.

5.2. Reglas de Multiplicadores Convexa

Supongamos U convexo abierto fo, ..., fp, p+1 funciones convexas sobre U. Ademads se
tiene que X soluciona el problema T, entonces existen multiplicadores de Lagrange 5\0, A que
no se anulan simultaneamente de tal forma que se cumple

a)mingeyL(X, Mo, 5\) = L(X, Mo, 5\) (Principio de minimo)

WA >0 i=1,...,p (Condicién de no negatividad)

ONifi(X) =0 i=1,....p (Condicién de no rigidez complementar)

Notemos que esta es la reescritura inmediata de la regla de multiplicadores convexa
en términos del lagrangeano, dado que, reinterpretando lo enunciado anteriormente con el
lagrangeano se tiene

L, N, A) = XfoX) <LK, M, \) ¥V X eU

En consecuencia, para probar esta regla escrita de este modo, se realiza de manera analoga
a la realizada en el capitulo anterior.

Corolario 5.2.1 (Karush Kuhn Tucker)

1. Si X\ # 0 las condiciones a), b) y c) son suficientes para que un punto admisible sea
solucion del problema T.
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2. Para tener Ao £ 0 es suficiente el que exista un punto y € U tal que se verifique
fi(¥) <0 coni=1....,p (Condicién de Slater)

Demostracién:

1. Sabiendo que Ay # 0 se puede decir, por a), que min £(X, o, 5\) = L(X, o, /A\)7 los que

zelU
implica por la definiciéon de optimalidad que

Mol fo(®) = fo(X)] < D Meful(X).

Analizando el caso de que \g > 0 se puede obtener que

foX) < fo(X) V¥V X elU

En caso de que )y < 0 tendremos que
fo®) > fo(X) ¥V X e,

lo que evidentemente responde a una solucién maxima, no obstante sabemos que si
definimos una funcién real que tenga como dominio a U, a la que llamaremos fo, tal
que fo = fo, entonces el asunto en cuestiéon se reducira a un problema de minimizacion,
con lo que se concluye que bajo las hipotesis el punto T es una solucién al problema T.

2. Supongamos que 5\0 = 0. Entonces, se tiene que
0= L(x,0,\).
De esto tendremos que el lagrangeano
L(X,0,0)<L(X,0,\) VXeU

Producto de lo anterior, obtendremos que 0 < £(X,0, A).

Ahora, por la condicién de Slater, existe y € U tal que fz(?) < 0. Si consideramos
que \; > 0coni=1,...,p, entonces

p
D AF(Y) <0
i=1
Si escribimos la primera desigualdad como una sumatoria, tendremos que
p
H
0< > NfilX),
i=1

para todo X € U, lo que contradice lo mencionado por la condicién de Slater, por lo
tanto

Ao # 0.



38 5 Lagrangeano y Reglas de Multiplicadores

5.3. Reglas de Carathéodory-John

De igual forma como la Regla de Multiplicadores Convexa, tenemos que las Reglas de
Carathéodory-John pueden ser reinterpretadas al incorporar la definicién del Lagrangeano
en su definicion.

De esta manera, sea U C R" un subconjunto abierto, y considérese fo,..., fp, ..., fptq;
p + q + 1 funciones reales definidas sobre U, donde cada una de aquellas funciones son
estrictamente diferenciables en un punto X € U. Si ademads se tiene que el punto X del
subconjunto U resuelve el problema T¢, entonces, existen los Multiplicadores de Lagrange
Ao y A que no se anulan simultaneamente de tal forma que

a)V,L(X, X, A) =0 (Condicién estacionaria)
WA, >0 k=1,....p (Condicién de no negatividad)
OMfe(®X) =0 k=1,....p (Condicién de no rigidez)

Demostracion:
Observaciéon 5.3.1 Antes de comenzar con la demostracion es posible observar que
p+q

QS\ 5\ Z/\k:fk )\07--- p+q) (fD( )"-7fp+q<§)))

En otras palabras se puede deczr que el lagrangeano estd definido por el producto interno de
dos vectores de RPY4+L. Bajo esto procederemos a realizar la demostracion de manera andloga
a la regla de Carathéodory-John estudiada previamente en 4.2.

a)Definamos:
F(U) =A{F = (fo,- - forq) € RPT™ . para X € U, F(X) = (fo(X),..., frqg(X))} ¥

ademas consideremos
W ={Y = (o, Mprg) ERPFH g < fo(X),m: <0, i=1,...,pymi=0i=p+l,....p+q}
Suponiendo que X = 0 y ademéas F'(X) = 0, entonces por la optimalidad de X se tiene que
FU)NW =0y ademéds F(0)=0€ F(U)NW

Asimismo, tenemos que L es la derivada estricta de F en el punto F(x¢) = F(0) =0€ U
y definimos la aplicacion afin A dada por

AX)=F0)+LX =LX

En primer lugar, veamos que los conjuntos L(U) y W son separados. En efecto, supong-
amos que L(U) y W no son separados, en ese caso lo que obtenemos es, por el teorema de
Hanh-Banach, 0 € int[L(U) — W]. Ahora definamos la siguiente funcién:

¢ - R™ % RP"HH‘l RP'HH‘l
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por la forma

(X, yY)=F(X)-V,
con el objetivo de obtener una contradiccion con la caracterizacion de optimalidad de X = 0.
Para este fin procederemos a utilizar el lema 4.2.1, para lo cual veremos, en primer lugar,

que la derivada estricta de v existe y que U x W es convexo.
Demostraremos a continuacion que U x W es convexo. En efecto, para que esto ocurra,

se debe verificar que para todo b eUx W, se cumple que - a 4 (1 — /\)g € U x W.Es

més, notemos que a = (X1,y1) ¥ b= (X2,¥3), de esta manera tenemos que
AT+ (1N = (A% + (1 - N¥1, A5G + (1 — \)y3)

y se sabe que cada componente del vector anterior pertenecen a U y a W respectivamente.
De esta forma,

AR+ (1-NbelUxW

por lo que U x W es convexo.
Si consideramos que F' posee derivada estricta en el punto X podemos escribir

||F(X1) — F(X3) — L(x1 — X3)|| < el|x1 — X3
y al sumar convenientemente cero, podemos reescribirlo como:
IF(x1) — F(X3) — (y1 — ¥2) — [L(x1 —X3) — (¥1 — y2)l[| < elxq — Xz
y esto implica que, dado que (X7, y1) = F(X7)—y1 y andlogamente para ¢)(Xz, y3), entonces
obtendremos

(1, ¥1) — v (X2,¥2) — (LG5 — %2) — (71 — ¥2)lll < el 51 — %2, 57 — y2)II.

Entonces 1 es estrictamente diferenciable en el punto (0,0), donde ¢'(X,Y) |©.0= [L, —1],
siendo [ la aplicacién identidad. Producto del lema 4.2.1,

0=1((0,0)) € intyy(U x W) C (U x W),
lo cual a su vez implica que
0=F(X)—-y paraalginX € U

y con y € W, que a su vez significa que ¥ € (F(U) N W), por lo que F(U)NW # 0, lo
que contradice la caracterizaciéon de optimalidad en el punto X = 0
De todo lo anterior tenemos que existe [ = (g, ..., A, + ¢) € RPTI"! que verifica

()1 [¥ = F(0)] 20V € L)
2)-[Y - F(0)<0VyeWw
Para proseguir con esta demostraciéon veamos que en 1) tenemos que

[-[LX — F(0)]=1-[LX] >0,
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lo que implica que [ - L(X) > 0.
Ademas, por la definicién de la derivada estricta podemos considerar una vecindad de
X = 0, sumado a la propiedad de las normas en R™ tendremos que || X — 0|| = |0 — X||, por
lo que tendremos LX = L — X, y de esta manera logramos tener que [ - L — X > 0 lo que
directamente implica que [- LX < 0. Finalmente, tenemos que de las afirmaciones anteriores
obtenemos que ! - LX = 0, o dicho de otro modo, lo expuesto previamente sélo se cumple
cuando V,L(X, Ao, ) =0
Prosiguiendo con la demostracion, probaremos la condicién b)suponiendo un A fijo. Para
este fin supongamos que existe algin A;, con j entre uno y p, que cumpla A; < 0. De este
Jj—1 P
modo el término A;n; es positivo y si observamos la suma Z ANk + Z AxMk tenemos que
k=0 k=j+1
estd acotada por cero. Consiguientemente al hacer tender a 7; — —o0, Jademés Ajnj — +o0.
p+q

Por 1ltimo, se obtiene que Z ATk 1O esta acotada, lo que contradice la igualdad 2).
k=0
Para concluir la demostracién, mostraremos la prueba de la condicién c¢). Con este

propésito, consideremos el vector

T = oo 5 5 fpsalX)

con lo que podemos escribir la siguiente expresién basados en la desigualdad 2):

Jofo(0) -+ ZAEO) F -+ Nprafpeg — Pofol0) 4+ X5 (0)] <0,

con lo que se consigue

1
—5)\jfj(0) <0,

lo que implica que

i f3(0) =0,
vale decir
f;(0) >0,
dado que para cualquier \g, con k = 1,...,p, son mayores o iguales que cero, por lo que esto
contradice las condiciones de la hipétesis. Luego, i - fr(X) =0, para k =1,...,p. ¢

Antes de continuar resaltemos el hecho que la demostracién realizada anteriormente es
homologa a la demostracién de las reglas de multiplicadores de Carathéodory John vista en
el capitulo anterior, con lo que por extension se puede decir que la demostracion del corolario
que escribiremos a continuacion es analoga a la efectuada en el capitulo anterior.

Corolario 5.3.1 (Karush-Kuhn-Tucker) Si f,1(X),..., f,,(X) son linealmente independi-

entes y adeanis existe algun E) € R"™ que satisface
a)fi,(X)h <0 paralos ke{l,...,p} tales que fr(X)=0
ﬁ
b)fi(X)h =0 para ke{p+1,....,p+q}



Capitulo 6

Aplicacion del Teorema de
Karush-Kuhn-Tucker

En este capitulo, procederemos a mostrar diversas aplicaciones relacionados con el teore-
ma de Karush Kuhn Tucker. Por este motivo es que comenzaremos resolviendo un problema
de una funcién de una sola variable, el cual no presenta ninguna restriccién de igualdad y/o
de desigualdad. Esto, dado que sera una introduccién a un problema de optimizacién. Luego,
plantearemos y resolveremos un problema relacionado con los multiplicadores de Lagrange,
para finalizar con la aplicacion de las condiciones del problema de KKT.

Aplicacién 6.1 Supongamos que tenemos dos rectas que se cortan perpendicularmente. Por
cada una avanzan, simultdineamente dos moviles con velocidades vq y vg. Se dirigen al punto
de encuento de ambas rectas partiendo de unas distancias, con respecto a la interseccion, a
y b respectivamente. Resolveremos el problema que consiste en encontrar el instante en que
la distancia entre los moviles es minima.

Solucién 6.1 El problema que se nos presenta se grafica en la siguiente figura

Figura 6.1: Moviles que se trasladan sobre las rectas perpendiculares

Sabemos que la formula de velocidad es v = %, donde v es la velocidad, d la distancia y t

el tiempo. De aqui obtenemos que de manera general la distancia que enunciada en términos

41
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de velocidad y tiempo segun la siguiente expresion: d = v - t, y asi, cuando tenemos una
distancia 1nicial -dy- preestablecida podemos escribir que d = dy — v - t, en nuestro caso
tendremos que la distancia que le resta al movil A para llegar a la interseccion estd dada por
da=a—va-tyla del movil B esdg =b—vp-t, finalmente la distancia entre los moviles
se puede determinar por medio del teorema de Pitagoras, vale decir,

d=+/(a—vs-t)2+ (b—vp-1)?

entonces esta longitud se puede expresar en funcion del tiempo, es decir
d:UCR—R
t——d(t) =/(a—va-t)2+ (b—vp-1)?
Ademds, d(t) puede ser reescrita como

d(t) = [a® — 2avat + v341% + b* — 2bugt + vEt]3

Notemos que la funcion no tiene restricciones, ademds es una funcion real y sin lugar
a dudas es de clase C*, por lo que podemos utilizar el criterio de la primera derivada, que
implica que cuando la primera derivada de la funcion es cero o no se encuentra determinada,
estamos en presencia de

un punto minimo (en nuestro caso en particular). De esa forma, tendremos que:

2(—avs + vit — bup + vit)

d'(t _1 —
(>_2' 2 249 | 12 24214
[a% — 2avat + vit? + b2 — 2bugt + vit?]2

Lo que implica necesariamente que —ava + v4t — bug + v5t = 0, y entonces tendremos
que t(vi +v%) = ava + bug, por lo que las distancias serdn minimas en el tiempo t igual a

ava + bug

t=
2 2
Vy T U5

Anteriormente hemos estudiado un problema en el que se debe minimizar una funcién sin
restricciones, abordado segun el criterio de la primera derivada. No obstante, existen casos
en los que existen funciones que poseen restricciones, uno de los eventos mas sencillos es
cuando la funcién tiene restricciones de igualdad. Para resolver este problema recurriremos a
lo que se conoce como multiplicadores de Lagrange, planteando la funcién lagrangeana. Asi,
a continuacion estudiaremos un problema en el que se requiere encontrar un minimo sujeto
a algunas restricciones de igualdad.

Aplicacion 6.2 Hallar el punto del paraboloide
2:R?—R ]
(w,y) — 2(0,9) = (= 2"+ 7 (y=3) +5
mds prozimo al plano x +y + z = 0.

Solucién 6.2 Observemos que se desea minimizar una funcion real que calcula la distancia
entre el punto y el plano en cuestion, a esta funcion la llamaremos ® y estard definida de la
stguiente manera:
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Figura 6.2: Gréfico del paraboloide y del plano x+y+z=0

d: R3xR? — R
(($1,y1,21)7($2,y2,22))F——%‘?(($1,y1,21),($2yy2,22)):: H((xl,yl,zl),(xz,yz,zz))Hg

Ademds, supongamos que - para la resolucion de esta aplicacion - los puntos son (a, b, c)
en el paraboloide y (d, e, f) en el plano, por lo que es posible reescribir la funcion de distancia

de la siguiente forma:

min® = o= A7+ G-+ ()

sujeto a
1
gi(a,b,c) = —(a—2)* — Z(b —3)%+c=5
gp(d,e, f)=d+e+ f=0
Para poder resolver este problema, y producto de las caracteristicas de la funcion P,
podemos definir g3 = (a — d)? + (b —e)?> + (c — f)%. De este modo plantearemos la funcidn
lagrangeana de la siguiente manera:
d: R°xR* — R
— — —
(hﬂA) '—>‘C((a7b7c7d7euf>7)\):¢2+)‘lgl+/\292

Ahora buscaremos V—L, el cual se escribe -considerando las bases candnicas de RS- como
h 2

sigue:
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2(a —d) -2\ (a — 2) 0
2(b—e) —0,5\(b — 3)
| 20e—1) A1 _
Val=1 u-a | T o =
—2(b—e) A2 '
—2(0 — f) )\2 0
Consecuentemente podemos ver, de lo anterior, que \y = —MNg, de este modo, reem-

plazando convenientemente en el resto de las ecuaciones obtenemos como solucion el punto
_ (31 2
(a7 b7 C) - (57 17 I)

Aplicacion 6.3 En este apartado culminaremos por utilizar una aplicacion del Teorema de
Karush Kuhn Tucker. Consideremos la funcion
y: R — R
(x,y,2) —V(v,y,2) =12yz
y la funcién ®(x,y,2) = 2> +y?> + 22— 1% > 0 con v > 0. De este modo nos enfocaremos
sobre el problema:

min V(z,vy, 2)
sujeto a (%)
O(z,y,2) =0

Solucién 6.3 Construyamos la funcion lagrangeana para este problema, asi

EZ )\OV—l—)\l(I)

Estamos sequros de que el problema (*) posee solucidn, pues V(x,y,z) es, sin lugar a
dudas, continua y {(z,y,2) : ®(z,y,z) = 0} es un compacto en R® y sabemos que toda
funcion continua sobre un conjunto compacto -de cerrado y acotado- alcanza sus extremos
sobre dicho conjunto.

De esta forma, para utilizar Karush Kuhn Tucker, debemos calcular la derivada del la-
grangeano, para esto procedamos a calcular las derivadas parciales de V, obteniendo como
resultado:

Va(z,y,2) = yz
Vy(z,y,2) = a2

Notamos que las derivadas parciales de ésta son continuas, por lo que es evidente que
VYV existe. Por otra parte, siguiendo igual razonamiento para la funcion ® concluimos que
eziste V.

De lo anterior se tiene que la derivada del lagrangeano existe, por lo que nuestro problema
de optimizacion se reduce a:

V(w2 L2, Y, 2), 20, M) = MV (aye)V + MV (2@ = 0

Sea (m, g, z) el punto que satiface el problema (*). Antes de continuar observemos que
si Ao = 0 tendriamos que A\ # 0 y asi llegariamos a que \\V (4 ® = 0, lo que a su vez



produciria que V., ® = 0, lo que no es posible, pues en caso de que esto fuese cierto
tendriamos que :

2z 0
2y |=1 0O con lo que se obtiene que ®(0,0,0) = —r?.
2z 0

Consecuentemente, \g > 0, por lo que consideremos A\g = 1, con lo que tendremos
H
Vy)V(m,g,2) + MV (gy )@= 0
que es equivalente a (0,0, mg) + A\ (2x,2y,2z) = 6), lo que a su vez implica que

z=0 y=20
—Ai2z =myg ()

Ademds, no se debe olvidar que A1 es distinto de cero (condicion de las reglas de mul-
tiplicadores), asimismo recordemos que x* + y* + 2% = r?. Utilizando (), tendremos que
z = =7, con lo que -realizando los cdlculo pertinentes- Ay = £57.
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Capitulo 7

Conclusiones

Luego de un detallado tratamiento de las tematicas relacionadas a las condiciones de
Karush Kuhn Tucker, tales como algunas nociones de calculo en varias variables y los im-
portantes teoremas de separacion de Hahn Banach.

Una de las nociones importantes que se debe considerar es la convexidad de conjuntos.
El teorema de Hahn Banach nos entrega las condiciones necesarias para que dos conjuntos
convexos sean separables, vale decir, existirda un hiperplano que los dejaré contenidos en
dos semiespacios disjuntos, valiéndose de que los dos conjuntos anteriores sean disjuntos,
condicién dada por medio de la expresion 0 ¢ C} — Cs.

En cuanto a los teoremas mencionados anteriormente concluimos que su importancia
radica en que nos permiten encontrar los A necesarios para las diversas reglas de multipli-
cadores, asegurandonos no sélo su existencia sino que también las propiedades que estos
multiplicadores deben cumplir, a saber:

Ai>0 i=0,1,...,p
M\ifi(Xe) =0, donde i=1,..p,

a lo que se suma la primera condicién de cada regla de multiplicadores. Todo lo anterior
viene asegurado por la definicién de producto interno.

Por otra parte cobra vital importancia en nuestro trabajo las diferentes reglas de mul-
tiplicadores (Convexa, John y Carathéodory-John), las cuales consisten principalmente en
entregar caracteristicas acerca de los multiplicadores que forman parte de la funcién la-
grangeana, de algunos términos de esta funcién o bien de las propiedades del gradiente del
lagrangeano, como también de los multiplicadores.

Ahora nos referiremos al objetivo principal de nuestro seminario, las condiciones de
Karush Kuhn Tucker. En general la importancia de la funcién lagrangeana viene dada por la
razén de que reduce un problema de optimizacién sujeto a restricciones (tanto de igualdad
como de desigualdad, o ambas a la vez) a un problema de optimizacién no condicionado a
restricciones, mas ampliamente la funcién lagrangeana puede ser vista como una funciéon que
realiza el producto interno entre un vector de RPT4*!, constituido por las funcién objetivo y
por las funciones restricciones, con un vector del mismo espacio pero esta vez formado por los
multiplicadores (\; @ =0,1,...,p+¢q). Ademds de esta perspectiva puede hacerse notar que
el lagrangeano es una funcién definida desde el producto cartesiano R™ x R x RP*? -donde R™
es el conjunto de definicién de la funcién objetivo y las funciones restriccién, R es el conjunto
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donde encontramos a A\g y RPT? es el conjunto definicién del resto de los A- a los reales. El
teorema de Karush Kuhn Tucker nos permite establecer la presencia del multiplicador de la
funcion objetivo de tal modo que éste sea estrictamente positivo.

Las aplicaciones de este teorema se remiten a diferentes areas del quehacer cientifico,
entre las que podemos mencionar la teorfa de control, medicina (problemas de bioequivalen-
cia), estadistica aplicada (estimadores de regresién, curvas de ajuste, métodos de minimos
cuadrados), fisica (mecédnica de fluidos), economia, estudio de poblaciones, etc.

Se debe hacer notar que las condiciones de Karush Kuhn Tucker no son universalmente
aplicables a todas las funciones, por ejemplo

min fo(xy, 29) = 71

sujeto a

fi(zy, x) = x‘z’ — x% =0

considerando a \g = 1.

Por lo que atin restan grandes problematicas por resolver mediante la utilizacién la técnica
de multiplicadores, consiguiendo una estrategia mas general para aplicarla a un espectro mas
amplio de problemas.
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