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Resumen

En este trabajo se presentan aplicaciones de algunas famosas desigualdades
llamadas clásicas. Principalmente en la literatura de las desigualdades, podemos
encontrar libros, páginas de internet, revistas, etc. dedicadas a la resolución y al
estudio de problemas que involucran y dan solución a través de estas desigualda-
des, en este sentido tomamos problemas de algunas Olimpiadas Matemáticas y
se les dará solución aplicando algunas de estas famosas desigualdades clásicas, y,
por otro lado, también aplicamos algunas de estas desigualdades (principalmen-
te la media aritmética-geométrica y otras medias que nombramos en el último
capítulo) al campo de medias y promedios generalizados.
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Introducción

Las matemáticas juegan un rol muy importante en la sociedad, en su gran
mayoría los estudios que se hacen en los diferentes tipos de ciencias están ba-
sados bajo teorías matemáticas. En efecto, muchas respuestas de estos estudios
y diversas aplicaciones, problemas, teorías, etc. en matemática, están dadas en
base a las desigualdades y no igualdades como se cree.

Las desigualdades matemáticas tienen un papel muy importante, incluso, po-
demos encontrar textos y revistas especializadas dedicados a su estudio, diversas
páginas en la web donde podemos encontrar problemas de desigualdades, tam-
bién muchos artículos cientí�cos hacen uso de desigualdades, en �n, estas a lo
largo de la historia han sido estudiadas, especí�camente en el área del cálculo
y/o análisis matemático existen varias desigualdades que poseen una relevancia
en las aplicaciones.

Hemos de encontrar, tal y como hablábamos en el párrafo anterior, muchos
libros dedicados a las desigualdades; libros en los cuales encontramos un sin-
fín de desigualdades, otros con desigualdades clásicas, otros que aplican estas
desigualdades, etc.En general haremos una compilación de algunas principales
desigualdades llamadas clásicas y poder aplicar estas en diversos campos, princi-
palmente en algunos problemas presentados en olimpiadas matemáticas y en el
campo de medias y promedios generalizados.
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Capítulo1

Conceptos preliminares

En este capítulo veremos algunos conceptos que nos serán necesarios para
comprender lo que viene en los próximos capítulos. Es de suma importancia cada
uno de los conceptos, de�niciones, proposiciones, ejemplos y teoremas que se
encuentran en este capítulo, pues estos nos darán el desarrollo de la teoría.

11
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1.1 Espacios Vectoriales

El Espacio vectorial juega un rol muy importante en las matemáticas y en
sus aplicaciones. En efecto, en la práctica (y teóricamente) nos encontramos
con problemas donde tenemos un conjunto X cuyos elementos pueden ser
vectores en el espacio de tres dimensiones, o una sucesión de números, o
de funciones, y estos elementos también pueden ser multiplicados por una
constante (número) naturalmente, el resultado otra vez sería un elemento de
X. Tales situaciones concretas sugieren el concepto de espacio vectorial que
de�niremos prontamente. La de�nición involucra un cuerpo llamado K, pero
que en el análisis funcional, K simplemente puede ser R ó C. Los elementos
de K, son llamados escalares ; en nuestro caso, estos serán números reales
[11].

De�nición 1.1.1. Un espacio vectorial sobre un cuerpo K es un conjunto
no vacío X de elementos x, y, ... (llamados vectores) el cual cumple con dos
operaciones algebraicas. Estas operaciones son llamadas suma de vectores

y multiplicación de vector por escalar, este último, multiplicado por un
elemento de K.

Adición de vectores: Asociamos con cada par ordenado (x, y) de vec-
tores, un vector x + y, llamado suma de x e y. La adición de vectores es
conmutativa y asociativa. Además X es un grupo abeliano con respecto a la
suma:

1. x+ y = y + x, ∀x, y ∈ X.

2. x+ (y + z) = (x+ y) + z, ∀x, y, z ∈ X.

Existe un único vector 0 (0 ∈ X), llamado vector nulo, y para cada
vector x existe un vector −x, tal que para todos los vectores tenemos
que:

3. x+ 0 = x.

4. x+ (−x) = 0.

GMA-UBB Ian Hess Duque

Universidad del Bío-Bío - Sistema de Bibliotecas - Chile



Capítulo 1 13

Multiplicación por escalar: Asocia con cada vector x y un escalar
α un vector αx, (también se puede escribir xα), llamado el producto
de α y x, en tal sentido para todos los vectores x, y y escalares α, β,
tenemos que:

5. α(βx) = (αβ)x.

6. 1 · x = x.

La ley de distributividad:

7. α(x+ y) = αx+ αy.

8. (α + β)x = αx+ βx.

De la de�nición podemos ver que la adición es representadaX×X −→ X,
tal como la multiplicación por escalar es representada por K × X −→ X.
K es llamado cuerpo escalar del espacio vectorial X. Si K = R entonces X
es llamado Espacio Vectorial Real y si K = C a X se le denomina Espacio
Vectorial Complejo.

1.1.1 Producto interno

De�nición 1.1.2. Sean x, y, z elementos del espacio vectorial X y λ un
elemento del cuerpo escalar K. Un producto interno en X es una aplicación
⟨., .⟩ : X ×X → K, tal que:

1. ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩.

2. ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩.

3. ⟨λx, y⟩ = λ⟨x, y⟩.

4. ⟨x, λy⟩ = λ⟨x, y⟩

5. ⟨x, x⟩ ≥ 0.

6. ⟨x, x⟩ = 0⇐⇒ x = 0.

GMA-UBB Ian Hess Duque
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Podemos observar de las propiedades anteriores que:

⟨x, λy+z⟩ = ⟨λy + z, x⟩ = ⟨λy, x⟩+ ⟨z, x⟩ = λ ⟨y, x⟩+⟨z, x⟩ = λ⟨x, y⟩+⟨x, z⟩.

1.2 Espacios métricos

De�nición 1.2.1. Sea X un conjunto no vacío, y sea d : X × X −→ R.
Decimos que d es una métrica en X cuando se veri�can las siguientes pro-
piedades:

1. d(x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈ X.

2. d(x, y) = d(y, x), ∀x, y ∈ X. (Simétrica).

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), ∀x, y, z ∈ X. (Desigualdad Triangular).

4. d(x, y) = 0⇐⇒ x = y.

Observación: El número real d(x, y) recibe el nombre de distancia entre
x e y. En este caso se dice que (X, d) es un espacio métrico.

1.2.1 Algunas nociones topológicas en espacios métricos

Recordemos en primera instancia que es un espacio topológico.

De�nición 1.2.2. Sea X un conjunto arbitrario no vacío y S una colección
de todos los conjuntos abiertos de X. Un espacio topológico es aquel en el
que existe una familia S de subconjuntos de X que veri�can los siguientes
axiomas:

1. Aα ∈ S, α ∈ I =⇒
∪
α∈I

Aα ∈ S (I es cualquier conjunto de índices).

GMA-UBB Ian Hess Duque
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2. A1, A2, ..., An ∈ S =⇒
n∩

i=1

Ai ∈ S.

3. ∅, X ∈ S.

De aquí podemos deducir que todo espacio métrico es a su vez un espacio
topológico.

Sea (X, d) un espacio métrico. Si x ∈ X, r > 0, la bola abierta de centro
x y radio r es el conjunto B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}. Análogamente se
de�nen las correspondientes bolas cerradas B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) ≤ r}
y las esferas S(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) = r}. En general, se llama diámetro
de un conjunto A a diam A = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}.

De�nición 1.2.3. Sea A ⊂ X. Se dice que x ∈ A es punto interior de A si
existe r > 0 tal que B(x, r) ⊂ A. Se llama interior de A al conjunto:

int A = {x ∈ A : x es punto interior de A}.

Si int A = A, A, se llama abierto.

De�nición 1.2.4. Dada una sucesión (xn)n∈N de puntos de X, se dice que
converge al punto x, y se escribe xn → x, cuando:

∀r > 0, ∃N : xn ∈ B(x, r), ∀n > N,

también podemos abreviarlo como:

ĺım
n→∞

xn = x.

La condición anterior equivale a que la sucesión de números reales {d(xn, x)}n∈N,
converge a cero. Análogamente, una sucesión de subconjuntos {xn}n∈N de X
converge a un punto x ∈ X si para toda bola B centrada en x, existe un
índice m tal que An ⊂ B, ∀n > m, de la cual desprendemos la siguiente
proposición:

Proposición 1.2.5. Dada una sucesión cualesquiera (xn)n∈N en X, si lla-
mamos Ak = {xn : n > k}, entonces (xn)n∈N converge a x (xn → x), si y
sólo si Ak converge a x.

GMA-UBB Ian Hess Duque
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De�nición 1.2.6. Una sucesión (xn)n∈N en X es acotada cuando:

sup{d(xn, xm) : n,m ∈ N} <∞.

Lema 1.2.7. Supongamos un espacio métrico (X, d), si (xn)n∈N es conver-
gente, entonces es acotada y su límite es único.

Demostración: Hagamos ε > 1, por lo tanto existe N ∈ N tal que
d(x, y) < 1, para todo n > N . Por otro lado, para aquellos valores n ≤ N ,
existe a = máx{d(x1, x), d(x2, x), ..., d(xN , x)}. Entonces d(xn, x) ≤ 1+a, ∀n
y d(xn, xm) ≤ 2(1 + a), ∀n,m.

Si xn → x y xn → y, =⇒ 0 ≤ d(x, y) ≤ d(xn, x) + d(xn, y) → 0 + 0, por
lo tanto x = y. Por la condición de la de�nición 1.2.4.

�

Lema 1.2.8. Sean xn y xm dos sucesiones convergentes a x e y respectiva-
mente, entonces d(xn, ym)→ d(x, y).

Demostración: Es fácil ver por la desigualdad triangular que:

d(xn, yn) ≤ d(xn, x) + d(x, y) + d(y, yn), de la cual obtenemos:

|d(xn, yn)− d(x, y)| ≤ d(xn, x) + d(y, yn)→ 0.

�

De�nición 1.2.9. Una sucesión (xn)n∈N en un espacio métrico (X, d), se
dice que es de Cauchy (o fundamental) si para cada ε > 0, existe un
N = N(ε), tal que:

d(xm, xn) < ε, ∀m,n > N. (1.1)

El espacio X se dice completo si toda sucesión de Cauchy en X converge
(ver 1.4.1).

Proposición 1.2.10. Toda sucesión convergente es de Cauchy.

GMA-UBB Ian Hess Duque
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Observación: El recíproco de la proposición anterior no es cierto.

Demostración: Si xn → x, luego para cada ε > 0 tenemos un N = N(ε)
tal que:

d(xn, x) <
ε

2
, ∀n > M.

Por la desigualdad triangular obtenemos para m,n > N :

d(xm, xn) ≤ d(xm, x) + d(x, xn) <
ε

2
+

ε

2
= ε,

esto nos muestra que (xn)n∈N es de Cauchy.
�

Proposición 1.2.11. Toda sucesión de Cauchy que tenga una subsucesión
convergente resulta ser convergente. Además el límite de la sucesión coincide
con el límite de la subsucesión.

1.3 Espacios normados

De�nición 1.3.1. Un espacio normado es un par (X, ∥ · ∥) formado por un
espacio vectorial X y una aplicación ∥ · ∥ : X −→ R, llamada norma, con las
siguientes propiedades:

1. ∥x∥ ≥ 0.

2. ∥x∥ = 0⇐⇒ x = 0.

3. ∥αx∥ = |α|∥x∥.

4. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (Desigualdad triangular).

Observaciones:

1. Si no se exige la condición (2 ), a la aplicación ∥·∥ se le llama seminorma.

2. Todo espacio normado es a su vez un espacio métrico, pues basta dado
un (X, ∥ · ∥) y de�nir d(x, y) = ∥x − y∥. Así todas las nociones de
espacios métricos están de�nidas también para los espacios normados.

GMA-UBB Ian Hess Duque
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3. El recíproco de lo anterior no es cierto, es decir, no todo espacio métrico
es normado. Por ejemplo,X = {(a1, a2, ..., an) : an ∈ C} sobre el cuerpo
C es espacio vectorial; si de�nimos:

d(x, y) =
∞∑
i=1

1

2i
· |ai − bi|
1 + |ai − bi|

,

se puede ver que es espacio métrico, pero para λ ∈ C, d(λx, λy) ̸=
|λ|d(x, y) con lo que, si de�nieramos la norma a partir de la distancia,
obtendríamos ∥λx− λy∥ ̸= |λ| · ∥x− y∥ y X no sería espacio normado
de esa forma.

1.4 Espacios de Banach

De�nición 1.4.1. Se llama espacio de Banach a todo espacio vectorial nor-
mado, cuyas sucesiones de Cauchy, son siempre convergentes.

1.5 Espacios y funciones medibles

Fue Fréchet en 1915 el primero en observar que los conjuntos medibles
Lebesgue no jugaban un papel esencial en la di�nición de integral. Lo impor-
tante es que la familia de dichos conjuntos forme una σ-álgebra.

De�nición 1.5.1. Una σ-álgebra de�nida en un conjunto X es una familia
S de subconjuntos de X que veri�ca:

1. ∅ ∈ S.

2. A ∈ S =⇒ Ac.

3. (Ai)i∈N ⊂ S −→
∪
i∈N

Ai ∈ S.

GMA-UBB Ian Hess Duque
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De�nición 1.5.2. Un espacio medible es un par (X,S), formado por un
conjunto X y una σ-álgebra S de subconjuntos de X. Un subconjunto A ⊂ X
es medible si A ∈ S.

De�nición 1.5.3. Dado un espacio medible (X,S), una medida µ es una
función µ : S → R tal que:

1. µ(A) ≥ 0, ∀A ∈ S.

2. µ(∅) = 0.

3. µ(
∪
i∈N

Ai) =
∑
i∈N

µ(Ai), si Ai ∈ S, Ai ∩ Aj = ∅. (i ̸= j).

1.5.1 Funciones medibles

Proposición 1.5.4. Sea f : X → R. Son equivalentes:

1. {x : f(x) < α} ∈ S, ∀α.

2. {x : f(x) ≤ α} ∈ S, ∀α.

3. {x : f(x) > α} ∈ S, ∀α.

4. {x : f(x) ≥ α} ∈ S, ∀α.

De�nición 1.5.5. Si una cualesquiera de las proposiciones anteriores se
cumple, decimos que f es una función medible.

Teorema 1.5.6. Si f, g son medibles, entonces f + g, c · f y f · g también
son medibles. Además si (fn) es una sucesión de funciones medibles, entonces
sup fn, ı́nf fn, ĺım sup fn y ĺım ı́nf fn, son medibles.

1.6 Espacio dual

En espacios vectoriales de dimensión �nita, es conocido el hecho de que si
{x1, x2, ..., xn} es una base X, entonces el dual algebraico de X de�nido por

GMA-UBB Ian Hess Duque
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X∗ = {f : X → R; f lineal}, tiene dimensión n y el conjunto {f1, f2, ..., fn},
donde fi(xk) = δik, es una base de X∗.

Este es un hecho que será necesario para de�nir el concepto de espacio
dual en espacios normados.

De�nición 1.6.1. Sea X un espacio normado; llamamos espacio dual de X
a:

X ′ = {f : X → R; f es lineal y acotado}.

GMA-UBB Ian Hess Duque
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Capítulo2

Desigualdades Clásicas

En el mundo de las matemáticas podemos encontrar una diversa gama de
desigualdades, sin embargo, hay algunas de estas, que muchos autores las consi-
deran "Desigualdades Clásicas"[7]. Si bien, cada una de estas desigualdades tiene
una aplicación en el campo de la matemática, es de gran importancia estudiar ca-
da una de estas desigualdades clásicas. A continuación veremos algunas de estas
famosas desigualdades, comenzando por la desigualdad de la media arimética-
geométrica, que tiene diversas aplicaciones dentro de la matemática (ver capítulo
4), y además que tiene mucha relación en la aplicación en el campo de medias
y promedios generalizados (ver capítulo 5). Luego, analizaremos la famosa "de-
sigualdad de Young", que nos sirve en primera instancia cuando queremos y/o
intentamos buscar una manera de normar el espacio vectorial Rn. Luego, vere-
mos las conocidas desigualdades de Hölder y Minkoswki, desde dos puntos de
vistas distintos, continuaremos luego con la desigualdad de Cauchy-Schwarz, que
es simplemente un caso particular de la desigualdad de Hölder, pero que nos ser-
virá de gran ayuda en el siguiente capítulo. Luego, para concluir, le daremos un
vistazo a la desigualdad triangular que es muy conocida en el ámbito del análisis
funcional.

21
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2.1 Media aritmética-geométrica.

Si a e b son reales no negativos, entonces (
√
a −
√
b)2 ≥ 0 , de la cual

obtenemos a− 2
√
ab+ b ≥ 0 , o bien, aun más:

a+ b

2
≥
√
ab (2.1)

Otra interpretación sería:

2a+ 2b ≥ 4
√
ab (2.2)

Esta última tiene una interpretación bastante buena; En concreto, supon-
gamos que consideramos el conjunto de todos los rectángulos de área A, y de
lados a y b.(a ̸= b). Dado que A = ab , la desigualdad 2.2, nos dice que un
cuadrado de longitudes s =

√
ab , debe contar con el perímetro más pequeño

entre todos los rectángulos de área A. Equivalentemente, la desigualdad nos
dice que entre todos los rectángulos con perímetro p, el cuadrado de lado
s = p/4 solo alcanza el área máxima. Por lo tanto, la desigualdad 2.2 no es
más que una versión rectangular de la famosa propiedad isoperimétrica del
círculo, que dice que entre todas las regiones planas con perímetro p, el círcu-
lo de circunferencia p tiene el área más grande. Podemos ver claramente que
la desigualdad A-G tiene una vinculación directa en el campo de la simetría
y optimización.

Teorema 2.1.1. Desigualdad de la media aritmética-geométrica. Para
cada sucesión de números a1, a2, .., an (reales no negativos), se tiene :

(a1a2...an)
1/n ≤ a1 + a2 + ...+ an

n
. (2.3)

Demostración: Para n = 2, la desigualdad 2.3 sale directamente de
la forma básica y/o elemental

√
ab ≤ (a + b)/2, la cual discutiamos con
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anterioridad. Podemos ver que la sucesión se puede aplicar dos veces, de esta
forma obtenemos:

(a1a2a3a4)
1/4 ≤ (a1a2)

1/2 + (a3a4)
1/2

2
≤ a1 + a2 + a3 + a4

4
. (2.4)

Esta desigualdad con�rma la conjetura 2.3 cuando n = 4, y la nueva
sucesión 2.4, puede ser utilizada otra vez con

√
ab ≤ (a+b)/2, para encontrar

que:

(a1a2...a8)
1
8 ≤ (a1a2a3a4)

1/4 + (a5a6a7a8)
1/4

2
≤ a1 + a2 + ...+ a8

8
,

lo cual con�rma la conjetura 2.3, para n = 8.

Es evidente que vamos por un buen camino, sin perder el ritmo pode-
mos repetir este argumento k veces (o usar inducción matemática), podemos
deducir que:

(a1a2...a2k)
1/2k ≤ (a1 + a2 + ...+ a2k)

2k
, ∀k ≥ 1. (2.5)

En conclusión, hemos podido demostrar la desigualdad para todo n = 2k,
ahora solo nos faltaría completar los vacíos que quedan entre las potencias
de dos.

El plan natural es tomar un n < 2k y buscar alguna manera de utilizar
los n números a1, a2, ..., an , para tal efecto de�nimos una sucesión mas larga
α1, α2, ..., α2k , a la cual le podemos aplicar la desigualdad 2.5. El descu-
brimiento de una solución efectiva de los valores de la sucesión {αi} puede
requerir un poco de exploración, pero no es probable que se requiera mucho
tiempo para obtener la idea de crear αi = ai para 1 ≤ i ≤ n y ajustando:

αi =
a1 + a2 + ...+ an

n
≡ A para n < i ≤ 2k

En otras palabras, simplemente rellenar la sucesión original {a1 : 1 ≤ i ≤
n} con bastantes copias de la media A obtenemos una sucesión {αi : 1 ≤ i ≤
2k} que tiene una longitud igual a 2k.
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El promedio A está enumerado 2k−n veces en la sucesión de relleno {αi},
ahora, cuando aplicamos la desigualdad 2.5, encontramos:

{
a1a2...an.A

2k−n
}1/2k

≤ a1 + a2 + ...+ an + (2k − n)A

2k
=

2kA

2k
= A

Ahora si despejamos las potencias de A a la mano derecha, tenemos que:

(a1a2...an)
1/2k ≤ An/2k ,

y si después elevamos ambos lados de la potencia a 2k/n, llegamos preci-
samente a nuestro objetivo:

(a1a2...an)
1/n ≤ a1 + a2 + ...+ an

n
. (2.6)

�

Una declaración auto-generalizada.

La desigualdad MA-MG (o simplemente A-G) 2.6, tiene una cualidad de
instructivo auto-generalizado. Casi sin ayuda, se tiene a si misma en camino
hacia un nuevo resultado, el cual cubre casos que se quedaron sin tocar por
el original. Bajo circunstancias normales, esta generalización podría parecer
ser muy fácil para cali�car como un problema y/o desafío, pero el resultado
�nal es muy importante. El problema fácilmente despeja el obstáculo [17].

2.2 Desigualdad de Young.

La primera vez en que nos podemos encontrar con la desigualdad de
Young, es cuando buscamos otras formas de normar el espacio vectorial Rn.
La norma usual de la cual esta provista Rn es la norma euclidiana:
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∥(x1, x2, ..., xn)∥2 =
(

n∑
i=1

|xi|2
)1/2

.

Esta norma satisface la famosa desigualdad triangular:

∥x̄+ ȳ∥2 ≤ ∥x̄∥2 + ∥ȳ∥2 ,

donde x̄ = (x1, x2, ..., xn) e ȳ = (y1, y2, ..., yn), porque se tiene la desigualdad
de Cauchy-Schwarz (ver sección 2.4):

n∑
i=1

|xiyi| ≤
(

n∑
i=1

|xi|2
)1/2( n∑

i=1

|yi|2
)1/2

.

Además de la norma euclidiana, existen otras normas en Rn como la
norma del máximo:

∥(x1, x2, ..., xn)∥∞ = máx{|xi| : i = 1, 2, ..., n},

o también la conocida norma del taxista:

∥(x1, x2, ..., xn)∥1 =
n∑

i=1

|xi|.

Otras normas a considerar, son las de Minkowski, que nos dice si p es un
número real y además mayor a uno, entonces tenemos que:

∥(x1, x2, ..., xn)∥p =
(

n∑
i=1

|xi|p
)1/p

,

es una norma en Rn. La desigualdad del triángulo para las normas de Min-
kowski ya no se puede visualizar de forma geométrica como lo es en el caso
euclidiano (p = 2). Podemos darnos cuenta que ahora es una desigualdad
analítica y que depende de una desigualdad más generalizada de Cauchy-
Schwarz, la cual se conoce como la desigualdad de Hölder (sección 2.3).
Esta nos dice que si p y q son números reales, y además p, q > 1, tal que
1/p+ 1/q = 1, entonces:

n∑
i=1

|xiyi| ≤
(

n∑
i=1

|xi|p
)1/p( n∑

i=1

|yi|q
)1/q

.
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La desigualdad de Hölder, entre muchas otras, se pueden comprobar de
una forma fácil si encontramos la desigualdad adecuada, en este caso comen-
zaremos con la desigualdad de Young.

Teorema 2.2.1. Desigualdad de Young. Si a, b > 0 y 1 < p, q <∞, tal
que 1

p
+ 1

q
= 1 , entonces:

ab ≤ ap

p
+

bq

q
(2.7)

Observación: La igualdad solamente se cumple si ap = bq.

Demostración:Hay diferentes formas de demostrar esta desigualdad, es-
ta vez nos comprometeremos con tres diferentes formas:

1. Con cálculo integral.

2. Usando cálculo diferencial.

3. Apoyándonos de principios básicos y otras desigualdades.

2.2.1 Con cálculo integral.

Demostración: Bajo este punto hemos de considerar primeramente la
grá�ca y = xp−1 sobre el intervalo [0, a]:

GMA-UBB Ian Hess Duque

Universidad del Bío-Bío - Sistema de Bibliotecas - Chile



Capítulo 2 27

Figura 2.1: Prueba de la desigualdad de Young para el caso b ≤ ap−1.

Recordemos que p > 1 y marquemos el intervalo [0, b] sobre el eje y.
Supongamos además que b ≤ ap−1 como en la �gura 2.1.

El área A en la �gura 2.1 es:∫ a

0

y dx =

∫ a

0

xp−1dx =
ap

p
,

mientras que el área B es:∫ b

0

x dy =

∫ b

0

y1/(p−1)dy =
(p− 1)bp/(p−1)

p
=

bq

q
.

La suma de estas dos áreas ciertamente es mayor o igual al área ab que
sería el rectángulo [0, a]× [0, b] y de ahí la desigualdad de Young. La misma
�gura nos sugiere cual es la condición para que se tenga la igualdad en la
desigualdad de Young. Por otro lado, el caso b ≥ ap−1 corresponde a bq−1 ≥ a
y se resuelve de manera similar.

�
La �gura 2.1, nos ayuda a comprender que fácilmente podemos enunciar

la versión de la desigualdad de Young, para una función que sea continua en
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el intervalo [0, a] y que sea estrictamente creciente. Bien la podemos de�nir
como: f : [0, a]→ R es una función y f(0) = 0 entonces:∫ a

0

f(z)dz +

∫ b

0

f−1(z)dz ≥ ab.

2.2.2 Usando cálculo diferencial.

Demostración: Una versión llamativa de la demostración de la desigual-
dad de Young, es mediante la noción de derivada. Para aquello usaremos la
siguiente desigualdad:

tα ≤ αt+ (1− α) si 0 < α < 1 y t > 0. (2.8)

El lado derecho de la desigualdad 2.8, es la ecuación de la recta tangente
a la grá�ca de tα en el punto (1, 1). Notemos que la función g(t) = αt+ (1−
α)−tα tiene un mínimo absoluto en t = 1 y es convexa (cóncava hacia arriba),
luego g(t) ≥ g(1) = 0 y de aquí resulta la desigualdad. Particularmente para
t = ap/bq y α = 1/p, la desigualdad 2.8 nos implica que:

t1/p ≤ 1

p
t+

1

q

por lo cual tenemos al reemplazar:

a

bq/p
≤ 1

p

ap

bq
+

1

q
(2.9)

Notemos algo: bq

bq/p
= bq−

q
p = b , ya que q − q

p
= 1.

Ahora, si multiplicamos 2.9 por bq, obtenemos la desigualdad de Young:

ab ≤ ap

p
+

bq

q
.

�
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2.2.3 Con principios básicos de potencias.

Hemos hecho dos demostraciones de la desigualdad de Young, la primera
usando el cálculo integral y la segunda con cálculo diferencial, pero, ¾Cómo
podríamos comprobarla sin recurrir al cálculo? Partiremos de principios bá-
sicos, usando la de�nición de potencias para números reales.

Demostración: Podemos ver que se cumple que, si t > 1 y 0 < α < 1
entonces:

tα := sup{tq : q ∈ Q, q ≤ α} (2.10)

Para llegar a obtener la de�nición 2.10, se comprueba o bien se de�ne
la existencia, según sea el caso, de las potencias: tα, α ∈ N; tα, α ∈ Z y
tα, α = 1/n, n ∈ N (la raíz n-ésima de t). En gran manera, a pesar de la
extensión naturales de 2.10, a rangos más grandes de t y α , el rango que
eligiremos será solamente para t > 1 y 0 < α < 1 , lo cual será su�ciente
para nuestro trabajo.

Ahora veremos una demostración de la desigualdad de Young, usando
la de�nición de potencia de un número real. El objetivo es deducir 2.8
apropiándonos de una desigualdad elemental; la "Desigualdad de Bernoulli".

Proposición 2.2.2. Desigualdad de Bernoulli: Si x > −1 entonces :

(1 + x)n ≥ 1 + nx , ∀n ∈ N. (2.11)

La desigualdad es fácil comprobarla si x ≥ 0, pues si hacemos la expan-
sión del binomio (1 + x)n, podemos darnos cuenta que el lado derecho de la
desigualdad está compuesto solamente por los dos primeros sumandos del la-
do izquierdo. Para −1 < x < 0 podemos dar respuesta a través de inducción
matemática (de hecho nos sirve para cualquier x > −1 ). Dicho de tal forma,
sea S = {n ∈ N : (1 + x)n ≥ 1 + nx}. Primero, (1 + x)1 = 1 + 1 · x, luego
1 ∈ S. Ahora bien, si k ∈ S, es decir, (1 + x)k ≥ 1 + kx, entonces:

(1 + x)k+1 = (1 + x)(1 + x)k ≥ (1 + x)(1 + kx)

= 1 + (k + 1)x+ kx2 ≥ 1 + (k + 1)x.
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Luego, por el principio de inducción se puede concluir que S = N; entonces
podemos decir que la fórmula nos sirve para todo número natural.

Ya tenemos la información necesaria para la demostración de la desigual-
dad de Young. En los próximos tres pasos la hemos de concretar.

El primer paso para demostrar la desigualdad de Young, lo encontraremos
usando la desigualdad de Bernoulli en la siguiente proposición:

Proposición 2.2.3. Sea m ∈ N y z > −m. Entonces, para todo n ∈ N
con n ≥ m se cumple que :

(
1 +

z

n

)n
≥
(
1 +

z

m

)m
. (2.12)

Hemos de notar que en esta desigualdad aparecen términos de la conocida
sucesión asociada a la función exponencial. No es una mera coincidencia,
pues si recordamos en la desigualdad de Young trabajamos con potencias
reales de números reales. La desigualdad anterior es muy ventajosa, pues nos
lleva de manera casi inmediata a la de�nición de función exponencial y sus
propiedades. La historia nos relata que los términos de la forma

(
1 + z

n

)n
fueron asociados a la función exponencial en primera instancia por Euler,
quién además fue el primero en entender el papel fundamental del número e
y la función exponencial y = ez en el análisis. Euler fue el primero en de�nir
ez como el límite de la sucesión

[(
1 + z

n

)n]
.

La demostración de la proposición anterior es por inducción sobre n. Es
decir, notemos que para todo n ≥ m se cumple que 1 + z

n
> 0. Luego, la

inducción se sigue de la desigualdad de Bernoulli 2.11, en otras palabras:

(1 + x)n+1 ≥ 1 + (n+ 1)x, (2.13)

denotaremos a x como:

x =
−z

(n+ 1)

(
1 +

z

n

)−1

.

Ocupando un poco de álgebra, logramos mostrar que:
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1 + x =

(
1 +

z

n+ 1

)(
1 +

z

n

)−1

> 0,

luego aplicamos 2.13 y también:

1 + (n+ 1)x =
(
1 +

z

n

)−1

.

De esta forma obtenemos la desigualdad:

(1 + x)n+1 ≥
(
1 +

z

n

)−1

.

Al multiplicar ambos lados de la desigualdad por
(
1 + z

n

)n+1
, obtenemos:(

1 +
z

n+ 1

)n+1

≥
(
1 +

z

n

)n
.

Pero además por hipótesis de inducción tenemos que:

(
1 +

z

n

)n
≥
(
1 +

z

m

)m
. (2.14)

El segundo paso es usar la desigualdad anterior para comprobar la de-
sigualdad tα ≤ αt + (1 − α) 2.8. Lo cual teníamos que t ≥ 1 y 0 < α < 1.
Consideremos un número racional m/n ∈ Q, con m/n ≤ α y m < n. Aho-
ra de�nimos z = m(t − 1). Se desprende fácilmente que z > −m y por la
desigualdad 2.14 obtenemos que:

(
1 +

z

n

)n
≥

(
1 +

z

m

)m
(
1 +

m

n
(t− 1)

)n
≥ tm,

por lo tanto:

tm/n ≤ 1 + m
n
(t− 1) ≤ 1 + α(t− 1).

De esta forma, al tomar el supremo se obtiene la desigualdad nombrada
anteriormente:
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tα ≤ αt+ (1− α) .

Ya �nalizando, el tercer y último paso, es observar que si ap ≥ bq entonces
al sustituir t = ap/bq ≥ 1 y α = 1/p en tα ≤ αt + (1 − α) se obtiene
la desigualdad de Young. En caso contrario cuando ap < bq se obtiene de
una manera muy similar, pero ahora usando a t = bq/ap y α = 1/q. Ahora
bien, si hablamos de la igualdad en la desigualdad de Young, ocurre de la
consecuencia de que la igualdad en tα ≤ αt+(1−α) ocurre si y sólo si t = 1.

�

2.3 Desigualdades de Hölder y Minkowski.

En algunos ejemplos de espacios normados la desigualdad triangular (2.5)
se deduce fácilmente de la desigualdad de Minkowski, que probaremos en las
siguientes lineas como una consecuencia de la desigualdad de Hölder.

Antes de comenzar con la demostración, haremos un recordatorio de una
desigualdad que se ocupó en la sección anterior para demostrar la desigual-
dad de Young. Haremos una pequeña extensión de esta que nos ayudará a
demostrar la desigualdad de Minkowski.

Proposición 2.3.1. Sean t, v > 0, 0 < α < 1. Entonces :

tαv1−α ≤ αt+ (1− α)v. (2.15)

Observación:La igualdad es cierta si y sólo si t = v.

Demostración: De�nimos g(h) = (1−α) +αh− hα para h ≥ 0. Ahora,
si derivamos obtenemos: g′(h) = α − αhα−1 que será negativo si h < 1 y
positivo si h > 1. Por lo tanto, el punto h = 1 corresponde a un mínimo.
Como g(h) ≥ g(1) = 0, entonces 1− α+ αh ≥ hα.

Haciendo h = t/v se deduce el resultado (para v ̸= 0). Si v = 0, el
resultado es trivial. �
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Observación:La desigualdad anterior expresa que la media geométrica
es menor o igual a la media aritmética, porque si hacemos α = k/n, 1−α =
(n− k)/n, tenemos tk/n, vn−k/n ≤ kt/n+ (n− k)v/n de donde

n
√

t(k−veces)... tv(n−k)... v ≤ t+ (k)... + t+ v + (n−k)... + v

n
.

Sean (X,S, µ) un espacio medible, f, g : X → [0,∞] funciones medibles,
1 < p <∞ y 1

p
+ 1

q
= 1. Entonces :

Desigualdad de Hölder:∫
X

(fg)dµ ≤
(∫

X

f pdµ

)1/p

·
(∫

X

gqdµ

)1/q

. (2.16)

Desigualdad de Minkowski:

(∫
X

(f + g)pdµ

)1/p

≤
(∫

X

f pdµ

)1/p

+

(∫
X

gpdµ

)1/p

. (2.17)

Desigualdad de Hölder.

Demostración: Llamamos A =
(∫

X
f pdµ

)1/p
, B =

(∫
X
gqdµ

)1/q
, y dis-

tinguimos tres casos:

1. Primer caso: A = 0 (ó B = 0). Como f ≥ 0, f p = 0 c.s. =⇒ f = 0
c.s. =⇒ f · g = 0 c.s. Así pues

∫
X
fgdµ = 0.

2. Segundo caso: A =∞ (ó B =∞). Es evidente que
∫
X
fgdµ ≤ ∞.

3. Tercer caso: 0 < A,B < ∞. Debemos probar que:
∫
X
fgdµ ≤ A · B, o

bien
∫
X

f
A
· g
B
dµ ≤ 1.
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Si aplicamos la desigualdad anterior 2.15 a t = f p/Ap, v = gq/Bq, α =
1/p, 1− α = 1/q, resulta:

f

A
· g
B
≤ 1

p

f p

Ap
+

1

q

gq

Bq
,

la desigualdad es válida ∀x ∈ X. Integrando miembro a miembro, obte-
nemos:

∫
X

f

A

g

B
dµ ≤ 1

pAp
Ap +

1

qBq
Bq = 1,

que es lo que queríamos demostrar. �

Desigualdad de Minkowski.

Demostración: Debido a que (f + g)p = (f + g)(f + g)p−1 = f(f +
g)p−1 + g(f + g)p−1, aplicando la desigualdad 2.16 (Hölder) a cada uno de
los sumandos, tenemos:

∫
X

f(f + g)p−1dµ ≤
(∫

X

fpdµ

)1/p(∫
X

(f + g)q(p−1)dµ

)1/q

(2.18)

∫
X

g(f + g)p−1dµ ≤
(∫

X

gpdµ

)1/p(∫
X

(f + g)q(p−1)dµ

)1/q

(2.19)

Al sumar 2.18 y 2.19, obtenemos lo siguiente:

∫
X

(f + g)pdµ ≤

[(∫
X

f pdµ

)1/p

+

(∫
X

gpdµ

)1/p
](∫

X

(f + g)pdµ

)1/q

,

Debido a que q(p − 1) = p. Si llamamos ahora C =
(∫

X
(f + g)pdµ

)1/q
,

caben los siguientes casos:

1. Primer caso: C = 0 =⇒
∫
X
(f + g)pdµ = 0 y la desigualdad es clara.
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2. Segundo caso: C =∞ =⇒
∫
X
(f + g)pdµ =∞. Como la función y = xp

es convexa,
(

f(x)
2

+ g(x)
2

)p
≤ f(x)p

2
+ g(x)p

2
, de donde:

1
2p
(f + g)p ≤ 1

2
(fp + gp) =⇒ 1

2p

∫
X
(f + g)pdµ ≤ 1

2

[∫
X
f pdµ+

∫
X
gpdµ

]
.

Como
∫
X
(f + g)pdµ =∞, debe ser

∫
X
f pdµ =∞ ó

∫
X
gpdµ =∞.

3. Tercer caso: 0 < C < ∞ =⇒
[∫

X
(f + g)pdµ

]1−1/q ≤
(∫

X
f pdµ

)1/p
+(∫

X
gpdµ

)1/p
, lo que da lugar al resultado deseado.

�

Observaciones:

1. Si X es un conjunto numerable, digamos por comodidad X = N, P (N)
la σ-álgebra formada por los subconjuntos de N, µ : P (N) → [0,∞] la
medida de contar, de�nida por µ(A) = #A, toda aplicación f : N →
[0,∞] es medible, f(n) = |xn|,∫
N
f pdµ =

∫
n∈N{n}

f pdµ =
∑
n∈N

∫
{n}

fpdµ =
∑
n∈N

f(n)p =
∑
n∈N

|xn|p.

Esto permite escribir las desigualdades de Hölder y Minkoswki para
sumas �nitas o series numéricas. Estas Serían:

n∑
i=1

|xiyi| ≤

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

·

(
n∑

i=1

|yi|q
)1/q

,

(
n∑

i=1

|xi + yi|p
)1/p

≤

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

+

(
n∑

i=1

|yi|p
)1/p

.

2. En el caso de p = 1 ó p =∞ se prueban también desigualdades análogas
que quedan de la forma:

n∑
i∈N

|xiyi| ≤
n∑

i∈N

|xi| · sup
i∈N
|yi|,
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sup
i∈N
|xi + yi| ≤ sup

i∈N
|xi|+ sup

i∈N
|yi|.

3. En el caso especí�co de que p = q = 2, la desigualdad de Hölder pasa
a llamarse "desigualdad de Cauchy-Schawrz"(sección 2.4), la que es de
suma importancia en espacios dotados de una estructura geométrica.

Hemos visto las demostraciones de las desigualdades de Hölder y Min-
koswki para un espacio de funciones medibles, pero, tal como decíamos lí-
neas atrás, estas desigualdades también se pueden expresar a través de series
�nitas o sucesiones numéricas. Por tanto es de utilidad también saber las
demostraciones en estos casos.

Otra demostración de la desigualdad de Hölder:

Proposición 2.3.2. Sean x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn ≥ 0 y p, q > 1 con la
condición de que 1

p
+ 1

q
= 1, entonces :

n∑
i=1

xiyi ≤

(
n∑

i=1

xi
p

)1/p

·

(
n∑

i=1

yi
q

)1/q

Demostración:

Según la grá�ca de la �gura 2.1 podemos ver que se cumple:

a · b ≤ A+B (2.20)

Además:

A =

∫ a

0

xp−1dx =

(
xp

p

)
[a,0]

=
ap

p
,

B =

∫ b

0

y
1

p−1dy =

(
xp/p−1

p/(p− 1)

)
[0,b]

=
bp/(p−1)

p/(p− 1)
.

Recordemos que: 1/p + 1/q = 1 =⇒ p/(p− 1) = q, por tanto B =
bq

q
, luego

si reemplazamos en 2.20, obtenemos lo siguiente:
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a · b ≤ ap

p
+

bq

q
(2.21)

Observación: Nótese que la desigualdad 2.21 que se formó en este paso,
es nada más ni nada menos que la desigualdad de Young.

Ahora, hagamos de a y b números �nitos, es decir:

a = µxi , con µ constante positiva, ∀i = 1, 2, ..., n. y,

b = λyi , con λ constante positiva, ∀i = 1, 2, ..., n.

Reemplazando en 2.21, obtenemos el siguiente resultado:

µxi · λyi ≤
(µxi)

p

p
+

(λyi)
q

q
,

haciendo un poco de arreglos algebráicos:

µλ(xiyi) ≤
µp

p
xp
i +

λq

q
yqi

Ahora bien, podemos transcribir la desigualdad anterior como:

µλ
n∑

i=1

xiyi ≤
µp

p

n∑
i=1

(xi)
p +

λq

q

n∑
i=1

(yi)
q (2.22)

Sea: µ =

(
n∑

i=1

(xi)
p

)−1/p

y λ =

(
n∑

i=1

(yi)
q

)−1/q

, ahora reemplazamos

en 2.22:

(
n∑

i=1

(xi)
p

)−1/p( n∑
i=1

(yi)
q

)−1/q n∑
i=1

xiyi ≤
1

p

(
n∑

i=1

(xi)
p

)−1 n∑
i=1

(xi)
p+

1

q

(
n∑

i=1

(yi)
q

)−1 n∑
i=1

(yi)
q

Podemos ver claramente que en el lado derecho de la desigualdad, simple-

mente nos queda 1/p + 1/q = 1, luego se despeja
n∑

i=1

xiyi del lado izquierdo,

dando como resultado la desigualdad deseada. �
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Otra prueba de la desigualdad de Minkowski.

Proposición 2.3.3. Sean x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn ≥ 0 y p > 1, entonces
se cumple que :(

n∑
i=1

(xi + yi)
p

)1/p

≤

(
n∑

i=1

(xi)
p

)1/p

+

(
n∑

i=1

(yi)
p

)1/p

. (2.23)

Demostración: Sabemos que:

(xi + yi)
p = (xi + yi)

p−1(xi + yi)

(xi + yi)
p = xi(xi + yi)

p−1 + yi(xi + yi)
p−1.

Ahora apliquemos las propiedades de las sumatorias, es decir:

n∑
i=1

(xi + yi)
p ≤

n∑
i=1

xi(xi + yi)
p−1 +

n∑
i=1

yi(xi + yi)
p−1, (2.24)

para continuar con la demostración, necesitaremos aplicar la desigualdad de
Hölder a la primera suma de la derecha:

n∑
i=1

xi(xi + yi)
p−1 ≤

(
n∑

i=1

(xi)
p

)1/p( n∑
i=1

(xi + yi)
(p−1)·q

)1/q

,

ahora de forma similar lo hacemos para el segundo sumando de la parte
derecha de 2.24:

n∑
i=1

yi(xi + yi)
p−1 ≤

(
n∑

i=1

(yi)
p

)1/p( n∑
i=1

(xi + yi)
(p−1)·q

)1/q

.

De las dos desigualdades anteriores, obtenemos la siguiente:

n∑
i=1

(xi + yi)
p ≤

(
n∑

i=1

(xi)
p

)1/p( n∑
i=1

(xi + yi)
(p−1)·q

)1/q

+
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(
n∑

i=1

(yi)
p

)1/p( n∑
i=1

(xi + yi)
(p−1)·q

)1/q

n∑
i=1

(xi + yi)
p ≤

(
n∑

i=1

(xi + yi)
(p−1)·q

)1/q
( n∑

i=1

(xi)
p

)1/p

+

(
n∑

i=1

(yi)
p

)1/p
 .

Tengamos presente que 1/p + 1/q = 1, de esto podemos deducir que
(p− 1)q = p. De tal manera:

n∑
i=1

(xi + yi)
p ≤

(
n∑

i=1

(xi + yi)
p

)1/q
( n∑

i=1

(xi)
p

)1/p

+

(
n∑

i=1

(yi)
p

)1/p
 .

Solo nos queda hacer un par de arreglos algebraicos, y ya casi obtendría-
mos nuestra desigualdad deseada.

n∑
i=1

(xi + yi)
p

(
n∑

i=1

(xi + yi)
p

)1/q
≤

(
n∑

i=1

(xi)
p

)1/p

+

(
n∑

i=1

(yi)
p

)1/p

(
n∑

i=1

(xi + yi)
p

)1−1/q

≤

(
n∑

i=1

(xi)
p

)1/p

+

(
n∑

i=1

(yi)
p

)1/p

,

nuevamente usaremos el hecho de que 1/p+1/q = 1, de esta forma si despe-
jamos 1 − 1/q obtenemos que es igual a 1/p, ahora solamente nos quedaría
reemplazar el valor obtenido, y ya está. �
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2.4 Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Un caso particular de la desigualdad de Hölder, es cuando p = q =
2, y esta se llama desigualdad de Cauchy-Schwarz. Esta desigualdad tiene
una gran importancia en los espacios que son dotados de una estructura
algebraica.

n∑
i=1

xiyi ≤

(
n∑

i=1

xi
2

)1/2

·

(
n∑

i=1

yi
2

)1/2

. (2.25)

Es trivial la demostración en esta desigualdad, pues como hemos venido
diciendo, la desigualdad de Cauchy-Scharwz es sólo un caso particular de la
desigualdad de Hölder. En efecto, haremos una demostración simple de esta.

Demostración:
Consideremos la siguiente desigualdad:

(x1 − ty1)
2 + (x2 − ty2)

2 + ...+ (xn − tyn)
2 ≥ 0,

de donde:

(x2
1 + x2

2 + ...+ x2
n)t

2(y21 + y22 + ...+ y2n) ≥ 2t(x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn),

es claro ver que si todos los yi son nulos, se cumple la igualdad. En caso
contrario tomamos:

t =
x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn

y21 + y22 + ...+ y2n
,

luego al reemplazar el valor de t en la desigualdad anterior, y simpli�cando,
obtenemos:

(x2
1 + x2

2 + ...+ x2
n)(y

2
1 + y22 + ...+ y2n) ≥ (x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn)

2,

GMA-UBB Ian Hess Duque

Universidad del Bío-Bío - Sistema de Bibliotecas - Chile



Capítulo 2 41

solo bastaría aplicar raíz cuadrada y se llega fácilmente a la desigualdad
deseada.Recordemos que:

n∑
i=1

xiyi = x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn,

análogamente para

n∑
i=1

x2
i = x2

1 + x2
2 + ...+ x2

n,

y
n∑

i=1

y2i = y21 + y22 + ...+ y2n.

�
Observación: Obviamente la igualdad se dará si y sólo si xi = tyi, para

i = 1, 2, ..., n.

2.5 Desigualdad triangular.

Una de las propiedades más básicas partiendo de la geometría, es la de-
sigualdad triangular, que nos dice claramente que la suma de dos lados de
un triángulo, es mayor o igual al lado restante. Esta famosa desigualdad la
podemos encontrar de forma generalizada en Rn y aún más, nos sirve co-
mo una propiedad fundamental en espacios dotados de una métrcia y por
consiguiente, en espacios normados.

Proposición 2.5.1. Desigualdad triangular. Para todo número real xi e
yi, con i = 1, 2, ...n, se cumple:

n∑
i=1

(xi + yi)
1/2 ≤

(
n∑

i=1

xi

)1/2

+

(
n∑

i=1

yi

)1/2

. (2.26)

Podemos ver claramente que la desigualdad anterior es una consecuencia
inmediata de la desigualdad de Minkowski 2.23.
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Capítulo3

Espacios Lp

El espacio de funciones integrables respecto de una medida arbitraria es un
caso particular de una familia de espacios de funciones integrables, los llamados
espacios Lp [1] que estudiaremos en este capítulo. Los ejemplos que son más
utilizados en los espacios normados son estos famosos espacios Lp. Fueron estos
además los que dieron el impulso al desarrollo de la teoría de espacios de Hilbert
y espacios normados.

43
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3.0.1 Propiedades elementales.

Sea (X,S, µ) un espacio de medida. Es conocido el espacio de funciones
de módulo integrable, representado por:

L1 = {f : X → C : f medible y

∫
X

|f |dµ <∞}.

Si ahora hacemos 1 ≤ p <∞, de�nimos análogamente el espacio de funciones
de potencia p-ésima integrable, como:

Lp(µ) = {f : X → C : f medible y

∫
X

|f |pdµ <∞}.

En este conjunto de�nimos la aplicación ∥ · ∥p : Lp(µ) → R por ∥f∥p =
(
∫
X
|f |pdµ)1/p, es evidente que Lp(µ) = {f : X → C : f medible y ∥f∥p <

∞}.

En el caso de p = ∞ procedemos de una forma un tanto diferente: Si
g : X → C es una función medible, también es medible |g|; sabemos que
∀α ∈ R, |g|−1(α,∞] es medible y podemos de�nir el conjunto:

S = {α ∈ R : µ(|g|−1(α,∞]) = 0}.

Se le llama supremo esencial de |g| a ∥g∥∞ = ı́nf S, cuando S ̸= ∅, y
∥g∥∞ =∞, cuando S = ∅. Probemos en primer lugar la existencia de dicho
ín�mo; para tal efecto hemos de probar que 0 es una cota inferior de S:

Bajo tal punto, si existiera α ∈ S tal que α < 0, entonces de la inclusión
[0,∞] ⊂ (α,∞] se deduce que:

|g|−1[0, α] ⊂ |g|−1(α,∞] =⇒ µ(X) = µ(|g|−1[0,∞]) ≤ µ(|g|−1(α,∞]) = 0

=⇒ µ(X) = 0,

lo cual sería absurdo.

De lo anterior, podemos de�nir el espacio:

L∞(µ) = {f : X → C : medible y ∥f∥∞ <∞},
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que llamaremos espacio de las funciones medibles esencialmente acotadas.

Una caracterización del supremo esencial la proporciona el siguiente lema:

Lema 3.0.2. Dada f : X → C medible, se tiene :

|f(x)| ≤ λ para casi todo x⇐⇒ ∥f∥∞ ≤ λ.

En consecuencia, |f(x)| ≤ ∥f∥∞, para casi todo x, haciendo λ = ∥f∥∞ y
∥f∥∞ es la mínima cota superior (c.s.) de |f |.

Demostración:
Supongamos que |f | ≤ λ c.s., es decir |f(x)| ≤ λ, ∀x ∈ Ac con µ(A) = 0.

Entonces, si |f(x)| > λ, es x ∈ A y

|f |−1(λ,∞] ⊂ A =⇒ µ(|f |−1(λ,∞]) ≤ µ(A) = 0 =⇒ λ ∈ S y ∥f∥∞ ≤ λ.

Recíprocamente, suponiendo que ∥f∥∞ ≤ λ, veamos que |f | ≤ λ c.s.. lo
que equivale a probar que µ(A) = 0, siendo A = {x : |f | > λ}.

Por hipótesis, existe α ∈ S tal que α ≤ λ pues si fuese α > λ, ∀α ∈ S, λ sería
cota inferior de S y λ < ∥f∥∞, lo que sería absurdo. Entonces:

A = |f |−1(λ,∞] ⊂ |f |−1(α,∞] =⇒ µ(A) ≤ µ(|f |−1(α,∞]) = 0.

�

Aplicando las desigualdades de Hölder y Minkowski, se prueban los siguientes
resultados.

Proposición 3.0.3. Sean p, q tales que 1/p+1/q = 1, (p, q se les denomina
exponentes conjugados), con 1 < p, q ≤ ∞. Si f ∈ Lp(µ) y g ∈ Lq(µ),
entonces se comprueba que fg ∈ L1(µ) y

∫
X
|fg|dµ = ∥fg∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥q.
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Demostración: Si p = 1, formalmente q = +∞ y entonces:∫
X

|fg|dµ =

∫
X

|f | · |g|dµ

≤ ∥g∥∞
∫
X

|f |dµ = ∥f∥1∥g∥∞

Análogamente, la desigualdad se cumple para q = 1 y p = +∞.

Ahora, si 1 < p < ∞, simplemente debemos dirigirnos a la desigualdad
de Hölder, es decir, tenemos que:

∫
X

|fg|dµ =

∫
X

|f |·|g|dµ ≤
(∫

X

|f |pdµ
)1/p

·
(∫

X

|g|qdµ
)1/q

= ∥f∥p∥g∥ <∞.

�

Proposición 3.0.4. Lp es un espacio vectorial sobre C y ∥ · ∥p es una
seminorma para todo 1 ≤ p ≤ ∞.

Demostración: Tenemos varios casos que estudiar, para llevar un mejor
orden, los estudiaremos individualmente.

1. Supongamos que 1 ≤ p <∞ y sean f, g ∈ Lp. Se tiene:

|f + g|p ≤ (|f |+ |g|)p

≤ (2máx{|f |, |g|})p

≤ 2p (|f |p + |g|p) ,

de donde: ∫
X

|f + g|pdµ ≤ 2p
∫
X

|f |pdµ+ 2p
∫
X

|g|pdµ <∞,

y por consiguiente (f + g) ∈ Lp.

2. Analicemos el caso cuando p = ∞. Sabemos que |f | ≤ ∥f∥∞ y que
|g| ≤ ∥g∥∞ c.s., entonces obviamente ocurre que |f + g| ≤ |f | + |g| ≤
∥f∥∞ + ∥g∥∞ c.s., (o por desigualdad triangular). Esto nos conlleva a
que ∥f∥∞ + ∥g∥∞ es cota superior esencial de |f + g|. Al ser ∥f + g∥∞
la mínima, entonces podemos deducir que ∥f + g∥∞ ≤ ∥f∥∞ + ∥g∥∞.
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�
Observación: En general no podemos comprobar que ∥·∥p es una norma,

ya que no se veri�ca que ∥f∥p = 0 −→ f(x) = 0, ∀x ∈ X. Sin embargo,
cuando vemos el caso de las funciones continuas en un intervalo [a, b], X =

C[a, b], ∥f∥1 =
∫ b

a
|f(x)|dx = 0 −→ f = 0. También en los espacios ℓp es

una norma.

Proposición 3.0.5. Si 1 ≤ p < ∞, entonces (Lp, ∥ · ∥p) es un Espacio de
Banach.

Demostración: Analicemos dos casos:

1. Supongamos primero que p =∞. Sea (fn)n∈N una sucesión de Cauchy
en L∞(µ). En efecto, ∥fn − fm∥∞ < ε, ∀ n,m > N(ε)

Si Am,n = {x : |fn(x)−fm(x)| ≥ ∥fn−fm∥∞+ε}, resulta que µ(Am,n) =
0, se observa que, si A =

∪
m,nAm,n, entonces µ(A) = 0, es decir es

de medida cero. Esto nos implica que (fn(x))n∈N es uniformemente
convergente en E \ A.

Si de�nimos f(x) =

{
ĺım fn(x), si x ∈ E \ A;
0, si x ∈ A.

, se ve inmediatamen-

te que ĺım ∥fn − f∥∞ = 0, ya que:

|f(x)− fm(x)| = | ĺım
n

fn(x)− fm(x)|

= ĺım
n
|fn(x)− fm(x)|

c.s.

≤ ĺım
n
∥fn − fm∥∞ + ε < 2ε, ∀m,n ≥ N.

Por lo tanto podemos ver que 2ε es cota superior esencial de f − fm,
de modo que ∥f − fm∥∞ < 2ε, ∀m ≥ N −→ f − fm ∈ L∞(µ) −→ f ∈
L∞(µ) y fm → f en L∞(µ).

2. Ahora analicemos el caso cuando 1 ≤ p <∞.

Sea (fn)n∈N una sucesíon de Cauchy en Lp. Consideremos un ε = 1/2i,
de lo anterior sabemos que existe un n que depende de i, tal que ∥fn−
fm∥p < 1/2i, ∀n,m ≥ ni. Ahora podemos extraer una subsucesión
(fni

)k≥1 tal que ∥fni+1
− fni

∥ < 1/2i, ∀i.
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Llamamos ahora gk =
k∑

i=1

|fni+1
− fni

| y g =
∞∑
i=1

|fni+1
− fni

|. Debido a

que |fni+1
− fni

| ∈ Lp(µ), se deduce que gk ∈ Lp(µ). De esta forma,

∥gk∥p =

(∫
X

|gk|pdµ
)1/p

=

[∫
X

(
k∑

i=1

|fni+1
− fni

|

)p

dµ

]1/p

≤
k∑

i=1

[∫
X

|fni+1
− fni

|pdµ
]1/p

=
k∑

i=1

∥fni+1
− fni

∥p <
k∑

i=1

1

2i
< 1.

Como además ĺımk |gk| = g, también el ĺımk |gk|p = |g|p y deducimos
que:

∫
X

|g|pdµ =

∫
X

|gk|pdµ ≤ ĺım
k

ı́nf

∫
X

|gk|pdµ ≤ 1 −→ ∥g∥p ≤ 1,

por lo que |g|p es �nita cota superior, y además g(x) <∞c.s.

Lo anterior indica que la serie
∑

i≥1(fni+1
− fni

) es totalmente con-
vergente c.s., así como también lo es la serie fn1 +

∑
i≥1(fni+1

− fni
).

De�nimos:{
fn1(x) +

∑
i≥1(fni+1

(x)− fni
(x)), si x ∈ Ac;

0, si x ∈ A.
, donde µ(A) = 0.

Debido a que fn1 +
k−1∑
i=1

(fni+1
−fni

) = fnk
, resulta que f(x) = ĺımi fni

(x)

c.s.. Veamos que fn → f y que f ∈ Lp(µ). Dado ε > 0, sabemos

entonces que ∃N tal que ∥fn − fm∥p < ε, ∀n,m ≥ N . Si tomamos un
m ≥ N , tenemos:

∥f − fm∥pp =

∫
X

|f − fm|pdµ =

∫
X

| ĺım
i
fni
− fm|pdµ =

∫
X

ĺım
i
|fni
− fm|pdµ

≤ ĺım
i
ı́nf

∫
X

|fni
− fm|pdµ = ĺım

i
ı́nf ∥fni

− fm∥pp ≤ εp,
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Tomando ni ≥ N . Esto nos implica que f − fm ∈ Lp(µ) y en conse-
cuencia f ∈ Lp(µ) debido a que f = (f − fm) + fm. Por otro lado, al
ser ∥f − fm∥p ≥ ε, ∀m ≤ N , la sucesión, original converge a f .

�

3.0.2 Re�exividad.

Sea E un espacio normado, E ′ su dual dotado de la norma

∥f∥ = sup
∥x∥≤1

|⟨f, x⟩| = sup
∥x∥=1

|⟨f, x⟩|

E ′′ su bidual, i.e., dual de E ′; dotado de la norma:

∥f∥ = sup
∥x∥≤1

|⟨ξ, x⟩| = sup
∥x∥=1

|⟨ξ, x⟩|,

con f ∈ E ′.

La aplicación:

J : E −→ E ′′

x −→ Jx ,

luego,

Jx : E ′ −→ R
f −→ ⟨Jx, f⟩ = ⟨f, x⟩ ,

∀x ∈ E, ∀f ∈ E ′, se llama inyección canónica.

1. J es lineal: Si x, y ∈ E, se tiene que demostrar que para todo α ∈ R,

Jαx+y = αJx + Jy.
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Demostración: Para todo f ∈ E ′:

⟨Jαx+y, f⟩ = ⟨f, αx+ y⟩ = ⟨f, αx⟩+ ⟨f, y⟩
= α⟨f, x⟩+ ⟨f, y⟩
= αJxf + Jyf

= ⟨αJx + Jy, f⟩ ,

luego, Jαx+y = αJx + Jy. �

2. J es una isometría: Se tiene que demostrar que:

∥J∥ = ∥x∥, ∀x ∈ E.

Demostración: Es fácil ver que :

∥Jx∥ = sup
∥f∥≤1

|⟨Jx, f⟩| = sup
∥f∥≤1

|⟨f, x⟩| = ∥x∥.

�

3. J es inyectiva: es decir, si x ̸= y =⇒ Jx ̸= Jy.

Demostración: En efecto, si x ̸= y, entonces:

∥x∥ ̸= ∥y∥ =⇒ ∥Jx∥ = ∥x∥ ̸= ∥y∥ = ∥Jy∥ =⇒ Jx ̸= Jy.

�

Observaciones:

1. Mediante J , siempre se puede identi�car a E con un subespacio de E ′′.

2. J no es necesariamente sobreyectivo.

De�nición 3.0.6. Sea E un espacio normado y J : E −→ E ′′ la inyección
canónica. Se dice que E es re�exivo si J(E) = E ′′.

Cuando E es re�exivo se identi�ca implícitamente E con E ′′ (con ayuda
del isomor�smo J). En la de�nición de espacio re�exivo es importante usar
J .
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De�nición 3.0.7. Se dice que un espacio de Banach E es uniformemente
convexo si ∀ε > 0, ∃δ > 0, tal que:

x, y ∈ E, ∥x∥ ≤ 1, ∥y∥ ≤ 1, ∥x− y∥ > ε =⇒
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ < 1− δ.

Ejemplos:

(a) E = R2, es uniformemente convexa.

(b) ∥x∥2 = (x2
1 + x2

2)
1/2

, no es uniformemente convexa.

Observación: Nótese que ∥ · ∥1 y ∥ · ∥2, son equivalentes.

Proposición 3.0.8. Todo espacio de Banach uniformemente convexo es re-
�exivo.

Teorema 3.0.9. Desigualdad de Clarkson: Para todo f, g ∈ Lp, con 2 ≤
p <∞ se cumple :

∥∥∥∥f + g

2

∥∥∥∥p
p

+

∥∥∥∥f − g

2

∥∥∥∥p
p

≤
∥∥∥∥∥f∥pp + ∥g∥pp2

∥∥∥∥ .
Proposición 3.0.10. Lp es reflexivo para 1 < p <∞.

Demostración: Primero demostraremos que Lp es re�exivo para 2 ≤
p < ∞. En efecto, dado un ε > 0 y consideremos f, g ∈ Lp, tal que ∥f∥ ≤
1, ∥g∥ ≤ 1, y ∥f − g∥p > ε, usando la desigualdad de Clarkson se deduce
que: ∥∥∥∥f + g

2

∥∥∥∥p
p

≤
∥∥∥∥∥f∥pp + ∥g∥pp2

∥∥∥∥− ∥∥∥∥f − g

2

∥∥∥∥p
p

< 1−
(ε
2

)p
,

y entonces: ∥∥∥∥f + g

2

∥∥∥∥
p

< 1−
(
1−

(ε
2

)p)1/p
= 1− δ.
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Por consiguiente, Lp es uniformemente convexo, y por tanto re�exivo.

Ahora veremos que Lp es re�exivo para 1 < p ≤ 2. Para aquello, conside-
remos el operador:

T : Lp −→ (Lq)′

u −→ Tu,

luego

Tu : Lq −→ R

f −→ ⟨Tu, f⟩ =
∫

uf,

por la desigualdad de Hölder, se tiene:

|⟨Tu, f⟩| ≤
∫
|u||f | ≤ ∥u∥p∥f∥p, (3.1)

y entonces:

∥Tu∥(Lq)′ = sup
f∈Lq

|⟨Tu, f⟩|
∥f∥q

.

Por otro lado, hagamos:

f0(x) =

{
u(x)p−2u(x), si u(x) ̸= 0;
0, si u(x) = 0.

se tiene que:

1. f0 ∈ Lq y

∫
|f0(x)|qdx =

∫
|u(x)|q|u(x)|q(p−2)dx

=

∫
|u(x)|q(p−1)dx

=

∫
|u(x)|pdx <∞.

en vista que u ∈ Lp.
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2. ∥f0∥q = ∥u∥p−1
p

∥f0∥ =

(∫
|f0(x)|qdx

)1/q

=

(∫
|u(x)|pdx

)1/q

=

(∫
|u(x)|pdx

)(p−1)/p

=

{(∫
|u(x)|pdx

)1/p
}p−1

= ∥u∥p−1
p

3. |⟨Tu, f0⟩| = ∥u∥pp

⟨Tu, f0⟩ =

∫
uf0dx

=

∫
u(x)|u(x)|p−2u(x)dx

=

∫
|u(x)|pdx

= ∥u∥pp,

entonces, se deduce de (2) y (3) que:

∥Tu∥(Lq) = sup
f∈Lq

⟨Tu, f⟩
∥f∥q

≥ |⟨Tu, f0⟩|
∥f0∥q

=
∥u∥pp
∥u∥p−1

p

= ∥u∥p. (3.2)

Luego al comparar 3.1 y 3.2, se obtiene:

∥Tu∥(Lq)′ = ∥u∥p.

�
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Proposición 3.0.11. Teorema de representación de Riesz: Sea 1 <
p <∞ y sea ϕ ∈ (Lp)′. Entonces existe una única u ∈ Lq tal que:

⟨ϕ, f⟩ =
∫

uf, ∀f ∈ Lp,

además se veri�ca:

∥u∥q = ∥ϕ∥(Lp)′ .

Observaciones:
Sea 1 ≤ p ≤ ∞ y q tal que 1/p+1/q = 1. Tomemos g ∈ Lq, y de�namos:

Fg : L
p −→ R

f −→ Fg(f) =

∫
fg, ∀f ∈ Lp.

1. Fg, es obviamente lineal.

2. Se veri�ca la siguiente desigualdad:

|Fg(f)| ≤
∫
|fg| ≤ ∥g∥q∥f∥p,

es decir, Fg es continua.

En conclusión, cada g ∈ Lq determina un elemento Fg en (Lp)′, dual de
Lp. Esto lo indicamos por:

F : Lq −→ (Lp)′

g −→ Fg.

Recíprocamente, el teorema de Riesz dice que si 1 < p < ∞, también es
válido para p = 1, y F ∈ (Lp)′, entonces existe un único g ∈ Lq, tal que:

F (f) =

∫
fg ∀f ∈ Lp.

Debido a estos resultados, existe una biyección entre Lq y su dual (Lp)′,
permitiendo la identi�cación entre ambos.
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(Lp)′ = Lq.

Demostración: Se de�ne el operador:

τ : Lq −→ (Lp)′

u −→ τu,

luego:

τu : Lp −→ R

f −→ ⟨τu, f⟩ =
∫

uf.

Procederemos de una forma similar a la demostración de la proposición
anterior, i.e., se tiene:

∥τu∥(Lp)′ = ∥u∥q, ∀u ∈ Lq.

Probaremos que τ es sobreyectivo. Hagamos E = τ(Lq); E es un subes-
pacio cerrado de (Lp)′, por ser Lp completo y τ una isometría. Deseamos
demostrar que E = τ(lq) = (Lp)′. Asumamos que E es un subespacio que no
es igual a (Lp)′. De ser así, existe un funcional Φ ∈ (Lp)′′ tal que Φ es igual a

cero en E pero no es el funcional nulo. Como Lp es re�exivo, T (Lp) = (Lp)′′,
entonces existe u ∈ Lp tal que Tu = Φ, es decir:

⟨Tu, F ⟩ = ⟨Φ, F ⟩ ∀F ∈ (Lp)′.

En particular, para F ∈ E  (Lp)′ existe v ∈ Lq tal que τv = F , o sea:

⟨τv, u⟩ = ⟨F, u⟩ =
∫

vu,

pero ⟨Φ, F ⟩ = 0, ∀F ∈ τ(Lq), entonces:∫
vu = 0 ∀v ∈ Lq,

se concluye que u = 0 eligiendo v = |u|p−2u. Entonces:
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Φ(F ) = F (u) = 0, ∀F ∈ (Lp)′′,

es decir, todo funcional que se anula en E = τ(Lq), debe ser igual al funcional
nulo →←. De esta manera τ(Lq) = (Lp)′. �

De�nición 3.0.12. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H dotado
de un producto escalar (u, v) y que es completo para la norma (u, u)1/2. En
un espacio de Hilbert se cumple:

1. La desigualdad de Cauchy-Schwarz:

|(u, v)| ≤ (u, u)1/2(v, v)1/2, ∀u, v ∈ H.

2. La identidad del Paralelogramo:

∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥2+∥∥∥∥u− v

2

∥∥∥∥2 = 1

2

(
∥u∥2 + ∥v∥2

)
, ∀u, v ∈ H, donde ∥u∥ = (u, u)1/2.

Ejemplo:
El espacio L2(X) dotado del producto escalar:

(u, v)2 =

∫
X

uvdµ ,

es un espacio de Hilbert.

Proposición 3.0.13. Todo espacio de Hilbert H es uniformemente convexo,
y por tanto re�exivo.

Demostración:
Sea ε > 0, u, v ∈ H tales que ∥u∥ ≤ 1, ∥v∥ ≤ 1 y ∥u− v∥ > ε. En virtud

de la identidad del paralelogramo, se tiene:∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥2 < 1− δ, y entonces

∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥ < 1− δ, con

δ = 1−
(
1− ε2

4

)1/2

> 0.

�
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De�nición 3.0.14. Se dice que una forma bilineal:

a : H ×H −→ R
(u, v) −→ a(u, v), es :

1. Continua si existe una constante c tal que:

|a(u, v)| ≤ c∥u∥∥v∥, ∀u, v ∈ H.

2. Coercitiva si existe una constante α > 0 tal que:

a(v, v) ≥ α∥v∥2, ∀v ∈ H.

Proposición 3.0.15. Teorema de Stampacchia. Sea a(u, v) una forma
bilineal continua y coercitiva. Sea k un conjunto convexo, cerrado y no vacío.

Dado φ ∈ H, existe un único u ∈ K, tal que:

a(u, u− v) ≥ ⟨φ, u− v⟩, ∀v ∈ K.

Además, si a es simétrica, entonces u se caracteriza por la propiedad:

 u ∈ K ;
1

2
a(u, v)− ⟨φ, u⟩ = mı́n

v∈K

{
1

2
a(v, v)− ⟨φ, v⟩

}
.

Proposición 3.0.16. Teorema de Lax - Milgram. Sea a(u, v) una forma
bilineal continua y coercitiva. Entonces para todo φ ∈ H ′ existe un único
u ∈ H tal que:

a(u, v) = ⟨φ, u⟩, ∀v ∈ H. (3.3)

Además, si a es simétrica, entonces u se caracteriza por la propiedad:

 u ∈ H ;
1

2
a(u, v)− ⟨φ, u⟩ = mı́n

v∈H

{
1

2
a(v, v)− ⟨φ, v⟩

}
.

(3.4)
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Observación: El teorema de Lax - Milgram es una herramienta sencilla y
e�caz para la resolución de ecuaciones lineales elípticas en derivadas parciales
[4]. Es interesante observar la relación entre la ecuación 3.3 y el problema de
minimización 3.4. En la terminología del Cálculo de variaciones. La ecuación
3.3 es ni nada más ni nada menos que la ecuación de Euler del problema de
minimización 3.4. Obsérvese también, sobre esto, que la ecuación 3.3 aparece
cuando se escribe "F ′(u) = 0", donde F (v) = 1

2
a(v, v)− ⟨φ, v⟩.
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Capítulo4

Aplicaciones de las desigualdades

clásicas

En este capítulo veremos algunas aplicaciones y/o problemas de algunas de
las desigualdad vistas en el capítulo 2. Podremos ver que estas desigualdad
clásicas pueden ser aplicadas en diversas ramas de las matemática. Analizaremos
y daremos solución a problemas que fueron expuestos en algunas olimpiadas de
matemáticas. Especialmente en este capítulo aplicaremos la desigualdad de la
media aritmética-geométrica (AG) que tiene aplicaciones bastante buenas en el
área de la geometría como comentabamos en el capítulo anterior, la desigualdad
de Minkowski y la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
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Veíamos en el comienzo del capítulo 2, que si tenemos dos reales x e y no
negativos entonces obviamente se cumple que (

√
x−√y)2 ≥ 0. Al desarrollar

obtenemos que x− 2
√
xy + y ≥ 0, o escrito de otra forma:

x+ y

2
≥ √xy.

La desigualdad anterior nos dice que la Media Aritmética A = (x+ y)/2
de dos números reales no negativos, es mayor o igual que la media geométrica
G =

√
xy (ver sección 2.1). Otras medias que son importantes y que han

sido estudiadas por diversos autores son las siguientes:

Armónica H =
2xy

x+ y

Logarítmica L =
y − x

ln y − lnx

Cuadrática C =

(
x2 + y2

2

)1/2

Se puede ver fácilmente que se cumple C ≥ A ≥ G ≥ H, y que la igualdad
en todas se da solamente si x = y. En el próximo capítulo se hará un estudio
más profundo sobre algunas de estas medias, las cuales tienen propiedades
bastante buenas, y se intentará asociar una función a estas. Mientras tanto, el
objetivo de este capítulo como bien decíamos, es poder darle algunas aplica-
ciones a las desigualdades clásicas trabajadas en el capítulo 2. Para comenzar
daremos un ejemplo para entrar en con�anza con estas aplicaciones.

Ejemplo 4.0.17. Sean a, b, c lados de un triángulo, y Ω su área. Probar que:

a2 + b2 + c2 ≥ 4
√
3Ω.

Demostración: Hay numerosas soluciones para este ejemplo, en este
caso, vamos a resolverlo con los recursos más elementales. Tenemos que exa-
minar dos casos:

1. Un primer caso sería si el triángulo fuese equilátero, pues la solución
en tal caso, será trivial, pues a = b = c y por lo tanto su altura sería
de a
√
3/2 y su área a2

√
3/4, en este caso se cumpliría la igualdad.
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2. Ahora examinemos el caso para un triángulo cualquiera. Supongamos
que a es el lado mayor y sea P el pie de la altura trazada desde el
vértice A. Ahora, sea x = BP − a/2 y por lo tanto BP = a/2 + x y
PC = a/2− x. Sea y = ha − a

√
3/2 (donde ha = y + a

√
3/2). La idea

de introducir x e y, es que estas cantidades representan la desviación
del triángulo respecto a uno equilátero [13]. Entonces , si aplicamos el
Teorema de Pitágoras a los triángulos ABP y APC, tenemos:

a2 + b2 + c2 − 4Ω
√
3 = a2 +

(a
2
+ x
)2

+
(a
2
− x
)2

+ 2h2
a − 2a

√
3ha

=
3

2
a2 + 2x2 + 2ha(ha − a

√
3)

=
3

2
a2 + 2x2 + 2

(
a

√
3

2
+ y

)(
−a
√
3

2
+ y

)
=

3

2
a2 + 2x2 + 2y2 − 3

2
a2 = 2(x2 + y2) ≥ 0.

Esto prueba la desigualdad y obviamente si x = y = 0 se nos cumple
la igualdad, vale decir cuando el triángulo es equilátero.

�

A continuación un problema presentado en la Olimpiada Internacional de
Matemática (OIM) en el año 1964.

Problema 4.0.18. Sean a, b y c los lados de un triángulo. Probar que:

a2(−a+ b+ c) + b2(a− b+ c) + c2(a+ b− c) ≤ 3abc. (4.1)

Demostración: en primera instancia tenemos que:

(−a+ b+ c)(a− b+ c)(a+ b− c) = (−a+ b+ c)(a2 − (b− c)2)

= a2(−a+ b+ c) + a(b− c)2 − (b2 − c2)(b− c)

= a2(−a+ b+ c) + b2(a− b+ c) + c2(a+ b− c)− 2abc,

la desigualdad propuesta es equivalente a:
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(−a+ b+ c)(a− b+ c)(a+ b− c) ≤ abc. (4.2)

Sabemos que los tres factores del lado izquierdo de la desigualdad son
positivos (por ser lados de un triángulo o desigualdad triangular), entonces
aplicando la desigualdad A-G, obtenemos:

(−a+ b+ c)(a− b+ c) ≤
(
−a+ b+ c+ a− b+ c

2

)2

= c2,

y análogamente

(a− b+ c)(a+ b− c) ≤ a2,

(−a+ b+ c)(a+ b− c) ≤ b2,

luego, al multiplicar estas tres desigualdades y al extraer la raíz cuadrada,
queda probada la desigualdad 4.2. La igualdad se da solamente si a = b = c.

Cabe señalar que en realidad 4.1 y 4.2 valen para reales no negativos
cualesquiera. En efecto, si dos de los factores del lado izquierdo de 4.2 fuesen
negativos, sumándoles se llega a que a, b o c, es negativo, lo cual sería absurdo.
Por lo tanto a lo sumo uno de los tres factores puede ser negativo. Acabamos
de probar que si ninguno de los tres factores son negativos, la desigualdad es
cierta. Pero, si uno es negativo y los otros dos no fuesen negativos, el lado
izquierdo es no positivo y el derecho no negativo, por lo cual también se
cumpliría la desigualdad. �

Problema 4.0.19. Sean a, b, c reales positivos. Probar que:(
1 +

a

b

)(
1 +

b

c

)(
1 +

c

a

)
≥ 2

(
1 +

a+ b+ c
3
√
abc

)
Demostración: Desarrollando el lado izquierdo y simpli�cando la de-

sigualdad, se reduce a:

a+ b

c
+

b+ c

a
+

a+ c

b
≥ 2

(
a+ b+ c

3
√
abc

)
.

Escribiendo (a+ b)/c como (a+ b+ c)/c−1, y procediendo análogamente
con los otros dos términos del lado izquierdo, entonces podemos rescribir esta
desigualdad como:
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(a+ b+ c)

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
− 3 ≥ 2

(
a+ b+ c

3
√
abc

)
,

pero si aplicamos AG, se tiene:

(a+ b+ c)

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
≥ 3

(
a+ b+ c

3
√
abc

)
= 2

(
a+ b+ c

3
√
abc

)
+

(
a+ b+ c

3
√
abc

)
≥ 2

(
a+ b+ c

3
√
abc

)
+ 3.

�

Los siguientes dos problemas se presentarón en APMO (Asian Paci�c
Mathematics Olympiad) en el año 2003:

Problema 4.0.20. Para a, b, c longitudes de los lados de un triángulo con
perímetro uno, y n ∈ N; n > 1, mostrar que:

(an + bn)1/n + (bn + cn)1/n + (cn + an)1/n < 1 +
21/n

2
.

Demostración: Recordemos que a, b, c son las longitudes de los lados
de un triángulo si y sólo si existen números positivos x, y, z con a = y + z,
b = z+ x y c = x+ y. Como a+ b+ c = 1, se tiene que x+ y+ z = 1

2
. Ahora

usemos la desigualdad de Minkowski 2.23, para obtener:

(an + bn)1/n = [(y + z)n + (z + x)n]1/n ≤ (xn + yn)1/n + (2zn)1/n < c+
n
√
2z,

análogamente para:

(bn + cn)1/n < a+
n
√
2x,

y
(cn + an)1/n < b+

n
√
2y.

Por lo tanto:

(an+bn)1/n+(bn+cn)1/n+(cn+an)1/n < a+b+c+
n
√
2(x+y+z) = 1+

n
√
2

2
.

�
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Problema 4.0.21. Dada n > 2 y números reales x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xn, muestre
que: (∑

i,j

|xi − xj|

)2

≤ 2

3
(n2 − 1)

∑
i,j

(xi − xj)
2,

donde la igualdad se da si y sólo si x1, x2, ..., xn forman una progresión ari-
mética.

Demostración: Notemos primero que si se restringe las sumas con i <
j, entonces ellas suman la mitad. La suma de la izquierda está elevada al
cuadrado y la suma de la derecha no, entonces la desigualdad deseada con
sumas restringidas a i < j, tiene 1/3 en lugar de 2/3, en el lado derecho.
Considere las sumas de todos los |xi − xj|, con i < j. El término x1 aparece
en n − 1 términos con signo negativo, x2 aparece en un término con signo
positivo y en n−2 términos con signo negativo, y así sucesivamente. Entonces,
se obtiene que:

−(n− 1)x1 − (n− 3)x2 − (n− 5)x3 − ...− (n− 1)xn =
∑

(2i− 1− n)xi.

Ahora, podemos usar la desigualdad de Cauchy-Schwarz ( 2.25) para mos-
trar que el cuadrado de esta suma es menor que

∑
x2
i

∑
(2i−1−n)2. Analizan-

do la suma del otro lado de la desigualdad deseada, observe inmediatamente
que es n

∑
x2
i − (

∑
xi)

2. Nos gustaría que desapareciera el segundo término,
pero esto es fácil, ya que si suma h a cada xi, las sumas en la desigualdad
deseada no se veen afectadas, ya que ellas usan sólo diferencias de xi. Luego,
podemos escoger h tal que

∑
xi sea cero. Luego, la demostración se termina

si se puede mostrar que
∑

(2i− 1− n)2 = n(n2−1)
3

:

∑
(2i− 1− n)2 = 4

∑
i2 − 4(n+ 1)

∑
i+ n(n+ 1)2

=
2

3
n(n+ 1)(2n+ 1)− 2n(n+ 1)2 + n(n+ 1)2

=
1

3
n(n+ 1)[2(2n+ 1)− 6(n+ 1) + 3(n+ 1)]

=
1

3
n(n2 − 1).

Con lo cual se obtiene la desigualdad que se quería. �
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Capítulo5

Funciones asociadas a medias y

promedios generalizados

Conocemos bastante acerca de algunas/os medias y o promedios que se ca-
racterizan por representar cierta cantidad de datos. Durante toda nuestra ense-
ñanza, comenzando de muy pequeños, nos han enseñado a sacar el "promedio
de notas", ya sea en la escuela, colegio y/o universidad; este famoso promedio
que hemos llevado por largos años, es nada más ni nada menos que la famosa
"media aritmética". Sin embargo, la media aritmética (MA), es solamente una
de las muchas medias (promedios) que existen en las matemáticas. Por ejemplo,
hemos visto en los dos capítulos anteriores la media geométrica (MG), y su re-
lación con la MA. También existe el promedio generalizado de Hölder, y una de
las más estudiadas por sus propiedades es la media logarítmica.

En este capítulo, lo que se pretende es estudiar algunas de estas medias
y/o promedios (o también se le pueden llamar funciones de dos variables o bien
aplicaciones), y asociarles a estas, una función de una sola variable a través de
métodos bastante entretenidos como lo son la alineación grá�ca de Moskovitz y
el Teorema del Valor Medio para integrales.

65
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5.1 Conceptos previos.

De�nición 5.1.1. De�nimos una media m(a, b) como una función de dos
variables positivas, que satisfacen las siguientes propiedades:

1. Intermedia: mı́n(a, b) ≤ m(a, b) ≤ máx(a, b).

2. Simétrica: m(a, b) = m(b, a).

A continuación algunas medias conocidas que satisfacen las propiedades nom-
bradas:

Aritmética A(a, b) =
a+ b

2

Geométrica G(a, b) =
√
ab

Armónica H(a, b) =
2ab

a+ b

Logarítmica L(a, b) =
b− a

ln b− ln a

Media cuadrática C(a, b) =

(
a2 + b2

2

)1/2

Contrarmónica Ca(a, b) =
a2 + b2

a+ b

Heroniana He(a, b) =
a+
√
ab+ b

3

Identrica I(a, b) =

(
aa

bb

)1/(a−b)

: e

Máximo máx(a, b)

Mínimo mı́n(a, b)
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La media logarítmica ha sido estudiada por diversos autores, entre ellos
Lin y Carlson. Fue generalizada por Stolarsky, y luego estudiada por Leach
y Sholander [12].

Todas las medias nombradas anteriormente satisfacen una tercera propie-
dad también:

3. Homogeneidad: m(a, b) = am(1, b/a), ∀a, b.

Queremos determinar las condiciones de una función tal que la media
asociada a esta función sea homogénea. Por otro lado, queremos buscar fun-
ciones asociadas a las medias nombradas anteriormente. La técnica que vamos
a ocupar para asociar medias con funciones de una sola variable incluye la
técnica grá�ca de Moskovitz y una aplicación del Teorema del Valor Medio
para integrales que está relatado más especí�camente en [18], y el clásico
trabajo de Hardy, Littlewood y Pólya [9].

5.2 La alineación grá�ca de Moskovitz.

Sea f una función de�nida de (0,∞) en (0,∞), y se de�ne a Mf (a, b)
la intersección de x con la línea que conecta (a, f(a)) y (b,−f(b)). Es fácil
ver que la propiedad intermedia y la propiedad simétrica se mantienen para
Mf . Buscaremos la media asociada con esta f dada, calculando la pendiente
a través de la línea (a, f(a)), (Mf (a, b), 0) y (b,−f(b)). Hay dos maneras de
obtenerla (ver también �gura 5.1):

f(a)

a−Mf (a, b)
=

f(b)

Mf (a, b)− b
.
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Figura 5.1: Alineación grá�ca de Moskovitz.

Esto puede ser escrito como:

Mf (a, b) =
af(b) + bf(a)

f(a) + f(b)
. (5.1)

Diferentes funciones pueden determinar la misma media.

Teorema 5.2.1. Mf = Mg ⇐⇒ g = kf para algún k > 0

Demostración: Si g = kf , k se cancela en el lado derecho de 5.1, lo
que da como resultado que Mf = Mg. Ahora si g ̸= kf para cualquier k,
tomamos a, b y k de manera que g(a) = kf(a), pero g(b) ̸= kf(b). Luego, si
Mf (a, b) = Mg(a, b):
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af(b) + bf(a)

f(a) + f(b)
=

ag(b) + bkf(a)

kf(a) + g(b)
, (5.2)

luego multiplicando y reagrupando los términos, obtenemos:

af(a)[kf(b)− g(b)] = bf(a)[kf(b)− g(b)],

ya que kf(b) − g(b) ̸= 0 y f(a) ̸= 0, debemos tener que a = b, lo que sería
una contradicción. �

Observación: Cuando asociamos Mf con una f dada, podríamos asumir
sin perdida de generalidad que f(1) = 1.

Cualquier función f determina una media Mf (por la fórmula 5.1), pero
no cualquier media es determinada por una función. Obviamente tenemos
di�cultades con el máx y el mı́n, y otras poco menos di�cultosas de algunas
otras medias homogéneas.

Teorema 5.2.2. Sea m(a, b) una media homogénea, y de�namos f(x) como:

f(x) =


x−m(1, x)

m(1, x)− 1
, si x ̸= 1;

1, si x = 1.
(5.3)

Si f(x) es multiplicativo, entonces m = Mf . Si f(x) no es multiplicativo,
entonces m ̸= Mf para cualquier f .

Demostración: Si m = Mf , f está determinada por 5.1 con a = 1,
b = x y f(1) = 1, sería 5.3. Entonces, m es homogénea:

m(x, xy) = xm(1, y),

además,
xf(xy) + xyf(x)

f(x) + f(xy)
= x

f(y) + y

1 + f(y)
,

luego, haciendo arreglos algebraicos y simpli�cando, obtenemos:

f(xy) = f(x)f(y).
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�
Esto nos quiere decir que la única posibilidad de producir una función

homogénea Mf son con constantes múltiplos de las potencias de x. Esto es
enfatizando siempre que m(1, x) ̸= 1 la función obtenida por 5.3 podría ser
usada para calcular correctamente la media de 1 y x. Solo cuando ningún
argumento de la media sea 1 ya que nos traería problemas.

Por ejemplo, la media Heroniana asociada a la función 5.3:

f(x) =
x− x+

√
x+ 1

3
x+
√
x+ 1

3
− 1

=
1 + 2

√
x

2 +
√
x

,

la cual podemos ver que no es multiplicativa.

He(3, 7) =
3 +
√
21 + 7

3
= 4861 , pero

3f(7) + 7f(3)

f(3) + f(7)
= 4876.

La media considerada por Moskovitz, sólo las siguientes funciones multi-
plicativas tienen asociadas consigo 5.3:

Mf f
A 1
G

√
x

H x
C 1/x.

La técnica de Moskovitz proporciona un conjunto de medias parametri-
zadas por una sola variable, dada por:

Ms(a, b) = Mxs(a, b) =
abs + bas

as + bs
. (5.4)

Ya sea una geométrica o analítica, para a y b �jos, Ms es una función
decreciente de s, es decir:
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ĺım
s→∞

Ms = mı́n y ĺım
s→−∞

Ms = máx .

La propiedad de monotonía está compartida por muchos otros conjuntos
de medias que encontramos en la literatura. A continuación un listado de
estas:

1. Media potencial:

Ps(a, b) =

(
as + bs

2

)1/s

. (5.5)

2. La media de Gini:

Gs(a, b) =
as + bs

as−1 + bs−1
, (5.6)

también estudiada por Beckenbach [3] y Lehmer.

3. La media logarítmica generalizada de Stolarsky:

Us(a, b) =

(
as − bs

s(a− b)

)1/(s−1)

. (5.7)

Dado que Ms(a, b) y Gs(a, b) tienen propiedades similares, entonces se
puede escribir como una identidad:

Ms(a, b) = G1−s(a, b).

4. Las familias de dos parámetros también existen. Varios de la media de
Gini, de varias variables, reducido en el caso de dos variables:

G(r, s; a, b) =

(
as + bs

ar + br

)1/(s−r)

, (5.8)

lo cual generaliza 5.6.
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5. Leach y Sholander, trabajaron con:

E(r, s; a, b) =

(
r(as − bs)

s(ar − br)

)1/(s−r)

, (5.9)

lo cual generaliza 5.7. La media 5.5 es un caso especial de 5.8 y 5.9.
Los dos parámetros en las medias son monótonas en cada parámetro si
a y b y los otros parámetros están �jos.

5.3 Medias y el Teorema del Valor Medio.

La fórmula 5.7 origina un caso especial de un método general para una
media asociada con una función en [18], tal como la 5.4 se origina de la
técnica de alineación de Moskovitz. Ahora sea g una función estrictamente
monótona, diferenciable y convexa en (0,∞). Luego el Teorema del Valor
Medio garantiza para las derivadas, que para cada par de números a y b
existe una única c ∈ (a, b), que satisface:

g′(c) =
g(b)− g(a)

b− a
.

Al escribir c = Ug(a, b). El c elegido, claramente se encuentra entre a y b,
y obviamente que también es simétrico, tal como lo muestra la �gura 5.2:
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Figura 5.2: f(x), monótona, convexa y diferenciable en (0,∞).

El Teorema del Valor Medio para las integrales, genera valores medios,
también. Solo necesitamos asumir que f es (estrictamente) monótona y con-
tinua en (0,∞), es seguro que existe una única c en (a, b), que satisface:

f(c)(b− a) =

∫ b

a

f(x)dx.

De�nimos la media vf por:

Vf (a, b) = f−1


∫ b

a

f(x)dx

b− a

 .
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El siguiente teorema muestra el conjunto de medias:

{Ug|g es monótona, diferenciable y convexa}

y,

{Vf |f es monótona y continua},

son lo mismo, pero usaremos la forma Vf exclusivamente en adelante por-
que, tenemos una clase amplia de funciones que nos permiten generar medias
(al menos super�cialmente). hay una más elegante caracterización de esas
funciones las cuales generan la misma media, la integral tiene un más cla-
ro enlace al trabajo de Hardy, Littlewood y Pólya [9], y todas las medias
"buenas.asociadas a las potencias de x (ver �gura 5.3).

Figura 5.3: .
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Teorema 5.3.1. Si f es monótona y continua, entonces:

Vf = U∫
f(x)dx.

Si g es monótona, diferenciable y convexa, entonces:

Ug = VDxg.

La demostración es una aplicación de las propiedades de las funciones
reales y del Teorema Fundamental del Cálculo. Hardy, Littlewood y Pólya
asocian una media de varios números con una función continua y monótona.
Para los números (no negativos) a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an y la sucesión q1, q2, ..., qn
y su suma es 1, ℜf (a1, a2, ..., an) está de�nido por:

ℜf (a1, a2, ..., an) = f−1

[
n∑

i=1

qif(ai)

]
.

Tomamos a1 = a, a2 = a +
b− a

n
, hasta un an = a +

(b− a)(n− 1)

n
, y

qi =
1

n
, para cada i, así obtenemos:

n∑
i=1

qif(ai),

una suma de Riemann para ∫ b

a

f(x)

b− a
dx.

Es una suma superior si f es decreciente e inferior si f es creciente. Fancier
elige para el qi obteniendo una integral de Stieltjes en el límite. En efecto,
tenemos construida una media de dos variables como una generalización de
una media de n variables. Las propiedades de ℜf desarrolladas en [9] resultan
las propiedades de Vf . El teorema 16 de [9] nos dice que, Vxs puede ser
abreviado como Vs, Vs es una función creciente de s para a y b �jos. A
continuación algunas medias para Vs para algún s:
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s Vs

→∞ máx
1 A
→ 0 I
−1/2 (A+G)/2
−1 L
−2 G
−3 (HG2)1/3

→ −∞ mı́n

Teorema 5.3.2. Vf (a, b) = Vg(a, b) para todo a y b si y solamente si, existe
una constante c ̸= 0 tal que f = cg + k.

Una consecuencia de este teorema es que podemos asumir que f es una
función creciente sin perdida de generalidad. De seguro podemos tomar f(1) =
1, y si f es diferenciable en 1, f ′(1) = 1, para una elección apropiada de c y
de k.

Teorema 5.3.3. Supongamos que f es continua y monótona en (0,∞), y
que Vf es homogénea. Entonces, Vf = Vs para todo número real s.

Teorema 5.3.4. H ̸= Vf para todo f .

Demostración: Por el teorema anterior 5.3.4, como H es homogénea
solo necesitamos mirar la media de Vs. Si Vs(1, 2) = H(1, 2) = 4/3, resolvien-
do: (

2s+1 − 1

s+ 1

)1/s

=
4

3
,

obtenemos como resultado que s = −5, 14, pero si Vs(1, 3) = H(1, 3) =
3/2, (

3s+1 − 1

2s+ 2

)1/s

=
3

2
,

la solución s = −5, 36. �
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