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Resumen

El presente trabajo de investigación realiza un análisis

cualitativo de las ecuaciones diferenciales, dividiendo este

objeto de estudio en tres capítulos, el primero está enfoca-

do a estudiar los distintos tipos de ecuaciones diferenciales

ya sean ecuaciones diferenciales ordinarias de variables se-

parables, Exactas, homogéneas, etc. Basándose principal-

mente a cómo identi�car el tipo de ecuación diferencial,

analizando su forma, luego estudiaremos los métodos para

solucionar estas ecuaciones diferenciales dando un ejemplo

en cada caso. Al �nalizar este capítulo podremos manejar

los diferentes métodos de resolución para los diversos tipos

de ecuaciones diferenciales, pero el tema �ecuaciones dife-

renciales� es demasiado amplio y complejo, por lo que en

algunos casos es posible darse cuenta que para ciertos pro-

blemas de ecuaciones diferenciales no es posible encontrar

la solución de este problema de una forma sencilla, es aquí

donde nacen interrogantes que tienen relación con, cómo

saber si una ecuación diferencial tiene o no solución. Nues-

tro segundo capítulo trata precisamente de este problema,

analizaremos diferentes teoremas de existencia y de uni-

cidad de soluciones, tales como el teorema del punto �jo

o el teorema de Picard-Lindeof, de esta forma estaremos

pasando a un análisis más cualitativo de las ecuaciones di-
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ferenciales. Para concluir nuestra tesis trabajamos con un

lema de gran utilidad en el análisis cualitativo de las ecua-

ciones diferenciales, el lema de Gronwall que nos propor-

ciona la posibilidad de establecer cotas para las soluciones

que ya sabemos cómo encontrar.
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Capítulo 1

Introducción

Una ecuación diferencial ordinaria de primer orden es

una expresión que relaciona una variable independiente x

con una variable dependiente y(x) y su primera derivada

y′(x) :

F (x, y(x), y′(x)) = 0, x ∈ [a, b].

Por ejemplo, son ecuaciones diferenciales ordinarias de pri-

mer orden las siguientes:

y′(x) = 0,
dy

dx
= y, y + (y′)1/2 + 6x = sen(x).

Para representar la derivada de y respecto de x usaremos

indistintamente las notaciones y′, y′(x) o
dy

dx
. Salvo que

sea necesario por claridad, en general no expresaremos la

dependencia de la variable y respecto de x:

5
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F (x, y, y′) = 0, x ∈ [a, b].

Una solución de una ecuación diferencial de primer or-

den es una función

y : [a, b] → R

que veri�ca la ecuación en cada punto x ∈ [a, b]. Para que

esta de�nición tenga sentido, es preciso que la función y(x)

sea derivable en el intervalo [a, b] y que dicha derivada sea

una función continua: se dice entonces que y(x) es de clase

C1([a, b]).

Ejemplo. La función y : R → R dada por y(x) = e−x es

una solución de la ecuación diferencial y′ = −y, ya que es

derivable con continuidad en R y:

y′(x) = −e−x = −y(x).

La solución general de una ecuación diferencial de pri-

mer orden es una familia de funciones y ≡ y(x,C) depen-

diente de un parámetro (o constante arbitraria) C que nos

proporciona todas las posibles soluciones de la ecuación

diferencial.

6
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Ejemplo. La solución general de la ecuación diferencial

y′ = −y es:

y = Ce−x (1.1)

Siendo C ∈ R una constante arbitraria. En efecto, cual-
quier función de la forma anterior 1.1 es solución de la
ecuación:

y′(x) = −Ce−x = −y(x).

Más adelante veremos que todas las posibles soluciones de

la ecuación tienen la forma anterior 1.1

Resolver una ecuación diferencial signi�ca obtener todas

sus soluciones, esto es, hay que determinar su solución ge-

neral. La inmensa mayoría de ecuaciones diferenciales no

pueden resolverse mediante métodos analíticos, es decir,

no es posible obtener una expresión exacta de la solución

y ≡ y(x,C). En este tema estudiaremos diversos tipos

clásicos de ecuaciones que sí pueden resolverse de forma

explícita.

Una ecuación diferencial de primer orden está escrita en

forma normal (también se dice que está resuelta respecto

de la derivada) si la derivada y′ aparece despejada:

y′ = f(x, y).

7
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Toda ecuación en forma normal también puede escribirse

en forma diferencial:

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0.

En efecto:

y′ = f(x, y) =⇒ dy

dx
= f(x, y) =⇒ f(x, y)dx− dy = 0;

Basta con tomar M(x, y) = f(x, y) y N(x, y) = −1

A continuación estudiaremos métodos de resolución fun-

damentales de ecuaciones diferenciales de primer orden.

8
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1.1 EDO a variable separable

Un caso particular de las ecuaciones diferenciales ordi-

narias, son las EDO a variables separables que son aquellas

en la cuales F puede expresarse como producto de una fun-

ción que depende solo de x por otra que depende solo de

y, es decir:

y′ = F (x, y) = g(x)h(y)

Si h(y) = 0, la ecuación tiene solución y = C, con

C ∈ R, pero en el caso de que h(y) 6= 0 podríamos expresar

la ecuación de la siguiente forma:

1

h(y)
y′ = g(x) (1.2)

Entonces y = ϕ(x) es solución de la ecuación 1.2 sí

y solo sí
1

h(ϕ(x))
ϕ′(x) = g(x), integrando respecto a x

tenemos que:
ˆ

1

h(ϕ(x))
ϕ′(x)dx =

ˆ
g(x)dx

Si consideramos que dy = ϕ(x)dx, podemos expresar
esto de la siguiente forma:

ˆ
1

h(y)
dy =

ˆ
g(x)dx

9
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Siendo H y G primitivas de las funciones
1

h
y g, respec-

tivamente, tenemos lo siguiente:

H(y) = G(x) + C

Por lo tanto y = ϕ(x), es solución de 1.2 sí y solo sí
H(ϕ(x)) = G(x) + C

De esta manera hemos resuelto la ecuación diferencial

dada, encontrando todas las soluciones. En este, como en

otros tipos de ecuaciones, el método de resolución conduce

a una expresión implícita de la solución.

Teorema 1.1.1 Sean g y h, dos funciones continuas de varia-

ble real de�nidas en los intervalos a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d,

respectivamente, y considere la ecuación:

h(y)y′ = g(x)

Si G y H, son dos funciones cualesquiera tales que G′ =

g, H ′ = h, y C es cualquier constante, tal que la relación:

H(y) = G(x) + C

10

Universidad del Bío-Bío - Sistema de Bibliotecas - Chile



De�ne para x, en cierto intervalo I, contenido en a ≤
x ≤ b, a una función derivable ϕ, de variable real, enton-

ces ϕ será una solución de (1.1) en I. Recíprocamente, sí

ϕ es una solución de (1.1) en I, esta va a satisfacer la

relación:

H(y) = G(x) + C

En el intervalo I, para la constante C.

Ejemplo.

Consideremos la ecuación diferencial y′ = 2xy, que es

de variables separables. Para resolverla, separamos las va-

riables e integramos:

dy

dx
= 2xy ⇒ dy

y
= 2x dx⇒

ˆ (
dy

y

)
=

ˆ
2x dx⇒ ln(y) = x2+c,

siendo c una constante de integración. Despejemos la va-

riable y:

y = ex
2+c = ex

2

ec

11
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Por último, renombrando la constante ec como una cons-

tante arbitraria C, obtenemos la solución general de la

ecuación:

y = Cex
2

.

1.2 Homogéneas.

Supongamos que tenemos la ecuación:

y′ = f
(y
x

)

Para resolverla, hacemos el cambio de función y(x) por

u(x) mediante u =
y

x
Así, derivando y = ux tenemos

y′ = u′x+ u, es decir:

u′x+ u = f(u). (1.3)

Esta ecuación 1.3 que podemos poner como u′x = f(u)−
u, es de variables separadas. Vamos a solucionarla:

12
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Si f(u) 6= u, podemos escribir
∂u

f(u)− u
=
∂x

x
e,

integrando
ˆ

∂u

f(u)− u
=log

(x
c

)
.

Despejando x obtenemos x = Ceϕ(u) con ϕ(u) =
ˆ

∂u

f(u)− u
.

Por tanto, las curvas con ecuaciones paramétricasx = Ceϕ(u)

y = Cueϕ(u)

son solución de la ecuación diferencial 1.3 para cada

C ∈ R (Esto constituye una familia de curvas homotéti-

cas: una curva se obtiene de otra mediante una homote-

cia, es decir, multiplicando los valores de x e y por una

constante). A veces, es conveniente expresar estas solucio-

nes de otras formas. Siempre puede ponerse x= Ceϕ(y/x),

solución dada mediante una función implícita. Y, cuan-

do en x= Ceϕ(u) se logra despejar de alguna forma u =

H(x,C), la solución de la E.D. queda mucho más sencilla:

y = xH(x,C).

Supongamos ahora que existe algún u0 tal que f(u0)=
u0. En este caso, es inmediato comprobar que la recta
y =u0 x es solución:

13
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y′ = u0=f(u0) = f
(y
x

)
, luego se satisface la ecua-

ción diferencial. Este tipo de soluciones que no se obtienen

con el procedimiento general suelen denominarse solucio-

nes singulares.

Nota: En general, una función h(x, y) se dice homogénea

de grado α si h(λx, λy) = λαh(x, y).

Es inmediato comprobar que una E.D. de la forma:

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0

con P (x, y) y Q(x, y) funciones homogéneas del mismo
grado es, efectivamente, una ecuación diferencial homo-

génea (despejar y′=
dy

dx
= −P (x, y)

Q(x; y)
= − P (x, x(y/x)

Q(x;x(y/x))
y

extraer λ = x de P y Q De aquí proviene el nombre de
este tipo de ecuaciones.

Ejemplo.

y′ =
2xy − y2

x2

14
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Con el cambio y = ux podemos poner y′ = 2
(y
x

)
−(y

x

)2

= 2u−u2. Como y′ = u′x+u, sustituyendo tenemos

u′x+ u = 2u− u2, es decir, xu′ = u− u2.

Si u 6= u2, podemos poner
du

u− u2
=
dx

x
.Para integrar,

descomponemos
1

u− u2
=
A

u
+

B

1− u
lo se satisface para

A = B = 1.

Entonces, integrando, log u - log (1− u) = log
(x
c

)
, es

decir,
u

1− u
=
x

c
, y sustituyendo u =

y

x
tenemos

y/x

1− y/x
=

x

c
, de donde Cy = x(x− y).

De aquí es fácil despejar explícitamente y si así se desea.

Por otra parte, a partir de u0 = 0 y u0 = 1 (para las

cuales u = u2), se tienen las soluciones singulares y = 0 e

y = x

1.3 Reducibles a homogéneas.

Consideremos la ecuación:

y′ = f

(
a1x+ b1y + c1
ax+ bx+ c

)
(1.4)

Para resolverla, hay que distinguir dos casos:

15
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Supongamos en primer lugar que las rectas ax+bx+c =

0 y a1x+ b1x+c1 = 0 se cortan en el punto (x0,y0).

Así, tendremos que ax+ bx+c = a(x− x0) + b(x− y0)

y a1x+ b1x+c1=a1(x− x0) + b1(x− y0).

Hagamos ahora el cambio de variable y de función X =

x− x0 , Y = (x− y0), con lo cual

Y ′ = y′ = f

(
a1(x− x0) + b1(x− y0)

a(x− x0) + b(x− y0)

)

= f

(
a1X + b1Y

aX + bY

)
= f

a1 + b1

(
Y

X

)
a+ b

(
Y

X

)
 ,

es decir, hemos reducido la ecuación 1.4 a una homogénea.

En segundo lugar, supongamos que ax + bx+c= 0 y

a1x + b1x+c1= 0 son rectas paralelas, con lo cual podrá

ponerse (a1, b1) = K(a, b) para algúnK ∈ R. Efectuemos

ahora el cambio de función z = ax+ by.

Derivando, z′ = a + by′,o sea , y′ =
z′ − a

b
. Si sustitui-

mos en 1.4 obtenemos

16
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dz

dx
= a+ bf

(
Kz + c1
z + c

)

que es de variables separadas.

Ejemplo.

y′ =
−2x+ 4y − 6

x+ y − 3

Las rectas −2x+4y−6 = 0 y x+y−3 = 0 se cortan en

el punto (x, y) = (1, 2), con lo que efectuamos el cambio

X = x− 1, Y = y − 2, Y ′ = y′. Sustituyendo, obtenemos

la ecuación homogénea:

y′ =
−2X + 4Y

X + Y
=

−2 +
4Y

X

1 +
Y

X

.

Para resolverla, hacemos un nuevo cambio u =
Y

X
, de

donde Y = uX, Y ′ = u′X + u.

Tras sustituir, tenemos u′X + u =
−2 + 4u

1 + u
que poste-

riormente podemos poner como−X
(
du

dX

)
=
u2 − 3u+ 2

u+ 1
.

17
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Tenemos ahora que distinguir cuándo, y cuándo no, se

anula la expresión u2 − 3u+ 2.

Resolviendo u2 − 3u+ 2 = 0, esto ocurre para u = 1 y

u = 2.

Analicemos en primer lugar el caso u2 − 3u + 2 6= 0.

Así, podemos escribir

dX

X
=

−(u+ 1)

u2 − 3u+ 2
du =

A

u− 1
du+

B

u− 2
du =

2

u− 1
du− 3

u− 2
du

de donde, integrando, 2log(u−1)−3log(u−2) = log(KX)

y por consecuencia
(u− 1)2

(u− 1)3
= KX. Sustituyendo ahora

u =
Y

X
llegamos fácilmente a (Y − X)2 = K(Y − 2X)3;

y volviendo a las variables originales x e y obtenemos las

soluciones (y−x−1)2 = K(y−2x)3 de la E.D. de partida.

Finalmente, con uo = 1 y uo = 2 tenemos, respectiva-

mente, las soluciones Y = X e Y = 2X que, sustituyendo

X e Y por su valor, se traducen en y = x+ 1 e y = 2x.

18
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1.4 Homogéneas implícitas.

Sea la ecuación:

F
(y
x
, y′

)
= 0

Para resolverla, consideremos la curva F (α, β) = 0 y

supongamos que hemos logrado encontrar una representa-

ción paramétrica de la curva dada por α = ϕ(t), β = ψ(t)

Es decir, que se veri�ca F (ϕ(t), ψ(t)) = 0. Hagamos ahora

el cambio de función y por t mediante
y

x
=ϕ(t), teniendo

en cuenta que y′ = ψ(t).

Si derivamos y = xϕ(t) respecto de x tenemos y′ =

ϕ(t) + xϕ′(t)
dt

dx
, es decir, ψ(t) = ϕ(t) + xϕ′(t)

dt

dx
, o

ψ(t)− ϕ(t) = xϕ′(t)
dt
dx

que, en principio, es una ecuación en variables separadas.

Si ψ(t) 6= ϕ(t),podemos poner
ϕ′(t)dt

ψ(t)− ϕ(t)
=
dx

x
, cuya

solución será x = Ceφ(t) con φ(t) =

ˆ
ϕ′(t)dt

ψ(t)− ϕ(t)
. De

19
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aquí que la E.D. de partida tiene las soluciones

{
x = Ceφ(t)

y = Cϕ(t)eφ(t)
, C ∈ R

Si existe to tal que ψ(to) = ϕ(to), formalmente, podemos

pensar 0 = xϕ′(t)
dt

dx
, luego ϕ′(t) = 0 y por tanto ϕ(t) =

cte = ϕ(to) lo que nos llevaría a la solución y = xϕ(to).

Esta recta es, efectivamente, una solución de la E. D., como

podemos comprobar directamente:

F (
y

x
, y′) = F (ϕ(to), ϕ(to)) = F (ϕ(to), ψ(to)) = 0

Ejemplo.

x2(y′)2(y2 + x2) = 0.

Si ponemos la ecuación en la forma (y′)2 −
(y
x

)2

=

1, podemos recordar que el coseno y el seno hiperbólicos

satisfacen la relación (cht)2− (sht)2 = 1, lo que se adecua

a nuestras necesidades. Así, tomemos ahora
y

x
= sht y′ =

cht. Si derivamos y = xsht tenemos y′ = sh t + xch t, o

sea, cht = sht + xcht
dt

dx
. Despejando,

dx

x
=

cht

cht− sht
(notar que, en esta ecuación, el denominador no se anula

20
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nunca ya que cht > sht, luego no hay que preocuparse

de analizar por separado las raíces de cht − sht = 0) e,

integrando, x = Ceφ(t) con:

φ(t) =

ˆ
cht

cht− sht
dt =

ˆ
et + e−t

2e−t
=

1

2

ˆ
(1+e2t)dt =

1

2
t+

1

4
e2t

Entonces, la E. D. original tiene como soluciones las

curvas: x = Cet/2+e2t/4

y = C(sht)et/2+e2t/4

1.5 Ecuación de Bernoulli.

Consideremos:

y′ + a(x)y + b(x)yα = 0 (1.5)

Es claro que, si α = 0, la E. D. anterior 1.5 es lineal y,

si α = 1, es de variables separadas. En otro caso, veamos

cómo resolverla:

En efectuaremos el cambio de función y1−α = z pa-

ra el cual (1 − α)y−αy′ = z′, es decir,
1

yα
y′ =

z′

1− α

sustituyendo en
1

yα
y′ + a(x)y1−α + b(x) = 0 tenemos

z′

1− α
a(x)z + b(x) = 0 con lo que hemos transformado

21
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la ecuación de Bernoulli en la E. D. lineal

z′ + (1− α)a(x)z = (α− 1)b(x).

Puede seguirse un segundo método de resolución sin más

que aplicar un procedimiento análogo al último de los que

hemos visto para ecuaciones lineales. Partimos de la des-

composición y(x) = u(x)v(x) Derivando, y′ = u′v+uv′ y,

sustituyendo en la E.D., u′v+uv′+a(x)uv+b(x)uαvα = 0

que escribimos como u′v + (v′ + a(x)v)u + b(x)uαvα =

0. Ahora, igualamos a 0 el coe�ciente de u, con lo cual

tenemos v′ + a(x)v = 0, que es una ecuación en v(x)

de variables separadas; resolviéndola determinamos v(x).

Con esta v, la ecuación de la que partíamos ha quedado

u′v + b(x)uαvα = 0, que es una ecuación en u(x) de va-

riables separadas. Resolviéndola encontramos u(x), con lo

que ya tenemos completamente solucionada la ecuación de

Bernoulli.

Ejemplo.

xy′ + 2y + x5y3ex = 0.
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Puesta en la forma y′ +
2

x
y + x4y3ex = 0, es claro que

la ecuación es de Bernoulli con α = 3.

Hacemos el cambio de función y−2 = z, para el cual

z′ = −2y−3y′, es decir,
y′

y3
= −z

′

2

Si sustituimos esto en
y′

y3
+

2

x
y−2 + x4ex = 0 queda

z′=
4

x
z = 2x4ex, que es lineal a(x) =

−4

x
y b(x) = 2x4ex.

Tal como sabemos, la solución de la ecuación lineal es

z = exp(

ˆ
a(x)dx) x

[ˆ
b(x)exp(

ˆ
a(x)dx) dx+ C

]
.

Como
ˆ
a(x)dx =

ˆ
−4

x
= 4log x = log x−4, se sigue

z = x4
(ˆ

2x4ex

x4
dx+ C

)
= x4(2ex + C).

Por tanto, la solución de la E. D. de Bernoulli es y−2 =

x4(2ex + C), es decir, y = x−2(2ex + C)−1/2.
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1.6 E.D.O exactas.

Las ecuaciones diferenciales se llaman exactas cuando

son de la siguiente forma:

y′ =
p(x, y)

q(x, y)

Lo que es equivalente a p(x, y) + q(x, y)y′.

Supongamos también que las funciones p y q son conti-

nuas en un disco D, con q no idénticamente nula en D.

De�nición. Una ecuación diferencial del tipo p(x, y) +

q(x, y)y′ = 0, se dice exacta sobre el disco D si existe una

función f , llamada función potencial, tal que ∇f(x, y) =
(p(x, y), q(x, y)) en D.

En este caso la ecuación:

p(x, y) + q(x, y)y′ = 0

Se puede escribir de la siguiente forma:

∂f

∂x
(x, y) +

∂f

∂y
(x, y)y′ = 0 enD. (1.6)

Si una función de�nida sobre un intervalo I es solución

de la ecuación 1.6 entonces:
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∂f

∂x
(x, ϕ(x)) +

∂f

∂y
(x, ϕ(x))ϕ′(x) = 0

Sí w(x) = f(x, ϕ(x)), la ecuación 1.6 puede escribirse

como w′(x) = 0. Resulta que w(x) = C, para todo x ∈ I.

O sea f(x, ϕ′(x)) = C, donde C es una constante. Por lo

tanto la solución de la ecuación debería ser una función

de�nida implícitamente por la ecuación f(x, y) = C.

Recíprocamente, sí y = ϕ′(x) es una función derivable

sobre un intervalo I de�nida implícitamente por la ecua-

ción f(x, y) = C, entonces f(x, ϕ′(x)) = C para todo

x ∈ I. Derivando miembro a miembro respecto de x, pa-

ra todo x ∈ I se tiene que:

∂f

∂x
(x, ϕ(x)) +

∂f

∂y
(x, ϕ(x))ϕ′(x) = 0

p(x, ϕ′(x)) + q(x, ϕ′(x))ϕ′(x) = 0

Lo que demuestra que la función y = ϕ′(x) es solución

de la ecuación diferencial.
Resumiendo:

Sí la ecuación diferencial p(x, y)+q(x, y)y′ = 0 es exac-

ta, su solución general y = y(x) viene expresada implíci-

tamente por la ecuación f(x, y) = C, donde la función f
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es tal que ∇f(x, y) = (p(x, y), q(x, y)).

Es posible plantearse dos interrogantes:

a) ¾Cómo saber si una ecuación es exacta?

b) ¾Cómo hallar una función potencial f que nos permita

expresar la solución general?

El siguiente teorema da una respuesta a la primera cues-

tión.

Teorema 1.6.1 Si p(x, y) y q(x, y)son continuas y tienen de-

rivadas parciales de primer orden continuas en un disco

D ∈ R2, entonces la condición necesaria y su�ciente pa-

ra que la ecuación diferencial p(x, y) + q(x, y)y′ = 0 sea

exacta, es que:

∂p

∂y
=
∂q

∂x
∀ (x, y) ∈ D.

La segunda cuestión que nos planteamos es la obtención

de la función potencial f tal que:

∂f

∂x
(x, y) = p(x, y) y

∂f

∂y
(x, y) = q(x, y)

Considerando la primera igualdad,
∂f

∂x
(x, y) = p(x, y),

e integrando con respecto a x dejando a y constante:
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f(x, y) =

ˆ
p(x, y)dx+ g(y).

Derivando con respecto a y la ecuación anterior y con-

sideramos la segunda igualdad,
∂f

∂y
(x, y) = q(x, y).

∂f

∂y
(x, y) =

∂

∂y

(ˆ
p(x, y)dx

)
+ g′(y) = q(x, y).

Despejando:

g′(y) = q(x, y)− ∂

∂y
(

ˆ
p(x, y)dx)

Resolvemos esta última ecuación para hallar g y reem-

plazamos.

Ejemplo.

3y + ex + (3x+ cos y)y′ = 0.

Si ponemos la ecuación en la forma Pdx+Qdy = 0 con

P (x, y) = 3y + ex y Q(x, y) = 3x + cos y, es claro que

Py = Qx = 3, luego la E. D. es exacta. Calculemos la fun-

ción potencial F (que nos dará directamente las soluciones

F (x, y) = C). Como Fx = 3y + ex, integrando respecto

de x, F (x, y) = 3yx+ ex +ϕ(y). Derivando respecto de y

e igualando a Q queda 3x + ϕ
′
(y) = 3x + cos y, es decir,
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ϕ'(y) = cos y, de donde basta tomar ϕ(y) = sen y, y por

tanto F (x, y) = 3yx+ ex + sen y.

Así, la solución de la E. D. viene dada, implícitamente,

por 3yx+ ex + sen y = C.

1.7 Reducibles a exactas, Factores integrantes.

Si tenemos una ecuación p(x, y)dx+ q(x, y)dy = 0 que

no es exacta, una idea para intentar resolverla seria tratar

de encontrar alguna función µ(x, y) no idénticamente nula

nula tal que:

µ(x, y)p(x, y)dx+ µ(x, y)q(x, y)dy = 0. (1.7)

Sea exacta.

Como esta ecuación 1.7 es equivalente a la de partida,

sus soluciones y las de p(x, y)dx+ q(x, y)dy = 0 serán las

mismas.

Desgraciadamente, no hay ningún procedimiento gene-

ral que permita encontrar factores integrantes. Sin embar-

go, si que es posible hacerlo, y de manera sencilla:

Existencia de factor integrante de la forma µ(x).

Queremos que la ecuación 1.7 sea exacta, esto es:

∂

∂y
(µ(x)p(x, y)) =

∂

∂x
(µ(x)q(x, y)).
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Derivando, µ(x) py(x, y) = µ′(x)q(x, y) + µ(x)qx(x, y),

o sea, µ(x)(py(x, y) − qx(x, y) = µ′(x)q(x, y). Para que

esto tenga sentido:

µ′(x)

µ(x)
=
py(x, y)− qx(x, y)

q(x, y)

Tiene que resultar ser una función que dependa exclusi-

vamente de x, que denotamos h(x). Cuando éste es el caso,

es claro que la función µ que satisface la relación anterior

es:

µ(x) = exp

(ˆ
h(x)dx

)
Con lo cual hemos encontrado el factor integrante bus-

cado.

Existencia de factor integrante de la forma µ(y). repi-

tiendo el proceso anterior, buscamos
∂

∂y
(µ(y)P (x, y)) =

∂

∂x
(µ(y)Q(x, y)),es decir, µ′(y)P + µ(y)Py = µ(y)Qx y

por lo tanto
µ′(x)

µ(x)
=
Qx − Py

p
, que tiene que ser función

solo de y, que denotamos h(y). En estas condiciones el

factor integrante es:

µ(y) = exp

(ˆ
h(y)dy

)
.
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Aparte de los casos anteriormente tratados, para algu-

nos tipos de problemas se puede intentar encontrar factores

integrantes imponiendo a µ(x, y) condiciones restrictivas

de muy diverso tipo. Por ejemplo, exigiendo que sea de la

forma µ(x, y) = xαyβ con α y β constantes a determinar,

que sea µ(x+y) o µ(xy), etc. Para estudiar estos casos, lo

que hay que hacer siempre es igualar
∂

∂y
(µP ) =

∂

∂x
(µQ)

e intentar resolver la nueva ecuación que aparece, teniendo

en cuenta, sobre todo, si tiene sentido. Por ser generalmen-

te procedimientos bastante particulares, no comentaremos

aquí nada más sobre ellos.

Ejemplo.

(2x2 + y) dx+ (x2yx) dy = 0.

En este caso, P (x, y) = 2x2 + y y Q(x, y) = x2y − x.

Esta ecuación no es exacta ya que Py = 1 y Qx = 2xy−1.

Para intentar encontrar un factor integrante se calcula:

Py −Qx

Q
=

1− (2xy − 1)

x2yx
=

2(1− xy)

x(1xy)
=

−2

x
.

Ya que se obtiene una expresión que depende sólo de

x, podemos asegurar que existe un factor integrante dado

por la fórmula µ(x) = exp

(ˆ
−2

x
dx

)
= x−2. Entonces,
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si multiplicamos la E.D. por µ(x) = x−2 se obtiene la

ecuación exacta(2 + yx−2) dx + (y − x−1) dy = 0. Por el

método usual, encontramos que la función F tal que Fx =

2 + yx−2 y Fy = y − x−1 es F (x, y) = 2x − yx−1 +
1

2
y2.

Por tanto, la solución de la E.D. exacta, y también de la

de partida, resulta ser 2x − yx−1 +
1

2
y2 = C.
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Capítulo 2

Existencia y Unicidad

2.1 Problema de Cauchy:

Un problema de Cauchy o problema de valor inicial,

consiste en la búsqueda de una función y(x) de�nida para

los valores x del intervalo [A,B], y que en el punto x0del

intervalo [A,B] tome el valor y0.

Se presenta de la siguiente forma:{
y′ = f(x, y)

y(x0) = y0
donde x ∈ [A,B].

El problema es, bajo que condiciones de regularidad pa-

ra f(x, y) se puede asegurar que el problema de valor ini-

cial planteado tiene solución y cuando se puede asegurar

que esta solución sea única.

32

Universidad del Bío-Bío - Sistema de Bibliotecas - Chile



Resolver el problema de Cauchy:y
′ = f(x, y)

y(x0) = y0
donde x ∈ [A,B].

Es equivalente a encontrar la solución de la siguiente

ecuación:

y(x) = y0 +

ˆ x

x0

f(s, y(s))ds

Si existe una función y(x) que sea solución del problema

de Cauchy se debe veri�car que y´(x) = f(x, y(x)). Inte-

grando esta expresión e imponiendo la condición y(x0) =

y0 se tiene:

ˆ x

x0

y′(s)=
ˆ x

x0

f(s, y(s))ds =⇒ y(x)− y0 =

ˆ x

x0

f(s, y(s))ds

=⇒ y(x) = y0 +

ˆ x

x0

f(s, y(s))ds.

Para encontrar la solución se puede de�nir una trans-

formación T sobre el conjunto de todas las funciones ϕ

continuas en [A,B] en Rn de manera que:

Tϕ(x) = y0 +

ˆ x

x0

f(s, ϕ(s))ds.

Si existe una función ϕ, tal que T (ϕ) = ϕ, es decir, si
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la transformación T tiene un punto �jo, ϕ es precisamente

la solución del problema de Cauchy propuesto.

2.2 Aplicaciones contractivas. Teorema del punto

�jo.

No toda transformación tiene un punto �jo. Pero exis-

ten transformaciones para las que se puede garantizar su

existencia. Un ejemplo de ellas son las transformaciones

contractivas, que serán de utilidad para garantizar la exis-

tencia y unicidad de solución de un problema de Cauchy.

De�nición. Sea T una aplicación de�nida en un espacio

métrico E en si mismo. T es una aplicación contractiva si

existe α, 0 < α < 1, tal que para todo (x, y) ∈ E se

veri�ca que d(T (x), T (y)) ≤ αd(x, y).

De la propia de�nición se deduce que una aplicación

contractiva es continua. El siguiente teorema asegura la

existencia de un punto �jo para las transformaciones con-

tractivas

Teorema 2.2.1 Toda aplicación contractiva T de�nida de un

espacio métrico completo E en sí mismo tiene un único

punto �jo. Es decir, existe un punto x ∈ E tal que T (x) =

x.

34

Universidad del Bío-Bío - Sistema de Bibliotecas - Chile



Demostración. Sea x0 ∈ E un punto de partida. Si se

aplica la transformación T sucesivamente se tiene: T (x0) =

x1, T (x1) = x2, ..., T (xn) = x
n+1

...

La sucesión resultante es una sucesión de Cauchy, pues

en efecto, se tiene que:

d(xn+1, xn) = d(T (xn), T (xn−1)) ≤ αd(xn, xn−1) ≤ ... ≤ αnd(x1, x0).

Utilizando la propiedad triangular de la distancia se ob-

tiene que la distancia entre dos elementos cualesquiera de

la sucesión es:

d(xn+k, xn) ≤ d(xn+k, xn+k−1)+d(xn+k−1, xn+k−2)+...+d(xn+1, x)n

≤ (αn+k−1 + αn+k−2 + ...+ α)nd(x1, x0) ≤
αn

1− α
d(x1, x0)

Como α es menor que 1, para un valor de n su�cientemente

grande la distancia d(xn+k, xn) se puede hacer tan peque-

ña como se quiera; por tanto la sucesión es de Cauchy,

y como E es un espacio métrico completo la sucesión es

convergente.

Sea x el límite de la sucesión. Como T es continua:
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T (x) = T (ĺımxn) = ĺımT (xn) = ĺımxn+1 = x.

Se tiene entonces que el límite de la sucesión es un punto

�jo T.

Sólo falta demostrar que es el único punto �jo de la

transformación. Esto es así por que si existiera otro punto

�jo z distinto de x, al ser T contractiva:

d(x, z) = d(T (x), T (z)) ≤ αd(x, z) < d(x, z), lo cual es

una contradicción. Por tanto el punto �jo es único.

Una observación de interés es que la demostración an-

terior proporciona un camino para hallar el punto �jo de

una transformación contractiva, basta aplicar la transfor-

mación a un punto arbitrario de E, volverla a aplicar de

manera inde�nida y calcular su límite.
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2.3 Condición de Lipschitz

La condición de Lipschitz fue introducida e el año 1876.

Esta condición garantiza un grado de regularidad inter-

medio entre la continuidad y la derivabilidad, además se

utiliza como condición su�ciente para asegurar la unicidad

de soluciones de un problema de Cauchy.

De�nición. Sea f(x) una función de�nida en un sub-

conjunto D ⊂ Rn, con valores en Rn. se dice que f(x)

veri�ca la condición de Lipschitz, o es Lipschitziana en D,

si existe una constante L tal que para todo x1, x2 ∈ D.

|f(x1)− f(x2)| ≤ L |x1 − x2| (2.1)

Las funciones que veri�can la condición de Lipschitz 2.1

se llaman funciones globalmente Lipschizianas en D, o sim-

plemente Lipschizianas en D.

La constante L se denomina constante de Liptschitz de

la función D.

La condición de Lipschitz puede ser una condición de-

masiado fuerte si lo que se estudia es un problema local.

En estos casos es su�ciente que se veri�que una condición

de Lipschitz local, que se de�ne a continuación.

De�nición. Sea f(x) una función de�nida en un sub-

conjunto abierto D ⊂ Rn, con valores en Rn. Se dice que

f(x) es localmente Lipschiziana en D si para cada rectán-
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gulo R ⊂ D existe una constante L, tal que si x1, x2 ∈ R.

|f(x1)− f(x2)| ≤ L |x1 − x2|

De la propia de�nición se deduce que si una función f(x)

es Lipschiziana (local o globalmente) en un dominio D, es

continua en D. En sentido inverso, existen funciones con-

tinuas que no son Lipschiziana, Por lo tanto la condición

de Lipschitz es mas fuerte que la continuidad.

En cuanto a su relación con la derivada, se puede medir

sin más que tener en cuenta que la condición de Lipschitz

respecto de la segunda variable indica que el cociente in-

crementa.

|f(x2)− f(x1)|
|x2 − x1|

, x1, x2 ∈ D.

Está acotado por la constante de Lipschitz L en todo el

dominio D de de�nición de la función. Esto lleva a pensar

que la condición de Lipschitz está directamente relaciona-

da con el comportamiento de la derivada o las derivadas

parciales de la función, si es que existen.

2.4 Unicidad

El teorema de Cauchy-Peano asegura la existencia de

solución del problema de Cauchy propuesto. Pero no ase-

gura la unicidad, pueden existir distintas funciones que
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veri�quen el mismo problema de Cauchy.

El teorema de Picard-Lindeöf resuelve el problema de la

unicidad de solución si la función f(x, y) veri�ca además

una condición mas fuerte que la requerida en las hipótesis

del teorema de Cauchy-Peano: La condición de Lipschitz

respecto de la segunda variable.

Teorema de Picard-Lindeöf

Teorema 2.4.1 Se considera el problema de valor inicial:y
′ = f(x, y)

y(x0) = y0
donde x ∈ [A,B].

Donde la función f(x, y) : [x0, b]×Rn → Rnes continua

en [x0, b]×Rny veri�ca la condición de Lipschitz respecto

de la segunda variable en [x0, b]×Rn, es decir, existe una

constante L tal que para todo x ∈ [x0, b] y todo y1, y2 ∈
Rn, se veri�ca que |f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L |y1 − y2| .En-
tonces el problema de valor inicial propuesto tiene una

única solución.

Demostracion. Se considera el espacio vectorial E =

C([x0, b],Rn) de las funciones continuas en el intervalo

[x0, b]. Dadas dos funciones ϕ1, ϕ2 ∈ E, se de�ne la dis-

tancia:
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d(ϕ1, ϕ2) = sup{e−k(x−x0) |ϕ1(x)− ϕ2(x)| : x ∈ [x0, b]}.

Siendo K una constante �ja tal que K > L, se puede

demostrar fácilmente que es una distancia y que el espa-

cio vectorial E con esta distancia es completo. Se tiene

entonces que E es un espacio métrico completo.

se de�ne ahora sobre E la aplicación T tal que dada la

función ϕ ∈ E,

Tϕ(x) = y0 +

xˆ

x0

f(s, ϕ(s))ds.

T (ϕ) es también una función continua de�nida en el

intervalo [x0, b], y por tanto pertenece a E.

Entonces, si ϕ1, ϕ2 ∈ E,

e−k(x−x0) |Tϕ1(x)− Tϕ2(x)| ≤
ˆ x

x0

−k(x−x0) |f(s, ϕ1(s))− f(s, ϕ2(s))| ds =

ˆ x

x0

e−k(x−s)e−k(s−x0) |f(s, ϕ1(s))− f(s, ϕ2(s))| ds

≤ Ld(ϕ1, ϕ2)

ˆ x

x0

e−k(x−s)ds ≤ L

k
d(ϕ1, ϕ2)

Se tiene entonces que:
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d(T (ϕ1), T (ϕ2)) = sup{e−k(x−x0) |ϕ1(x)− ϕ2(x)| : x ε [x0, b]} ≤ L

k
d(ϕ1, ϕ2).

Como k > L, la aplicación es contractiva y tiene un

único punto �jo que es la única solución del problema de

valor inicial propuesto.

Nota: Si el problema de Cauchy es de la forma:{
y′ = f(x, y)

y(x0) = y0
donde x ∈ [A, x0].

También se veri�ca el teorema anterior 2 y el razona-

miento empleado sigue siendo válido. Únicamente hay que

modi�car la de�nición de distancia:

d(ϕ1, ϕ2) = sup{e−k(x0−x) |ϕ1(x)− ϕ2(x)| : x ∈ [x0, b]},

para que las acotaciones sigan siendo válidas.
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Capítulo 3

Desigualdad
Gronwall-Bellman

Este capítulo esta dedicada a una notable desigualdad

conocida como desigualdad de Gronwall que es de gran

utilidad en muchas aplicaciones. La idea esta basada en

la integración de las ecuaciones diferenciales lineales de

primer orden mediante un factor integrante. Consideremos

la ecuación y′(t) + a(t)y(t) + f(t) = 0 donde

f , a : [t0, t1] → R; son funciones continuas.

Buscamos un factor integrante µ = µ(t), es decir, una

función distinta de cero tal que la ecuación

µ(t)y′(t) + (t)(a(t)y(t) + f(t)) = 0. (3.1)

Sea Exacta.

Para ello se ha de veri�car que µ(t) = a(t)µ(t), o bien,

integrando:
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µ(t) = exp

(ˆ t

t0

a(s)ds

)
.

De esta forma la ecuación 3.1 se convierte en:

d

dt
(y(t)exp

(ˆ t

t0

a(s)ds

)
= −f(t)exp

(ˆ t

t0

a(s)ds

)
integrando resulta

y(t)exp

(ˆ t

t0

a(s)ds

)
−y(t0) = −

ˆ t

t0

f(u)exp

(ˆ u

t0

a(s)ds

)
du

y despejando y(t) resulta

y(t) = y(t0)exp

(
−
ˆ t

t0

a(s)ds

)
−
ˆ t

t0

f(u)exp

(
−
ˆ t

u

a(s)ds

)
du

Queremos seguir la misma estrategia para pasar de de-

sigualdades integrales que involucran a una función en am-

bos miembros, a desigualdades en que tal función no esta

en el miembro derecho. Mas precisamente se tiene el si-

guiente resultado.
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3.1 Lema de Gronwall.

Sean f , g : [a, b] → R funciones continuas y tal que

g(t) ≥ 0 ∀ t ∈ [a, b].

Sea: y : [a, b] → R funciones continuas tal que

y(t) ≤ f(t) +

ˆ t

a

g(s)y(s)ds; ∀ t ∈ [a, b]

entonces

y(t) ≤ f(t) +

ˆ t

a

f(s) g(s)exp

(ˆ t

s

g(u)du

)
ds.

Demostración. Sea z(t) =
ˆ t

a

g(s)y(s)ds,entonces

z′(t)− g(t)z(t) ≡ g(t)y(t)− g(t)

ˆ t

a

g(s)y(s)ds ≡

g(t)(y(t)−
ˆ t

a

g(s)y(s)ds) ≤ g(t)f(t),

es decir

z′(t)− g(t)z(t) ≤ g(t)f(t).

Ahora tenemos una desigualdad diferencial lineal por lo

que tomamos el mismo factor integrante que en el caso de
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las ecuaciones lineales. Mas precisamente, consideramos

w(t) = z(t)exp

(
−
ˆ t

a

g(s)ds

)

de donde resulta

w′(t) = z′(t)exp

(
−
ˆ t

a

g(s)ds

)
−z(t)g(t)exp

(
−
ˆ
g(s)ds

)

≤ f(t)g(t)exp

(
−
ˆ
g(s)ds

)
y teniendo en cuenta que w(a) = z(a) = 0 obtenemos,

w(t) ≤
ˆ t

a

f(s)g(s)exp

(
−
ˆ
g(u)du)

)
ds

y, por tanto,

z(t) ≤
ˆ t

a

f(s)g(s)exp

(ˆ s

t

g(u)du

)
ds.

Como y(t) ≤ f(t) + z(t), se concluye el resultado.

En muchas aplicaciones aparece el caso particular si-

guiente.
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Corolario 3.1.1 Si en las hipótesis del Lema se supone ade-

mas f(t) ≡ k, constante, entonces

y(t) ≤ k exp

(ˆ t

a

g(s)ds

)
.

Demostración. Aplicando el Lema obtenemos, inte-

grando,

y(t) ≤ k(1 +

ˆ t

a

g(s)exp

(ˆ s

a

g(u)du)ds

)
=

k(1−
ˆ t

a

exp

(ˆ t

s

g(u)du

)(
−d

(ˆ t

s

g(u)du

))
=

k exp

(ˆ t

a

g(s)ds

)
El lema de Gronwall establece una cota superior para

las funciones no negativas que puedan acotarse por una

función lineal de su integral. Este lema es de gran utili-

dad para probar el teorema de unicidad, la dependencia

continua de las soluciones de parámetros presentes en la

ecuación diferencial, y de las condiciones iniciales, así como

también en numerosos resultados referentes a la acotación

y a la estabilidad.
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Conclusión

A lo largo de nuestra investigación nos percatamos que

son muy pocos los estudios enfocados al análisis de las

ecuaciones diferenciales, por lo general son estudios enfo-

cados al cálculo de las soluciones de estas ecuaciones.

Las ecuaciones diferenciales se clasi�can de acuerdo a su
forma y conforme a ello se desarrollan distintos métodos
de solución, en algunos casos es necesario aplicar algunas
estrategias matemáticas para poder resolver estas ecuacio-
nes diferenciales cuando tienen una forma muy compleja,
una de estas estrategias y la más importante es el uso del
factor integrante, que es de gran utilidad en aquellas ecua-
ciones que por su forma no se podían clasi�car dentro de
los tipos de ecuaciones diferenciales ya conocidas (Edo a
variables separables, exactas, bernoulli, etc.).

Nuestra investigación mostró como poder asegurar la

existencia y unicidad de soluciones en ecuaciones diferen-

ciales, sin tener la necesidad de calcularlas, esto se logra

aplicando los teoremas que en ella se describen y es una

herramienta e�ciente totalmente demostrada para todas

las ecuaciones diferenciales ordinarias, es decir, estamos en
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condiciones de establecer si una ecuación diferencial tiene

o no solución y si esta es única, sin tener que trabajar

tratando de buscar esta solución de forma explícita. Mos-

tramos como en algunos casos es muy complejo encontrar

la solución de una ecuación diferencial, pero si el problema

es solamente saber si esta solución existe, podemos ocupar

los teoremas de existencia antes mencionados para dar res-

puesta a esta interrogante, pero, ¾cómo saber más sobre

esta solución?, una idea de gran utilidad para saber un

poco más de esta solución es introducida por el lema de

Gronwall, quien nos ayuda a establecer ciertas cotas para

esta solución, de esta manera podemos analizar dentro de

que parámetros se encuentra nuestra solución.
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