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DEPARTAMENTO DE CIENCIAS DE LA EDUCACIÓN
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Papá, Mamá, Axcel y Lorena

Suponen los cimientos de mi desarrollo, todos y cada uno de ustedes, han destinado tiempo
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CAṔITULO 1

INTRODUCCIÓN

En la teoŕıa de la probabilidad y estad́ıstica, la distribución de probabilidad de una variable
aleatoria es una función que permite obtener probabilidad de ocurrencia [9]. Las distribuciones
más conocidas son la distribución Normal, distribución T-Student, distribución Binomial,
distribución de Poisson, etc. Estas distribuciones son herramientas estad́ısticas que permiten
modelar fenómenos reales, en los cuales se desee realizar un análisis estad́ısticos e inferencial.

La distribución de Hermite resulta al sumar dos variables de Poisson (X1 y X2) dependientes,
de la forma Y = X1 +2X2 [5]. La distribución es flexible a la hora de modelar datos de conteo
que presenten una multimodalidad, junto con presentar varios ceros, lo que se denomina cero-
inflación. Támbien permite modelar datos en los que la sobredispersión es moderada; esto
es que la varianza es mayor a la esperanza. La distribución de Hermite para el caso en que
n = 2 coincide con la distribución Binomial de Poisson (n: no de ocurrencias del evento o
fenómeno). Recibe el nombre porque los matemáticos Kemp and Kemp la llamaron aśı ,
debido a que la función de probabilidad y la función generadora de momentos se pueden
expresar en términos de los polinomios de Hermite modificados [1].

En esta tesis realizaremos una investigación a la distribución de hermite bivariada, obtenida
por kocherlakota (1988) [11] a través de una variable de Poisson bivariada con parametros
τλ1 y τλ2 , de igual forma por Kemp y Papageorgio (1982) [10] con un reparametrización.

Fue A.G. McKendrick en 1926 , en applications of mathematics to medical problems [12] quien

1
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publicó por primera vez sobre la distribución de Hermite. Intentando explicar diversos méto-
dos matemáticos que se pueden aplicar en investigaciones médicas. McKendrick demostró, lo
que posteriormente seria llamado la distribución de Hermite, al sumar dos variables de Pois-
son dependientes. Como aplicación McKendrick modeló un experimento fagoćıtico (recuento
de bacterias en leucocitos) a través de la distribución de Hermite, obteniendo un modelo mas
satisfactorio que con la distribución de Poisson.

C.D. Kemp y A.W. Kemp en 1965, quienes en ”Some Properties of Hermite Distribution” [1]
introdujeron formalmente la distribución de Hermite. Esta investigación se concentra en
el cálculo de la función de probabilidad, su relación con los polinomios de Hermite y la
estimación de parámetros con el método de máxima verosimilitud.

El estudio de la generalización de la distribución de Hermite lo hicieron Gupta y Jain en .A

Generalized Hermite Distribution and Its Properties”.(1974) [13]

A C.D Kemp y H. Papageorgiou en 1982 [10] estudiaron varias formas en la que la distrbución
de Hemite bivariada puede ser expresada por procesos de reparametrización.

En 1983 H. Papageorgiou, C.D. Kemp. y S. Loukas publicaron en Biometrika: Some Methods
of Estimation For the Bivariate Hermite Distribution” [4] donde exponen tres métodos de
estimación: estimación por punto de equilibrio, por momentos y otra con frecuencia de cero.

1.0.1. Distribución de Hermite

Funcion de probabilidad

Dadas dos variables independientes de Poisson, X1 y X2 con parámetros a1 y a2 respecti-
vamente, la distribución de la varibale aleatoria Y = X1 + 2X2 sigue una distribución de
Hermite con parámetros a1 y a2 cuya función de probabilidad es:

pn = P (Y = n) = exp[−(a1 + a2)]

[n/2]∑
j=0

an−2j
1 aj2

(n− 2j)!j!
(1.1)

Donde:

n = 0, 1, 2, 3, ...

[n/2] es la parte entera de n/2

a1, a2 ≥ 0

2
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Función generatriz de probabilidad

Esta función es útil para generar las probabilidades de la distribución y sus momentos.

GY (s) =
∞∑
n=0

Pns
n = exp[a1(s− 1) + a2(s2 − 1)] (1.2)

GY (s) =
∞∑
n=0

Pns
n = exp[−(a1 + a2) + a1s+ a2s

2] (1.3)

Observación 1.1 (Notación). De una variable Y = X1 + 2X2 que siga una distribución de
Hermite escribiremos

Y ∼ Herm(a1, a2)

Función generadora de momentos

M(t) = G(et) = exp[−(a1 + a2) + a1e
t + a2e

2t] (1.4)

Función de distribución

F (x; a1, a2) = P (X ≤ x) = exp[−(a1 + a2)]

[x]∑
i=0

[i/2]∑
j=0

ai−2j
1 aj2

(i− 2j)!j!
(1.5)

Observación 1.2 (Propiedades).

No es una distribución unimodal

Distribución cerrada bajo convoluciones: Sea X1 ∼ Herm(a1, a2) , X2 ∼ Herm(a3, a4)
y Y = X1 +X2, entonces Y sigue una distribución Hermite

Permite modelar datos que tienen un exceso de ceros, esto se denomina cero-inflación

La distribución de Hermite tiene sobdredispersión moderada; es decir que la varianza
es mayor que la esperanza.

3
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CAṔITULO 2

ESTUDIO PROBABILISTICO

2.1. Introducción

En el mundo de la estad́ıstica, uno de los conceptos principales es el muestreo. En casi todos
los problemas de estad́ıstica, de un cuerpo de datos llamado población, se toma un número
más pequeño de mediciones , es decir, una muestra. Como se expresa en la Figura 2.1

Nuestro principal interés esta en la población, pero ésta puede ser dif́ıcil o imposible de
enumerar. Imagine tratar de registrar la estatura de todas las personas sanas del mundo o
de la preferencia presidencial de todo votante registrado en Chile. En cambio, tratamos de
describir o inferir el comportamiento de la población en base a la información obtenida de
una muestra representativa de esa población.

Figura 2.1: Población y muestra

4
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La probabilidad se emplea como herramienta; permite que usted evalúe la confiabilidad de sus
conclusiones acerca de la población.

2.1.1. Funciones Generadoras

En el estudio de variables aleatorias existe una variedad de funciones que se han introducido
para facilitar el resumen de las propiedades en una forma funcional compacto pero manejable.
Hay una serie de tales propiedades que son de interés en general. Por lo tanto de manera
correspondiente, hay una serie de definiciones para generar estas funciones, cada uno dando
lugar a una una propiedad espećıfica de la variable aleatoria. En esta sección vamos a definir
estas funciones útiles para el desarrollo de las relaciones entre las diversas caracteŕısticas de
las variables aleatorias.

Definición 2.1 (Función Generadora de Probabilidad (fgp)). La función generadora de pro-
babilidad (fgp) del par de variables aleatorias (X, Y ) con función de probabilidad f(x, y) es
la E[tx1t

y
2].

Designaremos a la función generadora de probabilidad como Π(t1, t2). Desde el definición se
aprecia fácilmente que

Π(t1, t2) =
∑

(x,y)∈T

tx1t
y
2f(x, y) (2.1)

de la ecuación (2.1) es evidente que al ser una serie geométrica es absolutamente convergente
en el rectángulo unido |t1| ≤ 1, |t2| ≤ 1. Como tal, la función generadora de probabilidad es
infinitamente diferenciable a las variables (x, y) en (0, 0) . También es única en el sentido
de una relación de uno a uno con la función de probabilidad. Por lo cual, de la ffunción
generadora de probabilidad se puede obtener la función de probabilidad de las variables.

La función generadora de probabilidad da lugar a la función de probabilidad de las variables
aleatorias. Sin embargo, nuestro mayor interés es en los momentos conjuntos µ

′
r,s = E(XrY s)

de la variables aleatorias X e Y. Para ello tenemos la definición de la función generadora de
momentos (fgm), la cual depende de la existencia de los momentos. Para asegurarse de que
no existe, se utiliza la definición restringida dada por Hogg y Craig (1978, p. 77) [14].

5
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Definición 2.2 (Función Generadora de Momentos (fgm)). La función generadora de mo-
mentos del par de variables aleatorias X e Y es el E[exp(t1X + t2Y )] siempre que exista
(t1, t2), situada en el rectángulo |t1| ≤ h1, |t2| ≤ h2 donde h1 y h2 son números reales po-
sitivos. La función generadora de momentos está representado por M(t1, t2). A partir de la
definición:

M(t1, t2) =
∑
x,y

exp[tx1 + ty2]f(x, y) (2.2)

Observación 2.1. Como se ha mencionado, esta definición de la función generadora de
momentos asume que existen todos los momentos. Sin embargo, si la función generadora de
momentos no existe, es necesario la función caracteŕı́ıstica definida sobre el plano complejo.

La ampliación de las funciones exponenciales en (2.2), es posible escribir

M(t1, t2) =
∑
x,y

tr1
r!

ts2
s!
µ

′

r,s (2.3)

De esta expansión y el hecho de que el orden de la diferenciación y la suma puede ser inter-
cambiado para establecer las siguientes reglas para la determinación de los momentos, dada
la función generadora de momentos

µ
′
r,s es el coeficiente de

tr1
r!

ts2
s!

en la expansión de la función generadora de momentos en
potencia de t1 y t2.

µ
′
r,s viene dada por la derivado parcial mixta

∂r+s

∂tr1∂t
s
2

= M(t1, t2)|t1=0,t2=0 (2.4)

Al comparar las funciones (2.1) y (2.2) obtenemos la siguiente relación

M(t1, t2) = Π[expt1, expt2] (2.5)

Definición 2.3 (Función Generadora de cumulantes ). La función generadora cumulantes
se define, siendo el vector aleatorio bidimensional X = (X1, X2) con función generadora de
momentos M(t1, t2). Suponiendo que existen todos los momentos para X. Podemos considerar
el logaritmo de la función generadora de momentos y desarrollarlo en serie de potencias,
dando lugar a la función generatriz de cumulantes bidimensionales

K(t1, t2) = logM [t1, t2] =
∑
r

∑
s

(r,s)6=(0,0)

tr1
r!

ts2
s!
κr,s (2.6)

En la cantidad κr,s se llama el cumulante de orden (r, s)

6
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2.1.2. Distribuciones Condicional y Marginal

Es interesante tener en cuenta las distribuciones marginales y condicionales, La distribución
marginal describe el comportamiento individual de cada una de las variables aleatorias. Por
otro lado, las distribuciones condicionales lleva a cabo la interdependencia de las variables
aleatorias. Por lo tanto la distribución condicional puede dar interpretaciones simples y útiles.

Es posible relacionar las funciones generadoras de probabilidad de las distribuciones con-
dicionales con la función generadora de probabilidadde la distribución conjunta. Aunque el
método habitual de la determinación de la fp condicional directamente de la articulación de
las funciones de probabilidad marginales se puede utilizar, esto implicará la determinación
de la función de probabilidad conjunta. Desafortunadamente, en el caso de las distribuciones
discretas bivariadas esto no siempre es un problema trivial. También el función de probabili-
dad condicional resultante no se presta a la interpretación útil, siendo bastante intratable en
la mayoŕıa de los casos que se presentan en la práctica. Por otro lado, se verá que el uso de
la función generadora de probabilidad en la determinación de la distribución condicional sin
tener que encontrar la función de probabilidad bivariante es mucho más general. También es
útil para dar una mayor comprensión de la naturaleza de las distribuciones condicionales. La
función generadora de probabilidad resultante se ve en la mayoŕıa de situaciones útil, pero
simple.

Definición 2.4 (Distribuciones Marginales). Dada la función de probabilidad conjunta de
(X, Y ), f(x, y). A continuación, las funciones de probabilidad marginales son g(x) =

∑
y

f(x, y)

y h(y) =
∑
x

f(x, y). Las funciones de generadoras de las distribuciones marginales se pue-

den determinar de las función de probabilidad conjunta. Aśı, las funciones generadoras de
probabilidad marginales son:

Πx(t) =
∑
x

g(x)tx =
∑
x

tx
∑
y

f(x, y) =
∑
x

∑
y

f(x, y)tx = Π(t, 1)

Πy(t) =
∑
y

g(x)ty =
∑
y

ty
∑
x

f(x, y) =
∑
y

∑
x

f(x, y)ty = Π(1, t)
(2.7)

Observación 2.2. En forma análoga a partir de la definición de la función generadora de
momentos es posible ver que las funciones generadoras de momentos de las distribuciones
marginales son Mx(t) = M(t, 0) y My(t) = M(0, t).

Definición 2.5 (Distribución Condicionada). Por las definiciones, la función de probabilidad
condicional de Y , dado X = x, es:

f(y|x) =
f(x, y)

g(x)
(2.8)

7
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Teorema 2.1. Sea Π(t1, t2) la función generadora de probabilidad conjunta de (X, Y). En-
tonces, la función generadora de probabilidad de la distribución condicional de Y dado X = x
es:

Πy(t|x) =
Π(x,0)(o, t)

Π(x, 0)(0, 1)
(2.9)

Este teorema se puede utilizar para determinar la regresión de Y en X.

Regresión de Y en X es

E[Y |X = x] =
Π(x,1)(o, 1)

Π(x, 0)(0, 1)
(2.10)

Definición 2.6 (Independencia). Dadas dos variables aleatorias X e Y , se dirán que son
independientes si, y sólo si f(x, y) = g(x)h(y) para todo (x, y) ∈ T

Una propiedad de la función generadora de probabilidad es :

Teorema 2.2. Sea la propiedad de la función generadora de probabilidad conjunta de las
variables aleatoria X e Y es Π(t1, t2) con sus funciones generadoras de probabilidad mar-
ginales Πx(t) y Πy(t) respectivamente. Entonces X e Y son independiente si, y sólo si
Π(t1, t2) = Πx(t)Πy(t)

2.2. Función generadora de Probabilidad

Kocherlakota [3] presenta 3 formas que se ha demostrado que surge la distribución de Hermite
bivariada:

Utilizando el resultado de Kocherlakota (1998) donde X ∧
τ
N(µ, σ2), donde X se distri-

buye como una bivariables de Poisson con parametros τλ1, τλ2 y τλ3, donde la función
de probabilidad es

Π(t1, t2) = exp(µu+
1

2
σ2µ2) (2.11)

con
u = λ1(t1 − 1) + λ2(t2 − 1) + λ3(t1t2 − 1)

8
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Kemp y Papageorgiou (1982) consideran que una forma en que la distribución (2.11)
se puede expresar mediante un proceso de reparametrización es:

Π(t1, y2) = exp[a1(t1 − 1) + a2(t21 − 1) + a3(t2 − 1) + a4(t22 − 1)]

+a5(t1t2 − 1) + a6(t21t2 − 1) + a7(t1t
2
2 − 1) + a8(t21t

2
2 − 1)

(2.12)

y la alternativa

Π(t1, y2) = exp[b1t
∗
1 + b2t

2∗
1 + bt

∗
1 + b4t

2∗
2 +

b5t
∗
1t
∗
2 + b6t

2∗
1 t
∗
2 + b7t

∗
1t

2∗
2 + b8t

2∗
2 t

2∗
2 ]

(2.13)

Cuando t∗1 = t1− 1 y t∗2 = t2− 1. Para ambas ecuaciones los coeficientes son funciones
de los cinco parámetros, λ1, λ2, λ3, µ y σ. En (2.12) con τ = µ+σ2γ, estos parámetros
son

• a1 = λ1τ

• a2 = 1
2
σ2λ2

1

• a3 = λ2τ

• a4 = 1
2
σ2λ2

2

• a5 = λ3τ + σ2λ1λ2

• a6 = σ2λ1λ3

• a7 = σ2λ2λ3

• a8 = 1
2
σ2λ2

3

Con γ = −(λ1 + λ2 + λ3)

Observación 2.3. Si el parámetro λ3 se fija igual a cero en la función generadora de
probabilidad, los coeficientes a6, a7 y a8 son todos iguales a cero. en ese caso la forma
de la fgp π(t1, t2) se simplifica a sólo los primeros cinco términos.

Consael (1952) ha examinado el modelo de Poisson-normal bivariada como:
Bivariada Poisson (λ1, λ2, λ3 = 0) ∧

λ1,λ2
bivariada normal(µ1, µ2, σ1, σ2, ρ).

que produce la función generadora de probabilidad con cinco parámetros

Π(t1, t2) = exp[µ1(t1−1)+
1

2
σ2

1(t1−1)2 +µ2(t2−1)+
1

2
σ2

2(t2−1)2 +ρσ1σ2(t1−1)(t2−1)]

(2.14)
Con las restricciones µi − σ2

i ≥ σ1σ2, i=1,2 y ρ ≥ 0

9

Universidad del Bío-Bío. Sistema de Bibliotecas – Chile



2.3. Distribución Marginal

A partir de la función generadora de probabilidad conjunta (2.12) o (2.13), se puede deter-
minar la función generadora de probabilidad marginal de X1, estableciendo a t2 = 1

Πx1(t1) = exp[µ(λ1 + λ3)(t− 1) +
1

2
σ2(λ1 + λ3)2(t1 − 1)]

o
Πx1(t1) = exp[α1(t− 1) + α2(t2 − 1)]

Donde

α1 = (λ1 + λ3)[µ− σ2(λ1 + λ3)]

α2 = 1
2
σ2(λ1 + λ3)2

En forma análoga

Πx1(t1) = exp[β1(t− 1) + β2(t2 − 1)]

Donde

β1 = (λ2 + λ3)[µ− σ2(λ2 + λ3)]

α2 = 1
2
σ2(λ2 + λ3)2

2.4. Función de Probabilidad

Observamos que en el momento de generación de la exp[µt + σ2t2

2
] distribución normal se

puede diferenciar r veces con respecto a t produciendo:

M (r)(t) = M(t)Pr(t)

Cuando Pr(t) es un polinomio de grado r en t. Obtenemos la función de probabilidad

f(r, s) =
λr1λ

s
2

r!s!
M(γ)

min(r,s)∑
k=0

(
r

k

)(
s

k

)
k!Pr+s−k(γ)δk (2.15)

10
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Donde γ = −(λ1 + λ2 + λ3) y δ = λ3
[λ1λ2]

.

Observación 2.4. Si λ3 = 0 entonces la función de probabilidad se reduce a

f(r, s) =
λr1λ

s
2

r!s!
M [−(λ1 + λ2)]Pr+s[−(λ1 + λ2)] (2.16)

2.5. Relación de Recurrencia

En el caso de la distribución de Hermite bivariada las relaciones de recurrencia adquieren
una forma especial. Tenga en cuenta que, en este caso, el coeficiente diferencial de r-ésimo
de M(t) satisface la relación de recurrencia [3].

M (r)(t) = (r − 1)σ2M (r−2)(t) + (µ+ σ2t)M (r−1)(t)

Al aplicar, tenemos

M (r)(γ) = (r − 1)σ2M (r−2)(γ) + (µ+ σ2t)M (r−1)(γ)

Por lo tanto, las relaciones de recurrencia para las probabilidades de f(r, 0) y f(0, s) son

r : f(r, 0) = (λ1σ)2f(r − 2, 0) + (µ+ σ2γ)λ1f(r−1,0) r ≥ 1

s : f(0, s) = (λ2σ)2f(0, s− 2) + (µ+ σ2γ)λ2f(0,s−1) s ≥ 1

 (2.17)

Más general tenemos

f(r, s) = (r+1)λ2
sλ1

f(r + 1, s− 1) + (r−s+1)λ3
sλ1

f(r, s− 1) r ≥ s

f(r, s) = (s+1)λ1
rλ2

f(r − 1, s+ 1) + (s−r+1)λ3
rλ2

f(r − 1, s) s ≥ r

 (2.18)

Observación 2.5. Se pueden calcular rápidamente las siguientes probabilidades con τ =
µ+ σ2γ

11
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f(0, 0) = m(γ)

f(1, 0) = λ1τM(γ)

f(0, 1) = λ2τM(γ)

12
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Kemp y Papageorgiou (1982) han obtenido la siguiente desigualdades para cualquier par de
r y s.

P{X1 ≤ r,X2 ≤ s} ≥ P{X1 ≤ r}P{X2 ≤ s}

P{X1 ≥ r,X2 ≥ s} ≥ P{X1 ≥ r}P{X2 ≥ s}

2.6. Momentos y Cumulantes

La función de generatriz de cumulantes factoriales [3] es

G(t1, t2) = bt1 + b2t
2
1 + b3t2 + b4t

2
2 + b5t1t2 + b6t

2
1t2 + b7t1t

2
2 + b8t

2
1t

2
2

A partir del cual, los cumulantes factoriales κ[r,s] se determinan fácilmente como los coefi-

cientes de
t21t

2
2

r!s!
:

κ[1,0] = b1 κ[2,0] = 2b2 κ[0,1] = b3 κ[0,2] = 2b4

κ[1,1] = b5 κ[2,1] = 2b6 κ[1,2] = 2b7 κ[2,2] = 4b8

 (2.19)

Todo orden superior de cumulante factoriales son cero.

2.7. Independencia

En el caso de la familia de ocho parámetro de la distribución de Hermite, no parece que las
variables aleatorias X1 y X2 pueden ser independientes, sin embargo, para la familia de cinco
parámetros hay dos casos que podemos considerar. En el primer caso cuando la

Bivariada Poisson (λ1, λ2, λ3 = 0) ∧
λ1,λ2

bivariada normal(µ1, µ2, σ1, σ2, ρ).

La función generadora de probabilidad está dada por (2.14) . Aqúı se ve fácilmente que las
variables aleatorias son independientes si y sólo si ρ = 0; es decir, si y sólo si las variables
aleatorias independientes de Poisson se combinan con las distribuciones normales indepen-
dientes.
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Por otro lado, si tenemos en cuenta la familia de cinco parámetros obtenida en (2.12) de que
surge cuando la composición es

P (λ1, τ)P (λ2τ) ∧
τ
g(τ)

Siendo g N(µ, σ2), y la fgp de (X1, X2) es

Π(t1, t2) = exp[µ(λ1(t1 − 1) + λ2(t2 − 1)) +
1

2
σ2{λ1(t1 − 1) + λ2(t2 − 1)}2]

Observación 2.6. La condición necesaria y suficiente para que X1 y X2 para ser inde-
pendientes es que σ = 0. La distribución resultante es la bivariada de Poisson, que puede
considerarse un caso especial de la distribución Hermite bivariada.

2.8. Distribución Condicional y Regresión

Si la función generadora de probabilidad es de la forma en (2.12), usando el teorema (2.1)
la función generadora de probabilidad de la distribución condicional de X1 dado X2 = x2 es:

Πx1(t1|x2) =
M (x2)[−(λ2 + λ3) + λ1(t− 1)]

M (x2)[−(λ2 + λ3)]
[

λ2

λ2 + λ3

+
λ3t

λ2 + λ3

]x2 (2.20)

Se puede observar que el coeficiente diferencial en el lado de la derecha se puede escribir
como

M (r)(t) = M(t)σrH∗x[σt+
µ

σ
] (2.21)

con

H∗x =

[x
2

]∑
r=0

x!tx−2r

(x− 2r)!r!2r
(2.22)

Los polinomios de Hermite modificados definidos por Kemp y Kemp (1965). Sustituyendo en
el primer término del lado derecho de (2.20) tenemos:

M [λ1(t− 1)− λ2 − λ3]

M [−λ2 − λ3]

H∗x[σ{λ1(t− 1)− λ2 − λ3}+ µ
σ
]

H∗x[σ(−λ2 − λ3) + µ
σ

(2.23)
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El primer término de la ecuación (2.23) se puede expresar como

exp[{µ− σ2(λ2 + λ3)}λ1(t− 1) +
1

2
(σλ1)2(t− 1)2]

Y el segundo término es:
[
x2
2

]∑
r=0

ωr(x2)(Q+ Pt)x2−2r

Donde

P =
σ2λ1

µ− σ2(λ2 + λ3)
;Q = 1− P

y

ωr(x) =

x!
(x−2r)!r!

α−r∑[x
2

]

s=0
x!

(x−2s)!s!
α−s

Con
α = 2({µ

σ
− σ(λ2 + λ3)})2

En el desarrollo anterior hemos asumido que el parámetro satisface la condición µ
σ
> σ(λ2 +

λ3). Bajo este supuesto la distribución condicional de X1 dado X2 = x2 es la convolución de

Y1 ∼ B(x2, p), p = λ3
(λ2+λ3)

Y2 ∼ Hermite obtenida de P (λ1τ) ∧
τ
N(µ− σ2(λ2 + λ3), σ2)

Y3 que es una mezcla de B(x2−2r, P ), r = 0, 1, 2, ..., [x2
2

] con el componente r-ésimo que
tiene la función de peso dado anteriormente.

Estos resultados son de Kocherlakota (1988) [11]. Kemp y Papageorgiou (1982) [10] consi-
deran la distribución para el caso λ3 = 0 La regresión se puede encontrar como de costumbre
de la distribución condicional como

E[X1|X2] = x2p+ λ1[µ− σ2(λ2 + λ3)] +

[
x2
2

]∑
r=0

ωr(x2)(x2 − 2r)P

Lo cual no es lineal en el regresor x2.
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CAṔITULO 3

ESTUDIO INFERENCIAL

3.1. Introducción

La inferencia, espećıficamente la toma de decisiones, desempeña un papel importante en la
vida de casi todas las personas. Veamos a continuación algunas aplicaciones:

Un corredor financiero desea pronosticar el comportamiento del mercado de acciones.

Un metalurgista desea determinar si un nuevo tipo de acero es más resistente a altas
temperaturas que el actual.

Aun cuando usted pueda pensar que su propia capacidad de tomar decisiones es muy buena,
la experiencia sugiere que éste puede no ser el caso. Este caṕıtulo trata sobre el problema
general de la inferencia estad́ıstica, con especial referencia a las distribuciones discretas.
Para una exposición detallada sobre problemas de estimación usaremos a Rao (1973) [15]
como referencia teórica . El interés aqúı es principalmente presentar los resultados sobre
estimación. En este sentido, el material que se presenta aqúı es una breve revisión de los
métodos de estimación puntual.
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3.1.1. Estimación

Bajo condiciones regulares, el método de máxima verosimilitud ha demostrado ser superior a
los otros métodos. Asintóticamente produce estimadores que se distribuyen en forma normal,
sin sesgo y con varianza mı́nima. Esta técnica, sin embargo, sufre de algunos inconvenientes,
importantes, como por ejemplo las dificultad de los cálculos computacionales. Para muchas
distribuciones discretas, se necesitan procedimientos iterativos para la resolución de las ecua-
ciones.

Kemp y Kemp (1988) [16] describen técnicas útiles para distribuciones discretas univariados,
que proporciona estimaciones rápidas. A pesar de estos estimadores pueden no poseer las
propiedades deseables, tales como la varianza pequeña y sin sesgo, que pueden ser útiles
para un vistazo rápido a los datos o de valores de prueba iniciales para los procedimientos
iterativos.

El tipo de estimación depende de la distribución particular bajo estudio y la naturaleza de
sus parámetros. En algunas situaciones, varios procedimientos pueden ser utilizados con el
fin de obtener una solución. Papageorgiou y Kemp (1988) [17] señalan que, para los tamaños
de muestra moderados de menos de 500 observaciones, los procedimientos de estimación, a
menudo pueden fallar; es decir, el valor estimado del parámetro, puede no estar dentro del
espacio de parámetros. En la práctica es t́ıpico los conjuntos de datos mucho menores de 500
observaciones; por lo tanto, varios métodos pueden tener que ser utilizado para estimar los
parámetros.

Las técnicas que parecen ser más útiles para la distribución de dos variables son el método de
máxima verosimilitud y el método de los momentos. Vamos a discutir estos y sus propiedades
en las siguientes secciones.

Método de Momentos

El método clásico de momentos consiste en igualar los momentos de la muestra a sus po-
blaciones equivalentes, expresada en términos de los parámetros. El número de momentos
requeridos depende del número de parámetros. la elección de los momentos particulares es
arbitraria, pero los momentos de orden inferior son generalmente preferidos ya que son ge-
neralmente las funciones más simple de los parámetros. Además, los momentos de orden
superior tienen variaciones más grandes .

En una distribución discreta de dos variables, los datos se pueden resumir en la matriz {nij},
la frecuencia observada correspondiente a la observación {X = i, Y = j} para i = 1, 2, ...; j =
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1, 2, .... Donde el tamaño total de la muestra es∑
i

∑
j

nij = n

La función de probabilidad
f(r, s) = P{X = r, T = s}

Es una función de los parámetros θ1, θ2, ...θq.

El momento de la muestra (en torno a cero) de la orden (r, s) se denota por

m′r,s =
1

n

∑
i

∑
j

irjsnij (3.1)

En particular
m′1,0 = x̄ m′0,1 = ȳ

Los momentos centrales están representados en consecuencia por

mr,s =
1

n

∑
i

∑
j

(i− x̄)r(j − ȳ)snij (3.2)

Al tener q = 3 con c1, c2, c3 los momentos de muestra apropiados para estimar θ1, θ2, ...θ3

entonces:

c1 = u1(θ̃1, θ̃2.θ̃3)

c2 = u2(θ̃1, θ̃2.θ̃3)

c3 = u3(θ̃1, θ̃2.θ̃3)


(3.3)

Donde (θ̃1, θ̃2.θ̃3) son los momentos estimadores de (θ1, θ2, ...θ3) .

Mientras que en el caso univariado, puede no haber una ambigüedad en la elección de los
momentos c1, c2, c3 , en el caso de dos variables esta elección no es única. Por lo tanto en el
caso c1, c2, c3 univariado se toman usualmente los primeros tres momentos de la muestra . En
la situación de dos variables c1 y c2 puede ser elegido los dos primeros momentos marginales
y c3 se iguala al momento en mixto.
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La solución (θ̃1, θ̃2.θ̃3) de 3.3 se puede obtener directamente o de forma iterativa. Una de
estas técnicas es el método de Newton-Raphson presentado a continuación:

El lado derecho de (3.3) se expande θ0 en una serie de Taylor. Donde

c = u(θ0) + Uδ

. Con

U = (
∂ui
∂θ1

,
∂ui
∂θ2

,
∂ui
∂θ3

)|θ=θ0 i = 1, 2, 3.

y
δ = θ̃ − θ0

La solución de δ, tenemos:

δ = U−1[c− u(θ0)]. (3.4)

Esto produce θ̃ = θ0 + δ. el procedimiento se termina cuando δ es pequeño.

Momentos de los estimadores de momentos

Es posible determinar los momentos de los estimadores θ̃ mediante la expansión de (3,3) en

una serie de Taylor alrededor de los valores esperados de los estimadores. Dado E(θ̃) = µ a
continuación:

c = u(µ) + V (θ̃ − µ). (3.5)

Dónde

V =

{
∂ui
∂θj

}∣∣∣∣
θ=µ

Donde µ es el valor esperado de θ̃, se ve fácilmente que la matriz de varianza de θ̃ es:

∑
MM

= T
∑
c

T ′ (3.6)

Donde T = V −1 y
∑

c es la matriz de varianza de los momentos c.
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Error estándar de los momentos de la muestra

El procedimiento de estimación con el método de los momentos en una distribución discreta
de dos variables puede implicar los momentos factoriales de muestra m[r,s] además de los
momentos m′r,s y mr,s. Con el fin de encontrar

∑
c en (3,6), Es necesario determinar las

variaciones de los momentos de la muestra. Aqúı los resultados asintóticos en los primeros
dos momentos de m′r,s se derivan. A partir de estos resultados se determina la matriz de
covarianza de mr,s. Para los momentos factoriales sólo se examinan los momentos de orden
inferior. Dado nij la frecuencia observada en la celda (i, j) correspondiente al evento {X =
i, Y = j} con probabilidad pij para i = 0, 1, 2, ...; j = 0, 1, 2, .... A continuación, los totales
marginales y las probabilidades correspondientes están dadas por

ni+ =
∑
j

nij n+j =
∑
i

nij pi+ =
∑
j

pij p+j =
∑
j

pij (3.7)

Se conoce que los {nij} j tienen una distribución multimodalidad con los parámetros n y
{pij}.Aśı :

E(nij) =
∑
j

nij; E(n2
ij) = npij[1 + (n− 1)pij] E(nij, nkh) = n(n− 1)pijpkh

y

V ar(nij) = npij(1− pij); Cov(nij, nkh) = −npijpkh

Para i 6= j y k 6= h.

Recordando la definición de m′r,s tenemos:

E(m′r,s) = µ′r, s (3.8)

Dónde

µ′r, s =
∑
i

∑
j

irjspij
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Además

E[(m′r,s)
2]) = E[

1

n2
{
∑
i

∑
j

irjsnij}2]

= E[
1

n2
{
∑
i

∑
j

i2rj2sn2
ij +

∑
i1

∑
j1

∑
i2

∑
j2

ir1i
r
2j
s
1j
s
2ni1j1ni2j2}]

=
1

n2
{
∑
i

∑
j

i2rj2s[npij + n(n− 1)p2
ij] +

∑
i1

∑
j1

∑
i2

∑
j2

ir1i
r
2j
s
1j
s
2[n(n− 1)pi1j1pi2j2 ]}

Por lo tanto

E[(m′r,s)
2]) =

1

n
µ′2r,2s +

n− 1

n
µ′2r,s. (3.9)

En forma análoga

E[m′r1,s1m
′
r2,s2

] = E{ 1

n2
[
∑
i

∑
j

ir1js1nij][
∑
i

∑
j

ir2js2nij]}

= E{ 1

n2
{
∑
i

∑
j

ir1+r2js1+s2n2
ij +

1

n2

∑
i1

∑
j1

∑
i2

∑
j2

ir11 j
s1
1 i

r2
2 j

r2
2 ni1j1ni2j2}

Cuyos rendimientos

E[m′r1,s1m
′
r2,s2

] =
1

n2
{
∑
i

∑
j

ir1+r2js1+s2pij+

n− 1

n
[
∑
i

∑
j

ir1+r2js1+s2p2
ij +

∑
i1

∑
j1

∑
i2

∑
j2

ir11 j
s1
1 i

r2
2 j

r2
2 pi1j1pi2j2 ]

=
1

n
µ′r1+r2,s1+s2

+
n− 1

n
µ′r1,s1µr2,s2 (3.10)
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Combinando (3.9) y (3.10) obtenemos la matriz varianza de (m′r1,s1 ,m
′
r2,s2

) dada por

1

n


µ′2r1,2s1 − µ

′2
r1.s1

µ′r1+r2,s1+s2
− µ′r1,s1µ

′
r2,s2

... µ′2r1,2s1 − µ
′2
r1.s1

 (3.11)

Para (m′r1,s1 ,m
′
r2,s2

,m′r3,s3) la matriz de 3x3 es la extensión de (3.11)

Método de even-point

Como se ha visto, en el método de los momentos de las distribuciones de dos variables, las
estimaciones para dos de los parámetros se puede obtener igualando los momentos marginales
con sus análogos observados. Si hay más de dos parámetros a estimar puede ser dif́ıcl escoger
que momentos utilizar. Puede surgir otro tipo de problema. Al igual que en el caso univa-
riado, los estimadores de momentos pueden no cumplir las restricciones del espacio de los
parámetros. Por ejemplo, en la distribución binomial negativa univariado, si s2 no es mayor
que la media, vamos a tener una estimación negativa para un parámetro positivo. Este tipo
de problema es más común en la distribucion de dos variables, que tienen más parámetros,
que representa no sólo sus medias y varianzas marginales, sino también una estructura de
correlación.

El método even-point de estimación proporciona una modificación para el método de mo-
mentos. En el caso univariado esta técnica se introdujo por primera vez por Patel (1976) [18]
para la estimación de los parámetros de la distribución de Hermite univariado. Como en el
método de los momentos, la primera ecuación de estimación se obtiene igualando x̄ a µ , que
es una función de los parámetros desconocidos. La segunda ecuación se obtiene igualando
la suma de las frecuencias relativas de los valores pares de las variables aleatorias X en la
muestra a la suma de las probabilidades correspondientes

1

n

∑
x

n2x =
∑
x

f(2x; θ)

Donde f(x; θ) es la función de probabilidad de la variable aleatoria X. Si la fgp de X se
denota por Πx(t; θ). Donde Kemp y Kemp (1988) muestran que

Πx(0; θ) + Πx(−1; θ) =
∑
x

f(x; θ)[1 + (−1)x]
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= 2
∑
x

f(2x; θ)

es decir, el método event-point se puede considerar como un caso especial de estimación con
el fgp emṕırica

En el caso de dos variables x̄ = µx y ȳ = µy de las dos primeras ecuaciones igualando la
estimación. Para las ecuaciones de la tercera la función generadora de probabilidad conjunta
ΠX,Y (t1, t2; θ) evaluada en (t1, t2) = (1, 1) y (−1,−1) tenemos:

ΠX,Y (1, 1; θ) + ΠX,Y (−1,−1); θ) = 2{
∑
x

∑
y

f(2x, 2y; θ) +
∑
x

∑
y

f(2x+ 1, 2y + 1; θ)}.

Las probabilidades en el lado derecho son entonces reemplazados por las frecuencias relati-
vas correspondientes. Si otros parámetros han de calcularse ΠX,Y (1, 1; θ) y ΠX,Y (−1,−1; θ)
también serán necesarios.

Papageorgiou y loukas (1988) [19] han usado una variación de esta técnica en la que incluso
los estimadores puntuales se basan en la distribución condicional de X dado Y = 0

Método de Maxima Versosimilitud

La función de verosimilitud se denota por L(θ;x con X que representan el vector de paráme-
tros desconocidos y x de las observaciones. El principio de máxima verosimilitud [15] consiste
en seleccionar para θ las estimaciones obtenidas mediante la maximizacián de L con respecto
a estos parámetros. Aśı

∂logL

∂θi
= 0 i = 1, 2, 3, ..., q (3.12)

puede resolverse para θ1, θ2, ..., θq en términos de las observaciones x. Las soluciones se in-

dican mediante θ̂1, θ̂2, ..., θ̂qDesafortunadamente, no siempre es posible resolver (3.12) para

θ̂1, θ̂2, ..., θ̂q directamente. Hay dos métodos iterativos posibles para resolver estas ecuaciones:

Método de Newton-Raphson: Las ecuacion (3.12) se pueden expandir en una serie Taylor
en torno a una solución como θ0
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∂logL

∂θi
=
∂logL

∂θi

∣∣∣∣
θ=θ0

+{(θ1 − θ0
1)

∂

∂θ1

+ θ2 − θ0
2)

∂

∂θ2

+ ...+ θq − θ0
q)

∂

∂θq
}∂L
∂θi

∣∣∣∣
θ=θ0

(3.13)

Si θ son las soluciones de (3.13), entonces el lado izquierdo de (3.12) será cero; Por
lo tanto, en cada una de las iteraciones de la nueva θj+1 el valor se puede encontrar a
partir de θj mediante la adicián de δ a ella. El vector δ está dado por:

δ = −A−1D (3.14)

con A−1, Y D evaluado en θ = θj y donde :

A =


∂2logL
∂2θ1

∂2logL
∂θ1θ2

... ∂2logL
∂2θ1∂2θq

... ∂2logL
∂2θ2

... ∂2logL
∂θ2θq

... ... ... ∂2logL
∂2q

 , D =


∂2logL
∂θ1

∂2logL
∂θ2

...
∂2logL
∂θq

 (3.15)

Este proceso continua hasta que en δ se hace pequeño.

Modo de marcar: Rao (1973) [15] define la cantidad ∂logL
∂θi

como la puntuación eficiente
para θi. Aśı, el estimador de máxima verosimilitud es el valor de θi para los cuales
la puntuación eficiente se convierte en cero. Como lo anterior, lo podemos ampliar en
torno a una solución de prueba θ0 y predispuestas para el valor de δ dada en (3.14) . Rao
sugiere, sin embargo . que con el fin de estabilizar el valor δ, que es mejor reemplazar
la matriz A por su valor esperado evaluado en θ0. Es evidente que los valores esperados
de −A es la matriz de información en θ = θ0.

Γ(θ0) =

{
E

[
−∂

2logL

∂i∂j

]}∣∣∣∣
θ=θ0

(3.16)

Donde

δ = Γ−1(θ0)D

En esta técnica, el nuevo valor de θj+1 se encuentra de nuevo mediante la adición de δ
con el valor θj obtenido en la iteración j-ésima.

Para una muestra grande los valores de θ obtenido por las dos técnicas estarán muy cerca.
el método de puntuación, sin embargo, tiende a converger más rápidamente.

Propiedades de los estimadores de máxima verosimilitud
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La distribución exacta de los estimadores de máxima verosimilitud no está disponible en
general. Sin embargo, Si el tamaño de la muestra n es grande, se puede demostrar que el
estimador θ̂ es consistente, asintóticamente normal y eficiente para θ. La matriz de varianza
asintótica de θ̂ está dada por Γ−1(θ).

Los datos agrupados

En el caso especial en que los datos se clasifican en una tabla de frecuencias en ambos
sentidos, como suele ser la situación de una distribucion discreta de dos variables. Sea ·nrs
la frecuencia observada en (s, r) de la celda para r = 0, 1, 2, ..., k1; s = 0, 1, 2, ..., k2 con:

k1∑
r

k2∑
s

nr,s = n

A continuación, la probabilidad se puede escribir como

L ∝ Πr,sf(r, s)nrs

o

logL = C +

k1∑
r

k2∑
s

nr,slogf(r, s)

Predispuestas para los estimadores de máxima verosimilitud, necesitamos las dos primeras
derivadas del logaritmo de la probabilidad con respecto a θi:

∂2logL

∂θi
=

k1∑
r

k2∑
s

nr,s
1

f(r, s)

∂f(r, s)

∂θi

∂2logL

∂θi∂θj
=

k1∑
r

k2∑
s

nr,s

[
1

f(r, s)

∂2f(r, s)

∂θi∂θj
− 1

f 2(r, s)

∂f(r, s)

∂i

∂f(r, s)

∂θj

]

Donde nrs son variables aleatorias que tienen una distribución multinomial con probabilidades
prescritas por la funcion de probabilidad f(r, s), E(nrs) = nf(r, s) ; por lo tanto
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E{∂
2logL

∂θi∂θj
} = n

k1∑
r

k2∑
s

[
∂2f(r, s)

∂θi∂θj
− 1

f(r, s)

∂f(r, s)

∂i

∂f(r, s)

∂θj

]

= n

k1∑
r

k2∑
s

f(r, s)
∂logf(r, s)

∂i

∂logf(r, s)

∂θj

o

Γ(θ0) =

{
n

k1∑
r

k2∑
s

f(r, s)
∂f(r, s)

∂i

∂f(r, s)

∂θj

}∣∣∣∣∣
θ=θ0

(3.17)

Por lo tanto, utilizando el método de puntuación

δ = Γ−1(θ0)D∗

donde

D∗


∑k1

r

∑k2
s

1
f(r,s)

∂f(r,s)
∂θ1∑k1

r

∑k2
s

1
f(r,s)

∂f(r,s)
∂θ2

...∑k1
r

∑k2
s

1
f(r,s)

∂f(r,s)
∂θq



Con θ = θ0 . La matriz de varianza asintótica del estimador de máxima verosimilitud θ̂ es
Γ−1(θ) y se estima mediante la evaluación de Γ−1 a θ̂.

3.2. Estimación Puntual

Una estimación puntual del valor de un parámetro poblacional desconocido , es un núme-
ro que se utiliza para aproximar el verdadero valor de dicho parámetro poblacional. A fin
de realizar tal estimación, se toma una muestra de la población y calcularemos el paróme-
tro muestral asociado. El valor de este parámetro muestral será la estimación puntual del
parámetro poblacional.
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3.2.1. Método de los momentos

Considere la familia de cinco parámetro de la distribución dada por las función generadora de
probabilidad en las ecuaciones (2.12) y (2.13) con ai = bi = 0 para i = 6, 7, 8 éstos producen
los momentos en los términos de las bi como se da (2.19). Resolviendo los parámetros en
términos de los momentos de la muestra que tenemos:

b̃1 = x̄1

b̃2 = [m2,0−x̄1]

2

b̃3 = x̄2

b̃4 = [m0,2−x̄2]

2

b̃5 = m1,1


(3.18)

Reparametrización de las ai, tenemos las ecuaciones

ã1 + 22+5 = x̄1

ã1 + 42+5 = m2,0

ã3 + 24+5 = x̄2

ã3 + 44+5 = m0,2

ã5 = m1,1

Despejando obtenemos

ã1 = 2x̄1 −m2,0 −m1,1

ã2 = [m2,0−x̄1]

2

ã3 = 2x̄2 −m0,2 −m1,1

ã4 = [m0,2−x̄2]

2

ã5 = m1,1

 (3.19)

3.2.2. Método de Event-Point

H. Papageorgiou, en su Ph.D. tesis 1977 Bradford, útilizo el método de estimación event-point
para una versión de dos variables e ilustrado para una variedad de distribuciones bivariadas-
Poisson generalizados. H. Papageorgiou, C.D. Kemp. y S. Loukas [4] presentan el caso par-
ticular de la distribución de Hermite bivariada, la evaluación de (2.12) a (1, 1) , (−1, 1),
(1,−1) y (−1,−1) da las relaciones
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Π(1, 1) + Π(−1, 1) = 1 + exp{−2(a1 + a5)} = 2(
∑

p2x,2y +
∑

p2x,2y+1)

Π(1, 1) + Π(1,−1) = 1 + exp{−2(a3 + a5)} = 2(
∑

p2x,2y +
∑

p2x+1,2y)

Π(1, 1) + Π(−1,−1) = 1 + exp{−2(a1 + a3)} = 2(
∑

p2x,2y +
∑

p2x+1,2y+1)

Para una muestra de N observaciones , denotamos por A, B, C y D las sumas de las fre-
cuencias observadas en los puntos (2x, 2y), (2x, 2y + l), (2x + 1, 2y) y (2x + 1, 2y + 1), res-
pectivamente, y a x̄ y ȳ los medios marginales. Entonces, lo que equivale a las sumas teóricas
de frecuencias observadas, y utilizando las ecuaciones de momentos x̄ = â1 + 2â2 + â5 y
ȳ = â3 + 2â4 + â5 , obtenemos los estimadores de punto de equilibro.

â1 =
1

4
[log{2N−1(A+ C)− 1} − log{2N−1(A+D)− 1} − log{2N−1(A+B)− 1}]

â2 =
1

4
[log{2N−1(A+B)− 1} − 2x̄]

â3 =
1

4
[log{2N−1(A+B)− 1} − log{2N−1(A+D)− 1} − log{2N−1(A+ C)− 1}]

â4 =
1

4
[log{2N−1(A+ C)− 1} − 2ȳ]

â5 =
1

4
[log{2N−1(A+D)− 1} − log{2N−1(A+B)− 1} − log{2N−1(A+ C)− 1}]

Para obtener soluciones finitos y satisfacer el requisito de que âi > 0, deben aplicar diversas
restricciones a A, B, C y D, por ejemplo A+B, A+C y A+D todo debe ser superior a N

2
.

Considere una sola observación aleatoria (x, y) de la distribución. Entonces;
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A = 1 con probabilidad P1 =
∑
p2x,2y

B = 1 con probabilidad P1 =2x,2y+1

C = 1 con probabilidad P1 =2x+1,2y

D = 1 con probabilidad P1 =2x+1,2y+1

La función generadora de momentos conjunta de A, B, C, D, x, y para la muestra de uno es

M(t1, ..., t6) = E{exp(At1 +Bt2 + Ct3 +Dt4 + xt5 + yt6)}

= E{exp(t1 + xt5 + yt6)|A = 1}P1 + E{exp(t2 + xt5 + yt6)|B = 1}P2

+E{exp(t3 + xt5 + yt6)|C = 1}P3 + E{exp(t4 + xt5 + yt6)|D = 1}P4

= et1
∑
p2x,2yexp(2xt5 + 2yt6) + et2

∑
p2x,2y+1exp[2xt5 + (2y + 1)t6]

+et3
∑
p2x+1,2yexp[(2x+ 1)t5 + 2yt6]

+et4
∑
p2x+1,2y+1exp[(2x+ 1)t5 + (2y + 1)t6]

= 1
4
et1(Π1 + Π2 + Π3 + Π4) + 1

4
et2(Π1 + Π2 − Π3 − Π4)

+1
4
et3(Π1 − Π2 + Π3 − Π4) + 1

4
et4(Π1 − Π2 − Π3 − Π4)

Donde
Π1 = Π(et5 , et6) Π2 = Π(−et5 , et6)
Π3 = Π(et5 ,−et6) Π4 = Π(−et5 ,−et6)

Para N observaciones independientes (x, y), la función generadora de momentos conjunta A,
B, C, D,

∑
x,
∑
y es [M(t1, ..., t6)]N . Para la matriz de covarianza de A, B, C, D,

∑
x,∑

y se obtiene facilmente la diferenciación, y por lo tanto, se obtienen p̂1, p̂2, p̂3, p̂4, x̄, ȳ
donde Np̂1 = A, etc. Por ejemplo

cov(p̂1, x̄) = −(2N)−1[a1exp{−2)a1 + a3)}+ a5exp{−2(a3 + a5)}

(a1 + a5)exp{−2)a1 + a5)}]

La matriz de covarianza asintótica V de los estimadores event-point viene dada por V =
FQF ′(Kemp, 1967), donde Q es la matriz de covarianza de p̂1, p̂2, p̂3, p̂4, x̄, ȳ y F es la
matriz jacobiana de la transformación en âi = fi(p̂1, p̂2, p̂3, p̂4, x̄, ȳ). Eficiencia asintótica se
define como E = |I−1|/|V |, donde I es la matriz de información, fórmulas de cuyos elementos
están dados por Kemp y Papageorgiou (1982).

Los cálculos de eficiencia asintótica se han llevado a cabo para una amplia selección de valores
de los parámetros y resumir estos resultados mediante la búsqueda de regiones eficientes del
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Figura 3.1: Algunos valores de los parámetros para que E > 0, 7 para el método even-point

espacio de parámetros, donde E > 0,7 Algunos ejemplos se dan en la Tabla. Parece que el
método es eficiente sólo para valores pequeños de a1, a3 y a5 . De hecho, para valores muy
pequeños de a1, a3, a5 y relativamente grandes valores de a2 y a4 estaba cerca de la unidad.
conclusiones análogas fueron dibujadas por Patel (1976) para la distribución de Hermite
univariado

3.2.3. Método de Maxima Verosimilitud

Los estimadores de máxima verosimilitud se pueden desarrollar para las diferentes parametri-
zaciones. Donde nrs representan la frecuencia observada en la celda (r, s) y f(r, s) la función
de probabilidad correspondiente. Utilizando las definiciones de la introducción, podemos en-
contrar

∂logL

∂θi
=
∑
r,s

nrs
f(r, s)

∂logf(r, s)

∂θi

Donde θi representa los parámetros ai para i = 1, 2, 3, 4, 5.

Kemp y Papageorgiou (1982) [10] dan relaciones de recurrencia entre las derivadas parcia-
les de f(r, s) con respecto a los distintos parámetros. A partir de la función generadora de
probabilidad (2.12) con los cinco parámetros, tenemos.

∂logf(r,s)
∂a1

= f(r − 1, s)− f(r, s)

∂logf(r,s)
∂a2

= f(r − 2, s)− f(r, s)

∂logf(r,s)
∂a3

= f(r, s− 1)− f(r, s)

∂logf(r,s)
∂a4

= f(r, s− 2)− f(r, s)

∂logf(r,s)
∂a5

= f(r − 1, s− 1)− f(r, s)
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Por lo tanto

∂logL
∂a1

=
∑

r,s[
f(r−1,s)
f(r,s)

− 1]

∂logL
∂a2

=
∑

r,s[
f(r−2,s)
f(r,s)

− 1]

∂logL
∂a3

=
∑

r,s[
f(r,s−1)
f(r,s)

− 1]

∂logL
∂a4

=
∑

r,s[
f(r,s−2)
f(r,s)

− 1]

∂logL
∂a5

=
∑

r,s[
f(r−1,s−1)
f(r,s)

− 1]



(3.20)

El elemento t́ıpico de la matriz de información está dada por

E[−∂
2logL

∂a2
1

] = n
∑
r,s

f(r, s)[
f(r − 1, s)

f(r, s)
− 1]2

estas ecuaciones son útiles para una solución iterativa de las ecuaciones de máxima probabi-
lidad. las ecuaciones para el conjunto de parámetros en bi (o en µ, σ2, λ1, λ2yλ3) pueden ser
escritos a lo largo de las mismas ĺıneas
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CONCLUSIONES

El objetivo fundamental de esta tesis era la recopilación de los avances teóricos la distribución
de Hermite Bivariada. De los cuales sus mayores investigadores son Kemp,C.D., Kemp,A.W.,
H. Papageorgiou, y S. Loukas quienes han trabajado en el area probabilistica:

Función Generadora de Probabilidad

Función Generadora de Momentos

Función Generadora de cumulantes

Distribución Marginal

Función de probabilidad

Relación de Recurrencia

Distribución Condicional

Mientras que en el estudio inferencial se ha desarrollado su investigación hasta los métodos
de la estimación puntual en los cuales se desarrollaron:

Método de los momentos

Método Even-Point

Método de Máxima Versosimilitud

Támbien se han desarrollado modelos computacional para generar observaciones que modelen
la distribución.
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El ultimo avanza de la distribución de Hermite fue hecho por David Moriña, Manuel Higue-
ras, Pedro Puig y Maŕıa Oliveira quienes desarrollaron el R Package hermite, herramienta
computacional que permite calcular probabilidades, generar aleatoriamente una muestra de
datos , y realizar estimaciones, a través del método de máxima verosimilitud.

Este estudio nos revela las áreas de investigación que aun no se desarrollan, y quedan como
propuesta de investigaciń

Estimación por intervalos

Pruebas de Hipotesis

Test de bondad de ajuste
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Wikipedia”.

[6] D. Moriña, M. Higueras, P. Puig y M. Oliveira (2015), Generalizerd Hermite Distribu-
tion Modelling with the R Package hermite. The R Journal Vol. 7/2. pag. 263-274.

[7] Cresswell, W.L. Froggatt, P. (1963). ”The Causation of Bus Driver Accidents”. Ed.
Oxford University Press.

[8] Kemp, A.W. Kemp, C.I. (1966). .An alternative derivation of the Hermite distribution.
Ed. Biometrika 53, 627-8.

[9] D. A. Lind, R.D. Mason, W. G. Marchal (2001): ?Estad́ıstica para Administración y
Economı́a?. Ed. Irwin McGraw-Hill.

[10] Kemp, C. D. y Papageorgiou, H. (1982). ”bivariate Hermite distributions”. Ed. Sankhya,
A, 44, 269-280.

[11] Kocherlakota, S. (1988). On the compounded bivariate Poisson distribution: a unified
approach”.Ed. Annals of the institute of Statistical Mathematics, 40, 61-76.

34

Universidad del Bío-Bío. Sistema de Bibliotecas – Chile



[12] A.G.McKendrick (1926),?Applications of Mathematics to Medical Problems?, Ed. Pro-
ceedings of the Edinburgh Mathematical Society, 44, 98-130.

[13] Gupta, R.P., and Jain, G.C. (1974), ?A Generalized Hermite Distribution and Its Pro-
perties?,Ed. SIAM Journal on Applied Mathematics, 27, 359-363.
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