Universidad del Bio Bio
Facultad de Educacion y Humanidades
Pedagogia en Educacion Matematica

“Sucesiones y Series de Funciones en
una Variable”

Seminario para optar al titulo de

Profesor de Educacién Media en Educacién Matemética.

Integrantes
Patricia Bravo Sandoval
Dania Jofré Retamal

M Fernanda Riquelme San Martin

Profesor

Luis Friz Roa

Chillan, Diciembre de 2014



“Sucesiones y Series de Funciones Reales en una Variable”

Autores: Patricia Bravo, Dania Jofré y M Fernanda Riquelme
Profesor Guia: Dr. Luis Friz Roa

2014



Agradecimientos

A Nuestro Profesor Guia

Primero nos gustaria agradecer sinceramente a nuestro profesor Luis Friz Roa,
su esfuerzo y dedicacion.

Sus conocimientos, sus orientaciones, su manera de trabajar, su paciencia y su
motivacion han sido fundamentales para nuestra formacion como docentes. Y por
ultimo por habernos aceptado como grupo y confiar en que podiamos realizar este

proyecto.

Quiero agradecer a mi familia por el apoyo y confianza que me dieron durante
mis anos de estudio, a mis companeras tesistas por todo el esfuerzo de cada una
para llevar a cabo este proyecto; ademds a aquellas personas que conoci durante este
proceso de formacion y a quienes ya se encontraban en este desde un principio, a las
amigas que se fueron formando de a poco Ana, Anita, Dania y Fernanda, gracias por
la amistad que me brindaron y los gratos momentos que compartimos. Por ultimo
quiero agradecer a quién me ha acompanado y a sido un pilar fundamental durante
estos dos ultimos anos, Ricardo Saavedra, por su amor y apoyo incondicional prin-

cipalmente en este proceso importante en mi vida.
Patricia Bravo.

Agradecer primero que todo a Dios por permitirme terminar mi carrera, por darme
salud para poder lograrlo, como también por darme una familia maravillosa, a la cual
debo agradecerle mucho por ser una fuente de apoyo constante e incondicional en toda
me vida y sobre todo en mis anos de carrera profesional. En especial expresar mis
agradecimientos a mis padres por su confianza que depositaron en mi, por apoyarme
wncluso a pesar mis errores y darme fuerza para salir adelante cuando sentia que no
podia continuar. Agradecer a Marcelo por consolarme y apoyarme cada vez que me
sentia decaida, y sobre todo agradecer a Dios por mi hija hermosa que tengo presente
en mi vida, ya que gracias a ella cada dia tengo las fuerzas para salir adelante. Por
ultimo agradecer a todas las personas que confiaron en mi, que cada vez me daban
palabras de aliento, como también darle las gracias enorme a mis companeras tesis-

tas por su companerismo y paciencia hacia mi persona.

Dania Jofré



Agradezco a mi madre, mi hermanita y mi compasiero de vida, su compania, el
apoyo que me han demostrado y el amor incondicional que me brindan en cada mo-
mento de mi vida; ademds de su ayuda en impulsarme a terminar este proyecto. A
mi padre, su ayuda econdomica y su confianza en mis capacidades. A mis companeras
de grupo, su dedicacion, sus esfuerzos y el trabajo realizado que nos han permitido
desarrollar exitosamente esta etapa. A mis familiares, su constante preocupacion en
mis avances tanto académicos como personales. Por iltimo, decirle que todos ustedes
han sembrado en mi una semilla, me han ayudado a cuitdarla y guiarla por el camino
del éxito y hoy cosechamos, juntos, frutos de felicidad que nos enorgullecen... Los

quiero immensamente.

M® Fernanda Riquelme



Indice general

1 Preliminares

1.1 Introduccidn . . . . . . .
1.2 Marco Tebrico . . . . . . . . . e
1.3 Formulaciéon del Problema . .. ... .. ... . ... . ... ... .. L.
1.4 Objetivos . . . . . .
1.4.1 Objetivo general . . . . . . . .. L
1.4.2 Objetivos especificos . . . . . . ... oL Lo

2 Convergencia de
Sucesiones y Series de Funciones
2.1 Convergencia de una

Sucesion de Funciones . . ... ... ...

2.1.1 Convergencia Puntual . . ... . ... ... ... ... . ... ...,
2.1.1.1 Ejemplo . .. ... .. ...
2.1.1.2 Ejemplo . .. ...

2.1.2  Convergencia Uniforme . . . .. .. ... ... ... ... ...
2.1.21 Ejemplo . . ... .. ...
2.1.22 Ejemplo ... ... .. ... ... .
2.1.2.3 Caracterizaciones de la Convergencia Uniforme
2.1.24 Ejemplo . . . ...

2.2 Convergencia de una

Serie de Funciones . . . ... ... ... ...

2.2.1 Convergencia Puntual . . . ... ... ... ... . ... ... ... ...

2.2.2  Convergencia Uniforme . ... .. .. ... ... . ... . ........

2.2.2.1 Caracterizaciones de la Convergencia Uniforme

2.2.2.2 Criterios de Convergencia . ... ... ... ........

3 Acotacién, Limite en un Punto,
Continuidad, Integrabilidad
y Derivabilidad
3.1 Funcion Limite

de una Sucesion de Funciones . . . ... ... ... L.
3.1.1 Acotacion . . .. ... e e e e e
3.1.2 Limiteenun Punto . .. .. ... .. ... . ... ... ... .. ...
3.1.2.1 Ejemplo: . . . ..
3.1.3 Continuidad . . . . . . . . . . .
3.1.31 Ejemplo. . . . . ..
3.1.4 Integrabilidad . . . . . . . ... ...
3.14.1 Ejemplo: . . . ...
3142 Ejemplo. . . . . .
3.1.5 Derivabilidad . . . . . .. .. . ...

15
15

16

16
16
17
18
18
19
21
22
24

26
26
26
27
29



INDICE GENERAL INDICE GENERAL

3.1.5.1 Ejemplo. . . . . .. e 56
3.2 Funcién Suma
De una Serie de Funciones . . . ... .. .. .. ... ... ... ... ..... 59
3.2.1 Acotacidon . . . . ... 59
3211 Ejemplo . . . oo 60
3.2.2 Limiteenun Punto . . ... .. .. . . . ... ... . e 61
3.2.3 Continuidad . . . . . . . ... e e 62
3231 Ejemplo. . . . . . e 64
3.24 Integrabilidad . . . . . . . ... 65
3.2.5 Derivabilidad . . . . . . . . . 66
4 Series de Potencias 69
4.1 Radio de Convergencia . . . . . . . . . .. L L e 72
4.1.1 Radios de Convergencia de las Series Derivada y Primitivas . . . . . . .. .. 81
4.2 Continuidad, Derivada e
Integral de una serie de Potencias. . . . . .. ... .. ... ... . . ... ... 84
4.2.1 Continuidad . . . . . . ... e e e e 84
4.2.2 Derivada . . . . . . 84
423 Integral . . . . . . . L 88
4.2.4 La suma de una Serie de Potencias es de Clase Infinito . . . . . .. ... ... 89
4.3 Teoremas de Abel
(Para series de Potencias) . . . . . ... .. .. 90
4.3.1 Teorema de Abel . . . . . . . . . 90
4.3.2 Segundo Teorema de Abel . . . . . . . .. ..o 90



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introduccién

La matematica es una disciplina creada por el ser humano, cuya construccion
y desarrollo surge de la necesidad y el deseo de solucionar situaciones en diversos
ambitos (matemética, ciencias naturales, ciencias sociales, del arte y la tecnologia,
etc.), es por esto que el conocimiento matematico forma parte de la cultura de la
sociedad!. Una de las evoluciones mas importantes que ha sufrido esta disciplina es
en el area del Calculo Infinitesimal (o simplemente Célculo), lo que ha modificado la
perspectiva tedrica de algunos temas en los diversos ejes tematicos?, pues éste precisa
conceptos y métodos que se han estudiado durante siglos por distintos autores tales

como Newton y Leibniz (quienes son considerados los precursores).

El Célculo estudia principalmente las funciones y los conceptos asociados como
limites, derivadas, integrales, series infinitas, etc. En particular, a veces las funciones
suelen ser obtenidas como limites de sucesiones de funciones o sumas de series de
éstas que convergen (a la funciéon) y son la solucion de un problema especifico, por
lo tanto una funcion sujeta a ciertas condiciones puede ser aproximada mediante un
elemento de una sucesion o por la suma parcial de una serie. Es aqui donde indagare-
mos, en las sucesiones y series de funciones reales en una variable, su convergencia y

los criterios asociados.

Tener en cuenta qué es una sucesion y una serie de funciones resulta fundamental.
A grandes rasgos una sucesion de funciones, tal como su nombre indica, es una se-
cuencia cuyos elementos son funciones. Formalmente, se define como una aplicacion

que a cada ntumero natural n hace corresponder una funcion f,,. Suele recurrirse al

LObjetivos fundamentales y contenidos minimos obligatorios de la educacién basica y media actualizacién 2009
2Un poco de historia y el nacimiento del célculo. Disponible en: http://www.fca.unl.edu.ar/Intdef/Historial.htm

ot



1.1. INTRODUCCION CAPITULO 1. PRELIMINARES

simbolo {f,} para denotar la sucesion de funciones dada por n — f,, para todo n€eN.
Supondremos en lo que sigue que las funciones f,, son funciones reales definidas en

un intervalo I3.

Ahora bien, a partir de una sucesion de funciones { f,,} podemos formar otra, cuyos
términos se obtienen sumando consecutivamente los de {f,}, la que denotamos por
{sn}, donde:

si=fi,sa=f+fo,ss=h+fotfs, . ysn=Lt+ot. .+
En general, s, = Z fr. La sucesion {s,} asi definida se llama serie de término
k=1

o
general f, vy la representamos por el simbolo Z fnt

n=1

A lo largo de la historia han existido algunos personajes que han contribuido a la

construcciéon de éste topico, dentro de los més relevantes encontramos a:

Isaac Newton (1642-1727). Matematico inglés. Considerado, al igual que Leib-
niz, fundador del Calculo. Abordé el desarrollo de esta area a partir de la geometria
analitica. En 1666 introdujo el concepto de “fluxiones”, correspondiente a lo que hoy
conocemos como derivadas, métodos de derivacion e integracion (regla de la cadena
y método de sustitucion). También desarroll6 la propiedad de linealidad y construyé
tablas de derivadas e integrales. Ademas estudi6 la resolucién de ecuaciones diferen-

ciales empleando s6lo algunas funciones de casos particulares.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Matematico aleman. Comparte con
Newton la creacion del Calculo. Algunos aportes al Calculo son: la notaciéon que
utilizamos hasta nuestros dias, la regla del producto y el llamado Criterio de Leibniz

para la convergencia de series numeéricas alternadas.

Augustin Louis Cauchy (1789- 1857). Matematico francés. Desarrolla la
teoria de funciones continuas luego de los trabajos realizados por el matemético
checo Bernhard Bolzano el cual define explicitamente el concepto de continuidad
de una funciéon. Dentro de las obras de Cauchy encontramos “Cursos de anélisis”

(1821), “Resumen de lecciones sobre el calculo infinitesimal” (1822) y “Lecciones so-
bre el Célculo Diferencial” (1829).

3Calculo diferencial e integral. Javier Pérez. Universidad de Granada. Pp. 583
4Célculo diferencial e integral. Javier Pérez. Universidad de Granada. Pp. 590.
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Niels Henrik Abel (1802-1829). Matemético noruego. Dentro de sus mayores
aportes se encuentra la prueba de la imposibilidad de la ecuacion quintica® medi-
ante radicales, ademas, desarrollo la teoria de las integrales elipticas estudiando sus
funciones inversas y dio precision al contexto de las series infinitas, siendo ésta su

contribucién mas decisiva en el andlisis.

Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859). Matematico aleméan. Aportd
a la matematica principalmente en el area del célculo, hizo referencia al campo de la
teoria de los ntumeros, estudiando las series y desarrollando la teoria de las Series de
Fourier. También aplico las funciones analiticas al calculo de problemas aritméticos
y establecio criterios de convergencia para las series y para el area del calculo mejoro

la definicién y el concepto de funcion.

Karl Weierstrass (1815-1897). Matematico alemén. Bajo la influencia de
Christof Guderman, se introdujo en la teoria de las Series de Potencias. En 1841
publico un ensayo sobre funciones elipticas. Di6 las definiciones de continuidad,
limite y derivada de una funcion (que conocemos hasta hoy), con lo cual logro de-
mostrar el teorema del valor medio, entre otros y ademaés realizo6 aportes en cuanto

a la convergencia de series.

Frederick Winslow Taylor (1856-1915). Ingeniero estadounidense. Se dedic6
a trabajar como obrero, luego de dejar la carrera de derecho, donde optimiz6 las
labores de los obreros en funcién del tiempo de produccion; descomponiendo el tra-
bajo en tareas simples, y cronometradas exigentemente. Se convirti6 en ingeniero
realizando cursos nocturnos. Su principal aporte al Calculo es la llamada Serie de

Taylor.

5FEn matematica, se denomina ecuacién de quinto grado o ecuacién quintica a una ecuaciéon polinémica en que el
exponente de la variable independiente de mayor grado es cinco.
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1.2 Marco Teérico

Para comenzar con el tema de sucesiones y series de funciones reales en una
variable, revisaremos su génesis y construcciéon a lo largo de la historia. Ya en el
siglo XII se trabajaban problemas que indicaban las primeras menciones acerca de
las sucesiones, es el caso de la “Sucesion de Fibonacci” éque trataba de la reproduccion
de los conejos, planteando que una pareja de conejos criaba una nueva pareja cada
mes y que transcurrido dos meses cada pareja se comportaba del mismo modo.
Mas tarde, en el siglo XIV, Richard Suiseth (Inglaterra, 1350) resolvio el siguiente
problema “si durante la primera mitad de un intervalo de tiempo una variacién tiene
cierta intensidad, durante el siguiente cuarto la intensidad es el doble, en el octavo
la intensidad en triple, y asi de forma infinita, entonces, la intensidad media durante
todo el intervalo sera la intensidad de la variacion durante el segundo subintervalo.

Esto es lo mismo a decir que “:

S R S
2 48 lonw

En el lenguaje habitual, los términos sucesiones y series, son considerados como
sinénimos y se utilizan indistintamente para designar un conjunto de sucesos dis-
puestos en un orden. Sin embargo, en mateméticas estos conceptos tienen un signifi-
cado un poco diferente. La palabra sucesion tiene un sentido similar al del lenguaje
habitual, pues quiere indicar un conjunto de objetos situados en un orden, mien-
tras que una serie también se refiere a un conjunto de elementos ordenados, con la
diferencia que estos términos corresponden a sumas de otra sucesion.

Por lo anterior, es esencial definir, formalmente estos dos conceptos®: si a cada
entero positivo n se le asocia un nimero real a,, entonces se dice que el conjunto

ordenado ay, as, ..., Gy, ..., define una sucesion infinita denotada por {a,}.

5Introduccién a las sucesiones y series numéricas. Ramon Bruzual y Marisela Dominguez. Universidad Central
de Venezuela. Pp. 2.

7Calculo con geometria analitica 8° edicion. Ron Larson, Robert Hostetler y Bruce Edwards. Editorial McGraw-
Hill Interamericana. Pp. 606.

8Calculus: Calculo con funciones de una variable, con una introduccion al algebra lineal. Tom Apostol. Editorial
Reberté. Pp.462.
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SRS

Un ejemplo comtn de una sucesion es { }, donde los primeros cinco términos

son:

1,

cm»—n
| =
ot =

1
12’

A partir de ésta, una serie numérica se define como la sucesion de las sumas par-
ciales de los términos de la sucesion {a,}, es decir:

n

S$1=0a1,85 = a; +a9,83 =a1 +as+as,....,S, = a1 +as+az+ ...+ a, = E ag,
k=1

donde s, denota la suma parcial de los n primeros términos, entonces {s,} es la
[o.¢]

serie y se denota como E G,

n=1

1

Retomando el ejemplo anterior, la serie asociada a la sucesiéon ¢ — ¢ es:
n

1 1 1 1
1 —
totg Tt + +. E

Ahora bien, si existe un nimero real s tal que:

lims, = s,
n—oo

Entonces se dice que la serie es convergente y su suma es s. De lo contrario si

{sn} no converge se dice que la serie diverge y no tiene suma °.

Hasta aqui se han considerado sblo sucesiones y series cuyos términos son nimeros
reales. Sin embargo, también pueden ser funciones. Entonces ahora se procederé a
revisar las sucesiones y series de funciones reales en una variable, cuyo dominio comin
se encuentra en la recta real.

Una sucesion de funciones se define como: si a cada entero positivo n se le asocia
una funcion real f,, entonces se dice que el conjunto ordenado fi, fo, ..., fa, ..., define

una sucesion infinita, denotada por { f,, }1°.

9Calculus: Calculo con funciones de una variable, con una introduccion al algebra lineal. Tom Apostol. Editorial
Reberté. Pp.469.

10Calculus: Célculo con funciones de una variable, con una introduccion al 4lgebra lineal. Tom Apostol. Editorial
Reberté. Pp.517.
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Un ejemplo de sucesion de funciones es:

{2% +:c}

Los tres primeros términos de esta sucesion son:

4—x2+ 18—2x2+
T xT.
4 ’ 27

A partir de {f,} se puede obtener otra sucesion, mediante las sumas parciales de
los términos de la primera:

2 —22% + o,

si=fi, sa=fit+fo, ss=fit+tfotfo,, su=fitfotfst+fat .. +fn

n

Donde s, = E fr se denomina suma parcial de los n términos y {s,} es la
k=1

oo
llamada serie de funciones'!, que se denota por E fn-
n=1
Algunos ejemplos de series de funciones son: la serie de Potencias, serie de Taylor,

serie de Fourier, entre otras.

Llamamos serie de potencias centrada en xy = a a la serie de funciones:

Zan(x —a)"=ap+ai(r —a)+ax(r —a)*+ ...+ ap(z —a)" + ...

n=0
El ejemplo méas simple de series de potencias se centra en x = 0 y tiene coeficientes

a, = 1 para todo n, Entonces se obtiene la serie:

Zl(m—O)” = Zx” =1l+z+2°+ .. +2"+ .12
n=0 n=0

Asi como en las sucesiones y series numeéricas puede existir el limite y la suma,
en las sucesiones y series de funciones también se puede estudiar la convergencia, y

por tanto la existencia de la funcion limite y la funcién suma.

La convergencia de las sucesiones y series de funciones puede ser uniforme ademés

de puntual.

M Perez, J. (). Calculo diferencial e integral. Disponible en http://www.ugr.es/ ~fjperez/textos/calculo_diferencial _integral func
una_ var.pdf. Pp. 590.
12C4lculo infinitesimal 2°. Disponible en http://mal.eii.us.es/miembros/ajimenez/CI/TEO/CI tema2.pdf. Pp

21.

10
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En cuanto a la convergencia puntual, se define como: sea S el conjunto de puntos

x para los cuales la sucesion converge. La funcion f definida en S por la igualdad:

lim folz) = f(z), VYzeb.

Se le llama funcioén limite de la sucesion { f,,} v decimos que esta sucesion converge

puntualmente a f en el conjunto S, lo que se denotaréd por f, — f.

En este punto interesa analizar si la funcién limite conserva las mismas propiedades
de continuidad, acotacion, limites, integrabilidad, y derivabilidad que las funciones

de la sucesion, lo que serd estudiado durante el desarrollo de esta tesis.

Consideremos la sucesion { f,,} que converge puntualmente en el conjunto S hacia
su funcién limite f. Segtn la definicion de limite, esto significa que para cada z de S
y para cada ¢ > 0 existe un entero v, que depende de z y ¢, tal que |f,(z) — f(z)] < ¢
con tal que n > v. Si el mismo v sirve para todos los puntos = de S, entonces la

convergencia se llama uniforme en S.

Luego la convergencia uniforme se define como: una sucesion de funciones { f,,}
se llama uniformemente convergente hacia f en un conjunto S si para todo € > 0

existe v (dependiente tan solo de ¢) tal que n > v lo que implica

|fu(z) — f2)] <&, VaeSs.

Lo que denotamos como f, <% f en S.

Cuando las funciones f,, son de valores reales, existe una interpretacion geométrica
sencilla de convergencia uniforme. La desigualdad |f,(z) — f(x)| < € es equivalente

al par de desigualdades:

—e < fulz) = f(z) <e /+ f(2)
fx)—e < folz) < f(z)+e
Si éstas son ciertas para todo n > v y todo x € S, entonces toda la grafica de f,

correspondiente a S esta en una banda de altura 2¢ simétricamente situada respecto

de la grafica de f , como se muestra a continuacion.'®

13 Apostol. T. (1999). Calculus: Cdlculo con funciones de una variable, con una introduccion al dlgebra lineal.
Editorial Reberté. Pp.519.

11
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Figura 1.1: Interpretaciéon Geomeétrica de la Convergencia Uniforme

En el caso de la series existen algunos criterios, que serdn demostrados rigurosa-

mente, para la convergencia uniforme como el criterio de Weierstrass, Dirichlet y

Abel.

Criterio de Weierstrass: Dada una serie de funciones Y f, que converge
puntualmente hacia una funcion f en un conjunto S. Si existe una serie numérica
convergente de términos positivos Y k, tal que: 0 < |f,(x)| < k, paratodon € Ny

todo xde S entonces la serie Y, f, converge uniformemente en S*™.

Criterio de Dirichlet: Dada una serie de funciones Y f, y una sucesion de
funciones {¢,} donde f, y @, son funciones de S C R en R. Se verifica que si
la sucesion {¢,} converge uniformemente en S hacia la funcion nula, si la sucesion
{¢n()} es mondtona para cada x € S y si la sucesion {s,} de las sumas parciales de
la serie Y [, estd uniformemente acotada'® en S, entonces la serie Y fnp, converge

uniformemente en S*'6.

Criterio de Abel: Dada una serie de funciones > f, y una sucesion de fun-
ciones {pn} donde f, y @, son funciones de S C R en R. Se verifica que si la
sucesion {@,} esta uniformemente acotada en S, si la sucesion {p,(x)} es mond-
tona para cada x€ S y si la serie . f, es uniformemente convergente en S, entonces

la serie Y fupn converge uniformemente en S'7.

A medida que se desarrolle esta tesis se profundizari sobre los criterios men-

14Burgos. J. (2007). Céalculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzilez. Pp 532

158e dice que una sucesion de funciones est4 uniformemente acotada en S si todas sus funciones estan acotadas en
S y admiten una misma cota K.

16Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzélez. Pp 533

1"Burgos. J. (2007). Célculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sinchez Gonzélez. Pp 534

12
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cionados, con una mayor rigurosidad, ademéas de estudiar otros teoremas o criterios
asociados al tema de sucesiones y series de funciones, que hasta ahora no han sido

nombrados.

13
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1.3 Formulacién del Problema

Esta investigacion tendra un enfoque demostrativo, pues se realizard un estudio
riguroso de los diferentes teoremas que intervienen en el tema de investigacion, suce-

siones y series de funciones como también algunas demostraciones de convergencia.

Durante la educacion superior, tanto las sucesiones y series de funciones como los
conceptos asociados a éstas (limite, convergencia, continuidad, etc.) son trabajadas
en el area de las matematicas. Su estudio resulta complejo para el alumno: por una
parte, por el alto nivel de abstraccion de los andlisis que se involucran, y por otra,
porque el tratamiento de estos temas se centra principalmente en las aplicaciones,
como lo son las series de potencias. Ademés la profundidad y extension con que se
tratan los temas en cuestion es superficial y acotado, dificultando la comprension
del alumno. Por lo tanto, en esta tesis se estudiardn detalladamente las sucesiones y
series de funciones, junto a los teoremas y criterios de convergencia de éstas, ademéas
de la continuidad, integrabilidad y derivabilidad de las funciones limite (de una
sucesion) y suma (de una serie). Y algunas aplicaciones como las series de Potencias

y en Probabilidades.

14
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1.4 Objetivos
1.4.1 Objetivo general

¢ Estudiar las sucesiones y series de funciones reales en una variable.

1.4.2 Objetivos especificos

e Identificar los diferentes teoremas y criterios de convergencia de sucesiones y

series de funciones.

e Estudiar las definiciones de acotacion, limite en un punto, continuidad, integra-
bilidad y derivabilidad de las funciones limite y suma (de una sucesion y de una
serie), y las demostraciones de los respectivos teoremas de sucesiones y series

de funciones.
e Estudiar la demostracion de los teoremas asociados a las series de potencias.

e Aplicar la regularidad de la suma de series de potencias.

15



Capitulo 2

Convergencia de
Sucesiones y Series de Funciones

Definicién: si a cada entero positivo n se le asocia una funcion real f,, entonces se

dice que el conjunto ordenado fi1, fo, ..., fn, ..., define una sucesion infinita, denotada

por {fu}'.

2.1 Convergencia de una

Sucesion de Funciones
2.1.1 Convergencia Puntual

Definicién: Sea S el conjunto de puntos x para los cuales la sucesidn {f,} converge.

Se dice que { f,,} converge puntualmente en S si se cumple la igualdad:

lim f,(z) = f(x) Vx €8S,

n—oo

donde f(x) es la funcion limite de la sucesion de funciones. Entonces, la sucesion
converge puntualmente.

Denotamos que { f,} converge puntualmente a f(z) como f, — f en el conjunto S2.

Lwww.uam.es/personal _pdi/ciencias/fchamizo/asignaturas/calc1inf1011/apjperez/calculo_capl0.pdf. Recuper-

ado en septiembre 09, 2014.
2Apostol. T. (1999). Calculus: Calculo con funciones de una variable, con una introduccién al &lgebra lineal.
Editorial Reberté. Pp 517
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2.1. CONVERGENCIA DE UNA CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE
SUCESION DE FUNCIONES SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES

2.1.1.1 Ejemplo

Sea f, : [0,00[— R, definida por f,(x) = . f )
nx

En la Figura 2.1.1.1 se han representado algunos términos de la sucesion.

Figura 2.1.1.1

Aplicando limite, tenemos:

1 1
— x._
lim v D — Iim n
n n
T
:liml n
n—oo nI
__|__
n n
T
N VA
Jim
—+x
n
_O
o
=0, Vo € [0,00].

Entonces la sucesion { } converge puntualmente en el intervalo [0, 0o, ¥

nr

T
su funcién limite f(z) es la funcién nula. Lo que se denota como = } — 0.
n
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2.1. CONVERGENCIA DE UNA CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE
SUCESION DE FUNCIONES SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES

2.1.1.2 Ejemplo

Sea f,, : [0,1] — R, definida por f,(z) = 2"
En la figura 2.1.1.2 se han representado algunos términos de la sucesion.

0 s210<z<1

N oo 1 stx=1

limf,(z) = {

La sucesion {z"} converge puntualmente en el intervalo cerrado [0, 1] y su funcion

limite f viene dada por la férmula:

Figura 2.1.1.2

Observacion: podemos ver que {f,} es continua en [0, 1], sin embargo la funciéon
limite puntual no lo es, lo cual sera visto méas adelante.

2.1.2 Convergencia Uniforme

Sea la sucesion { f,} que converge puntualmente en el conjunto S hacia una funcion
limite f. La sucesion de funciones {f,} converge uniformemente hacia f(z) en el
conjunto S si para todo € > 0 existe un v (dependiente tan solo de €) tal que n > v

mmplica que

|fulz) — f(z)| <e VaxeSs?.

3Apostol. T. (1999). Calculus: Célculo con funciones de una variable, con una introduccién al algebra lineal.
Editorial Reberté. Pp 519
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2.1. CONVERGENCIA DE UNA CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE
SUCESION DE FUNCIONES SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES

Lo que denotamos como f, <5 f.

Ademas se establece que una sucesion de funciones no converge uniformemente si

cumple la “condiciéon de no convergencia uniforme”:

Condicién de No Convergencia Uniforme

La sucesion {f,} no converge uniformemente en el conjunto S hacia la funcion
limite f si, y solo si, existe un €9 > 0, existe una sucesion {x,} de puntos de S y

eriste una subsucesion* de {f,} tales que:

| fa(wn) — f(2n)] > €0 VneN *.
2.1.2.1 Ejemplo

Retomando el Ejemplo 2.1.1.1 :
S w0, R, definid n =
ea f, : [0, 00[— efinida por f,(z) T na

f(z) =0 (funcion nula). Demostraremos que converge uniformemente.

que converge puntualmente a

Demostracién:
De acuerdo a la definicién de convergencia uniforme, debemos probar que:

T
1+ nx

V5>0,306Ntalquen2v:>‘ —O‘<5

Para ésto, recurrimos a la definicién, es decir, debemos mostrar que:

<eVz e |0,00]

T
14+ nx

4Sea {sn } una sucesiéon. Sea f : R —R una funcion estrictamente creciente. Se llama subsucesiéon de {s,} generada
por f, a la sucesion {uy} definida por:

Un =Sf(n),  {un} G {sn}

5Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzilez. Pp 525
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2.1. CONVERGENCIA DE UNA

CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE

SUCESION DE FUNCIONES SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES

Si z = 0 esta tltima desigualdad es verdad.
Ahoraseax > 0= nz >0VneN

— 0 < nx

= 0<nz<nzx+1/()'VeN

— — >—— /-x ,puesx >0
nx nxl;kl/ p

—_ — > ——
ny nr+ 1
1 T

—_ - > —
n nr+ 1

Recurriendo a la propiedad Arquimediana®, tenemos:

1 T
— > - > —
n znm—l—l
—_— &> —
nr + 1

Por lo tanto, {L} =o.
nr + 1

SPropiedad Arquimediana:
Teorema: los nimeros naturales no estan acotados superiormente.
Demostracion:

Supongamos que N estd acotado superiormente, entonces existe el supremo de N que denotaremos por o = supN.
Sea n cualquier nimero natural, es evidente que n+ 1€ N y por tanto n+ 1 < ¢. Sin embargo, n <o —1,Vn € N,
lo que quiere decir que o0 — 1 es una cota superior de Ny o0 — 1 < o, lo que es una contradiccién, pues o es la menor

cota superior de N.
1
Ahora bien, tomemos el ntimero real positivo —, (¢ > 0).
€
Como N no estd acotado superiormente, existe un ng € N, tal que:
1
— < np. Al multiplicar por € > 0, resulta
€
1 < nee. Al despejar €, se obtiene:
1
— < e&.
no
Y asi para todo n > ng se cumple que:
1

—<e
n
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2.1. CONVERGENCIA DE UNA CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE
SUCESION DE FUNCIONES SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES

2.1.2.2 Ejemplo

Retomando el Ejemplo (2.1.1.2):

Sea f,, : [0,1] — R, definida por f,(z) = z".
En la figura 2.1.1.2 se han representado algunos términos de la sucesion.

Figura 2.1.1.2

Demostracion:

En base a la figura 2.1.1.2 sospechamos que la sucesion de funciones no es uniforme-
mente convergente en [0, 1], por lo que recurrimos a la “condiciéon de no convergencia
uniforme”.

Debemos probar Jeg > 0, una sucesion {z,,} de puntos de S y una subsucesion
tales que:

| fu(2n) — f(zn)] > &

1 1
Dado ¢g = 3 y la sucesion z,, = —= son tales que 0 < z,, <1

/2

En efecto
1 1 1\"
f“(c_@>_f("_ﬂ>‘:‘(”_\/§) ‘0\
1
2\5‘0’
1
-l3
_1
)
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2.1. CONVERGENCIA DE UNA CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE
SUCESION DE FUNCIONES SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES

Por lo tanto, {z"} no converge uniformemente en [0, 1].

Observacion: si {f,} converge uniformemente en S hacia f, entonces {f,,} también
converge puntualmente en S, pero no siempre se cumple el reciproco, como se ha

visto en el ejemplo 2.1.1.2.

2.1.2.3 Caracterizaciones de la Convergencia Uniforme

Caracterizacion de Cauchy

La sucesion {f,} converge uniformemente en S hacia f:S — R (funcion limite)

st, y solo si, para cada € > 0 existe un v € N tal que:

pqg>v=|f(x) = f(z)| <e, Vx el

Observacion: Una sucesion de Cauchy, es una sucesion tal que para cualquier
distancia dada, por muy pequena que sea, siempre se puede encontrar un término de
la sucesiéon tal que la distancia entre dos términos cualesquiera posteriores es menor
que la dada.

Demostracién

Primero, probaremos que la sucesion { f,,} converge uniformemente, entonces la suce-
sion es de Cauchy.

Sabemos que dado gy > 0, en este caso gg = % existe v € N/|f(z) — fu(x)] < g
para todo x € S y todo n > v. Por lo tanto, para todo x € S, se verifica que:

p,q 2 v =|fp(x) = fo(@)] = [fp(z) — f(2) + f(2) — fo(2)]

< Ifyla) — £@) +1f(x) — fy(a)]

<-4-=c¢

Por lo tanto {f,} es una sucesion de Cauchy.

Ahora, mostraremos que { f,} es una sucesion de Cauchy, entonces la sucesion { f,, }
converge uniformemente.

Sabemos que

p,q > v =|fp(x) — fy(x)] < eVox € Sy Vp,q> v, asilasucesion {f,(x)} es de
Cauchy en R.

Lo que se interpreta como que los términos estan cada vez mas juntos unos de los
otros, por tanto tiene limite, cuando n — oo al que llamaremos f(z). Si bien la
sucesion converge, aun falta demostrar que la convergencia es uniforme, para esto:

Dado ¢ > 0, existe v € N tal que |f,,(z) — foin(x)] < g para cualquier z € S, n > v

"Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzélez. Pp 528
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2.1. CONVERGENCIA DE UNA CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE
SUCESION DE FUNCIONES SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES

yh>0

Haciendo que h — oo, nos encontramos con que, para x € Sy n > v, es:
€ .
e> 5 2 lim [ fu(2) = farn(@)| = | fulz) = f(2)]
—00

Lo que demuestra que {f,}~% fenS.

Caracterizaciéon Del Supremo

La sucesion {f,} converge uniformemente en S hacia una funcion f: S — R siy

solo si:
limo, =0, siendo o, = sup{|f(x) — fu(x)| /z € S} 5.
n—oo

Demostracién:

Probaremos primero que: la sucesion {f,} converge uniformemente en S hacia f,

entonces lim o, = 0.
n—oo

Como {f,} converge uniformemente, considerando % entonces se cumple que:
Ve > 0,3N € N/ |f(z) — fo(2)] <gvnzNywes.

5
Sea 0, = sup|f(z) — fu(z)| < 5 <6 luego lim o, = 0.
n—oo
Ahora, mostraremos que:

limo,, = 0, entonces la sucesion { f,,} converge uniformemente en S:
n—oo

Como lim o, = 0 entonces o, = sup{|f(x) — f.(z)|/z € S} <0, ademas, o, es la
n—oo

menor de las cotas superiores entonces:

|f(z) = fu(z)]| <0, <0<e
Asi, {f.} converge uniformemente en S.

8Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzalez. Pp 528
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2.1. CONVERGENCIA DE UNA CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE
SUCESION DE FUNCIONES SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES

2.1.2.4 Ejemplo

3

Sea fn(x) = T e SO 2 € [1,2] y su funcion limite puntual f(z) = 2?. De-
nx
mostraremos que {f,} converge uniformemente en [1,2].

Solucioén: .

14+ nx
mos la caracterizacion del Supremo para sucesiones.

Para verificar que la sucesion f,(x) = converge uniformemente, utilizare-

En primer lugar, o, = sup {|f.(x) — f(x)| /z € [1,2]}, reemplazando obtenemos,

’I’LZE‘S 2
On =PV T T

Jx € [1,2]}

/x € [1,2]}

2
= su —
P 14+ nx

:sup{lj'f2 Jz € [1,2]}

nx

como z € [1,2|=1<x<2:
—=1<x<2/-neN

= n<nr<2n/+ (1)

= 1+n<l4+nz<1+2n /()"

1 1 1 9
< < /-
1+ 2n 1+ nx 1+n

2 2 22

< <
1+42n " 14nx = 14n

Si 1< a2 <2entonces 1 < a? <4, luego :

1 x? x? x? 4

<
142n — 1+2n = 14nx ~ 14+4n =~ 1+n

Como o, es la menor de las cotas superiores, tenemos que o,=

Ahora

. . L+n
aplicando limite, obtenemos:

. ) 4
limo, = lim
n—o00 n—oo | +n

3
. .. nx c.u.
Por lo tanto, como lim o, = 0, la sucesion { }—> 22 en [1,2] tal como se

muestra en la figura 2.1.2.4.
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2.1. CONVERGENCIA DE UNA CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE
SUCESION DE FUNCIONES SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES

o os 1 s z

Figura 2.1.2.4
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2.2. CONVERGENCIA DE UNA CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE
SERIE DE FUNCIONES SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES

2.2 Convergencia de una

Serie de Funciones

Se define una serie de funciones de la forma
Definicién: A partir de la sucesion {f,} se pueden obtener las sumas parciales

de sus términos, vale decir:

si=fi,so=fitfo,ss=fi+fotfo, . sn=F0+fot fs+ ..+ fn

n
donde s, = g fr, se denomina suma parcial de los n primeros términos y {s,}

k=1
00

es la llamada serie de funciones, que se denota por Z fnl.

n=1

2.2.1 Convergencia Puntual

Definicion: Se dice que una serie . f, converge puntualmente en S hacia la funcion
[e.e]

s: S — R, que se denomina funcion suma y se denota s(x) = an(x); esto es,

n=1
st para cada x € S y cada € > 0 existe un v € N (que depende de x y ) tal que

|s(z) — sn(2)| < € para todo n > v'°.

2.2.2 Convergencia Uniforme

Definicidn: Se dice que una serie de funciones Y f, converge uniformemente en S
hacia una funcion s : S — R (funcidn suma) si su sucesion de sumas parciales {s,}
converge uniformemente en S hacia s, es decir, si para cada € > 0 existe un v € N

(que depende solo de €) tal que:

|sp(x) — s(2)| = |rp(x)] <e,Vx € Sy¥n > N.

Aqui, r,(x) es el resto n-ésimo de la serie Y fn(x), para cada x € S™.
Ademas, si > f,, converge uniformemente, también converge puntualmente en S,

sin embargo no siempre se cumple el reciproco.

9www.uam.es/personal _pdi/ciencias/fchamizo/asignaturas/calc1infl011/apjperez/calculo capl0.pdf. Recuper-

ado en septiembre 28, 2014.
10Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzilez. Pp 522
M Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzilez. Pp 525

26



2.2. CONVERGENCIA DE UNA CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE
SERIE DE FUNCIONES SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES

Condicién de No Convergencia Uniforme

También se establece que una serie de funciones no converge uniformemente si
cumple la “condiciéon de no convergencia uniforme”.

La serie Y_ f, no converge uniformemente en S hacia la funcion s : S — R si,
y sdlo si, existe un g9 > 0, existe una sucesion {x,} de puntos de S y eriste una

subsucesion de {s,} tales que:

|sn(zn) — s(xn)| > €0, Yn € N2,

2.2.2.1 Caracterizaciones de la Convergencia Uniforme

Caracterizacion de Cauchy

La serie > f, converge uniformemente en S (hacia su suma) si y solo si, para

cada € > 0 existe un v € N tal que:

|fn+1(x) + fn+2(x) +. Tt fn+h(x)| <ég, Vr € S,\V/TZ > Uth > 02,

Demostracion:

Primero, mostraremos que la > f,, converge uniformemente, entonces la > f,, es de
Cauchy.

Como > f,, converge uniformemente, entonces Vo € S, n > v se cumple que:

lsn(x) — s(z)| < e

Ahora fijaremos n de tal forma que m >ny m =n+ h.
n+h

|sm(x) = sn(2)] = ‘Z () = ka(:v)‘

= k=1
= |1(@) + fo(@) + o 4 ful@) + far1(@) + o+ farn(@) = fi(@) = fo(2) — .. = ful2)]
= ‘fnJrl(x) + ot fn+h(x)| <ée

De esta forma concluimos que Y f, es de Cauchy.

Ahora, probaremos que la Y f, es de Cauchy, entonces »_ f, converge uniforme-
mente.

Como ya demostramos que > f,, es de Cauchy, entonces > f, tiene un limite al
que llamamos s, por lo tanto converge, pero debemos probar que su convergencia es
uniforme:

Dado € > 0,3v € N/|s,(x) — spin(z)] < g Vee S,n>v, h>0

12Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sénchez Gonzélez. Pp 525
13Burgos. J. (2007). Céalculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzilez. Pp 528
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2.2. CONVERGENCIA DE UNA CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE
SERIE DE FUNCIONES SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES

Ahora bien, haciendo que h — oo, tenemos que:
& .

e> = > lim |s,() — Span(z)| = |sn(x) — s(z)]
2 h—o0

Por lo tanto probamos que la serie > f,, converge uniformemente.

Caracterizaciéon del Supremo

La serie Y, f,, converge uniformemente en S hacia su suma st y sdlo si, (llamando

SpYTn @ la suma parcial y resto n-ésimos, respectivamente).

T{ing,oan =0, siendo o, = sup {|s(z) — sp(x)| = |rn(z)| /z € S}H.
Demostraciéon:
Mostraremos primero que la > f,, converge uniformemente en S hacia su suma s :
S — R,
entonces lim o, = 0, siendo o, = sup{|s(x) — s,(x)| = |rp(x)| /Jz € S}.
Como Z?:Ogonverge uniformemente, entonces:
Ve >0, Jv e N/ |s(z) — sp(x)] = |r(2)] < e.
Sabemos que 0, = sup {|s(x) — s,(x)| = |rn(z)| /z € S}, entonces, por definicion de
supremo, se cumple que:
|s(x) = sn(@)] = [ru(z)| < o
Ahora bien, como 7,(x) es la diferencia (y la més pequenia) y ademds es menor que
€ entonces se cumple que:
Irn()|< o, <€
lo que significa que:

limo, =0
n—oo

Ahora, probaremos que lim o, = 0, entonces la serie > f,converge uniformemente

n—oo
en S.

Como limao, = 0, sabemos que o, = sup {|s(z) — sp(z)| = |rn(z)| /x € S} y como
n—oo

o, es la menor de las cotas superiores tenemos que:
|s(x) = sn(@)| = |ra(z)| S0 <0<
Por lo tanto, la serie > f,, converge uniformemente en S

MBurgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzilez. Pp 528
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2.2. CONVERGENCIA DE UNA CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE
SERIE DE FUNCIONES SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES

2.2.2.2 Criterios de Convergencia

Criterio de Weierstrass

Sea . fn una serie de funciones f, : S CR — R y sea Y k, una serie de términos
reales positivos. Si | fn(x)| < k, para todo x € S y cada n € N (en cuyo caso se dice
que Yk, es mayorante de >, f,, en S) y si Yk, es convergente, entonces la serie

> fn es uniformemente convergente en S*°.

Demostracion:
Sea > kyuna serie numérica convergente de términos positivos. De acuerdo al

criterio general de convergencia de Cauchy para series numéricas, tenemos que:

Ve > 03v € N/Vq,p > v se cumple que |kpi1 + kpra + ... + k| < e

O maés bien

Ahora a partir de la caracterizacion de Cauchy (véase 2.2.2.1) tenemos que:

N

|fn+1(x) + fn-l—?(x) +...+ fn—l—h(x)l < |fn+1<x)| + |fn+2<x)| +.t |fn+h(x)| =
Fpi1 +kpo+ ...+ kg <eVxeb.

Es decir,

| for1(x) + fogo(x) + ... + fusn(2z)| < g, la serie es de Cauchy y por lo tanto
converge uniformemente en S.

|fn+1(x) + fn-l—?(m) +..+ fn-l—h(x)lqS |fn+1<x)| + |fn+2<x)| +.t |fn+h(x)| <

Z k, < €.

n=p+1

De esta manera concluimos que la serie ) f,, converge uniformemente en S.

15Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzilez. Pp 531
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2.2. CONVERGENCIA DE UNA CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE
SERIE DE FUNCIONES SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES

Generalizacion del Criterio de Welerstrass

Sean > fn y D @n dos series de funciones, reales y definidas en S C R. Si
|fn(2)] < @n(z) para todo x € C y cada n € N (en cuyo caso se dice que > p,
es serie mayorante de Y f, en S) y si Y o, es uniformemente convergente en S,
entonces > fn también es uniformemente convergente en S'°.

Demostracion:
Como ngn converge uniformemente en S, de acuerdo a la caracterizacion de

Cauchy para la convergencia uniforme (véase 2.2.2.1).

Ve > 0,30 € N/ppi1(z) + onio(®) + oo + @ran(z) <&, h>0, p,(r)>0,VreSy
Vn>wv

Ahora para verificar que |f,(z)| < ()

‘fn—&-l(x) +...+ fn—&-h(x)‘ < ’fn—&-l(m)’ +ot |fn+h(x)| < Spn—&-l(x) + ot Spn—&-h(x) <ée

Es decir, de acuerdo a la caracterizaciéon de Cauchy tenemos que ) f,, converge
uniformemente en S.

Ejemplo:
o xn
Sea Z on Con 7 € [—1,1]. Demostraremos que la serie converge uniformemente
n=0
en [—1,1].
Solucién:

Para mostrar la convergencia uniforme de esta serie de funciones utilizaremos el

criterio de Weierstrass:
o0

n

Sea la serie numérica E (5) , analizaremos su convergencia de acuerdo al cri-
. . . n:0 . .

terio de series geométricas. De acuerdo a esto, la serie numérica es convergente y su

suma es 1.7

Por el criterio de Weierstrass, se cumple que:

xn 1 n
< |l = < | = —-1,1
o< 13 (3) sl

16Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzilez. Pp 532
"Dada la siguiente serie :3_ ar™

i) si r > 1, entonces la serie diverge

if) si |r| < 1, entonces la serie converge y su suma esta dada por

_a
1—r
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2.2. CONVERGENCIA DE UNA CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE
SERIE DE FUNCIONES SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES

[e.e] 1 n o) xn

Y como E (5) converge, entonces se prueba que la serie E on converge uni-
n=0 n=1

formemente en [—1,1]. Como se puede apreciar en la grafica.

Figura 2.2.2.2.1

Ademaés dado que converge uniformemente también se prueba que converge pun-
tualmente.

Criterio de Dirichlet

Se considera una serie de funciones >, [, y una sucesion de funciones {p,} donde
fn ¥ on son funciones de S C R en R. Se verifica que: si la sucesion {p,}, converge
uniformemente en S hacia la funcion nula, si la sucesion {o,(x)} es mondtona
para cada v € S y si la sucesion {s,} de las sumas parciales de la serie Y f, estd
uniformemente acotada'® en S, entonces la serie Y fnpn converge uniformemente

en S19.

Demostracion:
Se recurre a la caracterizacion de Cauchy de convergencia uniforme (véase 2.2.2.1):
sea K > 0 una cota de todas las sumas parciales s, en S, de forma que |s,(z)| < K,

Ve € SynéeN,ycomo la sucesion {p,(z)} es monotona, se puede deducir que:

| fra(z) + . + fn+p<x)| = |Sn+p(x) — sp(7)] < |3n+p<x)| + [sn(z)| < 2K

188e dice que una sucesion de funciones estd uniformemente acotada en S si todas sus funciones estan acotadas en
Sy admiten una misma cota K.
19Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzilez. Pp 533
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Luego, se recurre a la desigualdad de Abel?° | resultando:
| fr1 (2)eni1(2) + o+ frtp(2)onip(2)] < 2K ([onsa(2)] 4 2 |@nip(2)]) (1)

Ademaés si se considera un gy cualquiera, y como {y,} converge uniformemente

en S hacia la funcién nula, existe un v € N tal que se cumpla:

lonl()| < 6% Vn >, Vr €S,
Entonces:Vx € S

2K ([fns1 (@) + 2lpup(@)]) < 2K (= +2=) =< (2)

Finalmente, de (1) y de (2) se deduce que:

Pt (0)0ns1(@) + oo+ Furpl@)pnin(@)] < &, ¥ > 0, ¥p > 0, Var € .

20Desigualdad de Abel:
Dadas dos sucesiones de ntumeros reales {an} y {bn}. Sila sucesion {a,} es monodtona (creciente o decreciente) y
la serie Y by, tiene sus sumas parciales acotadas por k > 0 (esto es, |b1 + ... + bn| < k, para todo n € N es:

la1b1 + agbs + ... + anbn| < k(Ja1] 4+ 2|an])

Demostracion:
En primer lugar llamaremos o, a la suma n-ésima de la serie Y by, esto es :

on=b1+b2+..+bn
A partir de esto obtenemos lo siguiente:
o1 = by

02 =0b1 +by =02 —01 =02

on=br+b2+..+by=0n—0pn_1="0bn

Luego tenemos que:
a1by + a2bz + azbz + ... + anby = a101 + a2 (02 —01) + a3z (03 —02) + ... + an (6n —on_1)
= a101 + a202 —az201 +a303 —a3zo02 + ... + GpOn — AnOn—1
=o1(a1 —a2)+o2(a2 —az)+ ... + on-1(an—1 — an) + onan
Recurriendo a la desigualdad tridngular, tenemos:
la1by + agba + ... + anbn| < a1 —az2lloi|+F|az —asllo2] + ... + |an—1 —anllon-1] + l|an|lon] <
[lar — az2| + a2 — a3| + ... + |an—1 — an|] k + |an| k (Pues las sumas parciales de ) bnestan acotadas).
Luego como la sucesion {an} es monodtona, ocurre que todas las diferencias a; — a;4+1 tienen el mismo signo, es
decir:
{ai —ai41 ; st {an} esdecreciente
la; —a;y1] = . .
ai+1 —a; ; st {an} escreciente
Eliminandose de esta manera términos de la desigualdad, quedando solo el primer y altimo término, es decir:
la1 — an|.

la1b1 + a2b2 + ... + anbn| < la1 —anlk + |an| k < (la1]| + |—an|) k + |an| k < E(Ja1| + 2|an])
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Demostrando que > f,,p, converge uniformemente en S.

Consecuencia del Criterio de Dirichlet

Un caso particular de este criterio ocurre cuando se considera la sucesion {a,}
mondtona de nimeros reales con lim a, =0y si >, fnes una serie de funciones, de
S CR en R, que tiene su sucesio’g {o;n} de sumas parciales uniformemente acotadas
(cota comin) en S, entonces la serie de funciones . a,f, converge uniformemente
en S.

Siguiendo la demostracion anterior, basta considerar @, una funcion constante

T = ©p(x) = ap, entonces > fnpn =D anfn, que es uniformemente convergente en

S2

Criterio de Abel

Se considera una serie de funciones Y, f, y una sucesion de funciones {p,} donde
fn Y pn son funciones de S C R en R. Se verifica que: si la sucesion {p,} estd
uniformemente acotada en S, si la sucesion {¢,(x)} es mondtona para cada x € S
y si la serie Y f, es uniformemente convergente en S, entonces la serie Y fnpn

converge uniformemente en S%2.

Demostracioén:

Como ¢, esta uniformemente acotada llamaremos K > 0 a una cota de todas
las funciones, tal que |p,(z)] < K para x € S. Ademés como la serie ) f,, con-
verge uniformemente en S a través de la caracterizacion de Cauchy (véase 2.2.2.1),

tenemos que:

3

> 23.
3K,Vn_v,p>0,V:B€S

a1 () + o 4 fagp(2)] <

Anteriormente la monotonia de {y,(z)}, para todo x € S, nos permite recurrir a

la desigualdad de Abel, de donde se deduce que:

i1 (@) @ni1(2) + o 4 frip(@)pnip(2)] < 3% (lens1(2)] + 2 |pnip()])

Dado que |¢,1p(2)] < K, por lo tanto podemos plantear lo siguiente:

21Burgos. J. (2007). Céalculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzilez. Pp 534
22Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzalez. Pp 533
23Burgos. J. (2007). Céalculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzilez. Pp 534
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3
| fat1(2)Pn41(2) + oo+ frigp(@)Pnip(@)] < 3K 3K =¢,Vn>v, Vp>0, VaeS

Afirmando de esta manera que la serie Y f,¢, converge uniformemente en S.

Consecuencia del Criterio de Abel

Si >k, es una serie convergente de numeros reales, si {p,} es una sucesion de
funciones, de S C R en R, que estd uniformemente acotada (es decir, si las funciones
©n tienen una cota comin) en S y si la sucesion {@,(z)} es mondtona para cada

x € S, entonces la serie de funciones Y k,p, converge uniformemente en S**.

Demostraciéon:
Debemos tener en consideraciéon que el criterio de Abel trata a f,, como una
funcién cualquiera, en el caso particular de Abel se considera a f,, como una funcién

constante.
Por lo tanto tenemos:

Sea f,, una funcion constante, donde x — f,(z) = k, Vn € N. En este caso se

trabaja con la serie convergente de ntimeros reales » k.

Es evidente que para {¢,} y > f. se cumplen condiciones ya vistas del criterio

de Abel, luego tenemos que:

Z fn@on = Z kngpm

por lo tanto podemos afirmar que Y k,p, converge uniformemente en S.

24Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzalez. Pp 535
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Ejemplo

Analice la convergencia puntual y uniforme de la serie de funciones:

o

T
— T €[1,2]
—~ (z+1)

n

Desarrollo
Analizaremos en primer lugar la convergencia puntual de la serie, para lo cual
usaremos el criterio de convergencia para series geométricas, esto es si |r| < 1,

o0
n a
entonces E ar’ =
n=0

1—7r
Puesto que la serie depende sélo de n, la variable x se considera como una con-

stante, resultando:

x - 1
Gy "

WE

Il
<)

n

1 1
Donde a =1y r = ——— , entonces mostraremos que < 1Vzel,2]
(x4 1) (x+1)

Comoze[l,2] =1<x<2
=1<z<2/4+(1)
=2<zx+1<3/0)!
:>1 > 1 > 1

27 x+17 3
-1 <1 < L < L <1

3 _1x+ 172
— -1 < o < 1, por definicién de valor absoluto
x

1
— | < 1, como debiamos probar.
(x+1)
Luego la serie es convergente y su suma es:

_a 1 B 1 1 41

r+1 r+1 r+1

De (1) se deduce que:
= x r+1

S 1
—~ (z+1)" S v

n

Por lo tanto la serie converge puntualmente a s(x) = x + 1, Vo € [1,2].
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Ahora probaremos la convergencia uniforme de la serie, para esto debemos encon-

trar la suma parcial, sabemos que:

So =T
4 T
S1 =
r+1
T x
So =X +

P R G

B T T T 1 1
O ey Sl Py s Rl Py s T P (1)
1 T T T T T

G D) Tl @ ) @1 @rli T @i

Hacemos la sustraccion entre (1) y (2), resultando:

1 n T T T T T
Sy — S, =@
(x+1) (x+1)

(z+1)r z+1 7 (z+1)n (x4 1)

Factorizamos en el primer miembro de la ecuacion, mientras que en el segundo se

observa que algunos términos se cancelan:

“(-5p) -

w(-1) =+ ()

(- )

o (1 - :pi1)
Lt (o)

r+1-—-1
r+1
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' <(x<§; iﬁ;ﬁ 1)
(:51)

(+1)" —1 241
([L’ + 1)n+1 T
(z+ 1) —1

(x+1)"

(l‘ + 1)n+1 1

(x+1)" (x+1)»

Sp =

Sp =2

n —

Sp =

Sp=r+1—(z+1)™"

Recurriendo a la caracterizaciéon del supremo, tenemos:

on = sup{[s(x) — su(z)| /2 € [1,2]}
=sup{|(z+1)—(x+ 1)+ (z+ 1) /x € [1,2]}

= sup{|(z +1)7"| /z € [1,2]}

Comoz € [1,2] =1<x<2

—1<zr<2/+1
—2<r+1<3 /)

:>1 > 1 >
o = (x 1) =
L1 1
T3 S (@t 2n

1
3n

Entonces o, = on aplicando limite para n — oc:

1
Como la funciéon y = on es decreciente Vn € N, y tiene asintota en y = 0, se tiene
que:

. 1
limo, = lim— =0
n—o00 n—o00 2N

Por lo tanto Z fn % s, como se evidencia en la Figura 2.2.2.2.2.
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Figura 2.2.2.2.2
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Capitulo 3

Acotacion, Limite en un Punto,
Continuidad, Integrabilidad
y Derivabilidad

3.1 Funcién Limite

de una Sucesion de Funciones

Sea {f,} una sucesion de funciones, de S C R. Se verifica que:

3.1.1 Acotacion

Si cada una de las funciones f,, estd acotada en S, siendo la misma cota para todas
(que no depende de n) y si la sucesion {f,} converge uniformemente en S hacia su

funcion limite f : S — R, entonces [ estd acotada en S*.
Demostracién:

Como {f,} converge uniformemente a f en S se cumple que:

Para cada ¢ > 0, existe un v € N/|f(z) — f.(x)] < e

Tomando e =1y unn > v, x € S, tenemos:

f(@) = fulz)| <1 (%)

1Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sinchez Gonzalez. Pp 536
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Por otro lado como f, esta acotada (por hipdtesis) al igual que los otros términos

de la sucesion {f,}, entonces, existe un k& > 0 de tal forma que:

|fo(x)| <k Yz eSs (%)

Verificando asi que para todo z € S, al sumar (%) y (s*) tenemos que:

1f(x) = fo(2)] + | fo(2)] < k + 12,

Por desigualdad triangular se tiene que:

[f@)] < [f(2) = fo(@)[ + [fo(@)] <k +1

De esta forma:

f(z)] <k+1

Entonces la funcion limite se encuentra acotada por un (k + 1) en S.

3.1.2 Limite en un Punto

Sea {fn} una sucesion de funciones reales f, : S — R, que estdin definidas todas
en, al menos, un conjunto S C R, que es un entorno reducido de un punto a € R.
Se verifica que:

Si la sucesion de funciones {f,} converge uniformemente en S hacia su funcion
limite f - S — R y si, para cada n € N, existe el limite l,, = limf,(x), entonces eziste
el limite lim f(z), que es igual al limite de la sucesion {lnfilaa cual es convergente,

Tr—a
de modo que:

lim [Zim fn(x)] = lim [limfn(x)]3.

r—a Ln—o0 n—oo Lr—a

2Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzilez. Pp 536
3Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sénchez Gonzédlez. Pp 537
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CAPITULO 3. ACOTACION, LIMITE EN UN PUNTO,

3.1. FUNCION LIMITE CONTINUIDAD, INTEGRABILIDAD
DE UNA SUCESION DE FUNCIONES Y DERIVABILIDAD
Demostracion:

Como {f,} converge uniformemente hacia f , Ve > 0,3v € N/ |f,(z) — f,(2)| < g
Vp>uv,Vq>v,VeresS

Aplicando limite con x — a tenemos que:

]@—M§g<€

Esto se cumple, pues {fn} es convergente y tiene limite. A partir de lo anterior
concluimos que la sucesion {l,,} es convergente (pues es de Cauchy). Por lo tanto
como la sucesion {l,} es convergente tiene un limite [ € R.

Como ya probamos que {l,} tiene un limite (/) entonces debemos probar que f(x)
tiene limite y que es igual al limite de {l,,}.

Haciendo x — a y por desigualdad tridAngular se tiene:

|f(x) =1 = [f(x) =1+ fulx) = ful2) + 1 — ln] <
(@) = fal@)| + | fo(z) = L] + |l — | VR e Ny z € S.

Ahora como [ = lim1, y como {f,} converge uniformemente, seac >0y Ju € N
n—oo

tal que:

€ 9
=1l < 3 Y |f(z) = ful@)] < 3 Ve e R

Ademaés, 1, es el limite de f,(z), entonces para x — a, por definiciéon de limite de

funciones, tenemos:

limf(r)=1Ve>0,30 >0/0<|z—a|<d=|f(zx)—-1] <e

T—ra

€
Tomando un 3 tenemos que:

|fulz) =1, < % siempre que 0 < |z —a| < ¢

Finalmente tomando n = p en la desigualdad (%) tenemos que:

[f(@) =1 < [f(2) = ful@)| + | ful@) = lu] + |10 = 1]

4Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzalez. Pp 538
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[f(@) = I < [f(2) = ful@)] + | fulw) = Lul + [0, = 1]

|f(x)—l|<§+%+§zesiempreque0<|x—a|<5

De esta manera concluimos que [ es el limite de f(z) para = — a.

3.1.2.1 Ejemplo:

Sea la sucesion de funciones {f,} definida en ]0, 1] mediante:

fn:\/E

¢ Eriste el limite en un punto de la funcion limite de la sucesion?

Desarrollo
Para este ejercicio estudiaremos la permutaciéon de los limites para 0 < x < 1y

n € N. En primer lugar:

lim fo(x) = lim /z = limxn = 2° = 1, es decir, la funcion limite de {f,} es
n—oo n—oo
flz) =1
Luego,
lim <lim fn(x)> = lim1 = 1 (por propiedad de limite de una constante)
r—0 \n—oo x—0
Entonces,
lim <lim fn(x)> =1
z—0 \n—oo

En segundo lugar:

limfo(x) =lim{yz =0

z—0 z—0
Luego,
lim <lszn(x)> = 1lim0=0
n—oo \z—0 n—o00
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Entonces,

fim (ti)) =0

Por lo tanto, lxll% (lim fn(x)> # lim (lszn(x)>

n— 00 n—oo \z—0

En conclusion, tenemos que los limites no son permutables, entonces la conver-

gencia de la sucesion no puede ser uniforme cuando z € 10, 1].

También podemos recurrir a la caracterizacion del supremo para mostrar la no
convergencia uniforme de la sucesion {f,}.

Para esto, si lim o, = 0 entonces la sucesion converge uniformemente, donde
n—oo

sup |f(z) — fu(x)] /0 <2z <1, en que f(x)=1

0<a<1/y

Vo< gz <1
O<z<1/-(=1)
0>—yz>-1/(+1)

1>1- x>0

Entonces sup{|l — {/z| /0 <z <1} =1
Por lo tanto, limo, =1#0
n—o0
Probando de esta manera la no convergencia uniforme de la sucesion {f,}, como

se puede apreciar en la siguiente figura.

0.8 4

0.6 4

0.4

0.2+

0.2 0 0z 04 06 08 1 12

-0.21

Figura 3.1.2.1
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3.1.3 Continuidad

Sea {f.} una sucesion de funciones reales f, :— R, que estin definidas en un
wntervalo I C R. Se verifica que:

Si la sucesion de funciones {f,} converge uniformemente en I hacia su funcion
limite f : I — R y si las funciones f, son continuas en I, para n € N, entonces f

también es continua en I°.
Demostracion:

Como debemos probar que f es continua en cualquier punto a € I, para lo cual
debemos tener en cuenta la propiedad de limite en un punto de la funcién limite y

ademés como todas las f,, son continuas en a € [ se verifica que:

lszn(x) = fn(a)

T—ra

Entonces por propiedad de limite en un punto de la funcién limite probamos que

existe el limite de f(x) para x — a, es decir:

limf(x) = lim [lim fn(x)} = lim [lszn(x)}

r—a Tr—a Ln—0o0 n—oo Lr—a

Usando (x), tenemos:

limf(x) = lim | lim fn(x)] = lim [

T—ra Tr—ra |:n—>oo n—0o0

tim(@)| = lim fu(a) = f(@)

r—a

A partir de lo anterior concluimos que:

lim f(x) = f(a)

T—ra

Entonces f(z) es continua en a € I.

5Burgos. J. (2007). Céalculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzilez. Pp 539
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3.1.3.1 Ejemplo

(14 nz)?

a2 Vo € Ry Vn € N, verifique si la funciéon limite es continua.
n2x

Sea f(z) =
Desarrollo:

En primer lugar se observa que las funciones f,, son continuas en R, por lo tanto

analizaremos la convergencia uniforme de la sucesion. Por definicion de convergencia

puntual, tenemos:

- (1+nz)?
fla) = lim ———355 ey

14 2nx + n%2?
= lim

n—o00 1 + ’n2x2

=

1+ 2nx + n’x?

)

= lim 2~
1 2.2
n%oom 1—i—nx
1 onr  nizr?
) 2 2
i T n n
= lim 7 5
n—oo n-x
n2 n?
1 2z 9
—+t—+z
= lim 2 n
n—oo 1 2
—2+l’
) n
T
22
=1

Por lo tanto f,(x) converge puntualmente a f(x) = 1. Por ultimo veremos si f,

converge uniformemente, por definicion de no convergencia uniforme, tenemos:

Jeo > 0,0 € N/ |fu(z) — F(2)] > 0

1
Dadoegy=1y z,=—, 2, € R
n

1 N [1+n(%)]2 B
AORIGIE el T

n

22
——1‘:|2—1|:|1|=1
2

Por lo tanto {f,} no converge uniformemente. Sin embargo, a pesar de que no
ocurre la convergencia uniforme de la sucesion, las funciones f,, v f son continuas
(como muestra la figura 3.1.3.1) para todo = € R, esto prueba que la condicion de

convergencia uniforme del teorema es suficiente pero no necesaria.
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Figura 3.1.3.1

3.1.4 Integrabilidad

Sea {fn} una sucesion de funciones reales f, : [a,b] — R, que estdn definidas en
un intervalo compacto |a,b] C R. Se verifica que:

Si la sucesion de funciones { f,} converge uniformemente en |a,b] hacia su funcion
limite f : [a,b] — R y si las funciones f"x son integrables en |a,b], entonces f también

es integrable en [a,b] y su integral f es el limite uniforme de la sucesion de

integrales {/ fn} para x € [a,b], de forma que:

/ (lim fn(t)> dt = lim (/ fn(t)dt) este limite es uniforme para x € [a, b]°.

n—oo n—o0

6Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzélez. Pp 541
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Demostracion:

Para esta demostracién recurrimos a las particiones de un intervalo y sumas su-
periores e inferiores. Para esto, como debemos probar que la funcion f es integrable
en [a, b] tenemos que:

Ve > 0, existe una particion Py de [a, b] tal que S (f, Fy) — s (f, Py) < € Criterio de
integrabilidad de Riemann”.

Dado que {f,,} converge uniformemente hacia f en [a, b] entonces Jv € N tal que:

1) = £ < 57—y Yo € o)
verificaAndose que;
€ €
—m < f(l') — fv(.l') < B(b——a) /"— fv(l') Vx € [a,b]
folz) — ﬁ < f(x) < ﬁ + fo(z) , Vo € [a,b]

Ahora para cualquiera que sea la particion P de [a, b], se tiene que:

sULP)>s(nP) =5y SULP)<SUnP)+g 1)

Por otra parte, como f, es integrable en [a, b], existe una particion Fy de [a, b] tal

que:

S(fv>P0)_S(fvaP0)<§

Acudiendo a las relaciones (1) y (2) y sea P = Py, se concluye que:

"Dados z1 < z2 < ... < Ty_1 nameros de la, b], se dice que:
P ={a==x0x1,22,..., %01, b=12s}
Es una particion del intervalo [a, b]. La norma de P se define como:
|P| = madx {z; —x;—1}.
1<:i<r

La coleccion de todas las particiones de [a, b] se designa por P acada P € P asociamos las sumas:
”

S(f,P) = (vx —xk—1)  maz f(x)

k=1 TE a:k_l,xk]
s(f,P)= Z(ﬂvk — Tk_1) min _f(z)
k=1 me[mk_l,mk]
yo(f,P) =) (wr —wx_1) f(t)
k=1

donde ty, € [zr_1, k] para todo 1 < k < r.
Proposicion:
Ve >0, 3P € P tal que S(f,P)—s(f,P)<e
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S(f,Po)—S(f,Po):
(S (fs Po) — s (f, Po)] + [S (fu, Po) — S (fo, Po)] + [s (fo, Po) — s (fo, Po)]
- [S(faPO)_S(fMPO)]_I_[S(gvan)_
St

g(fv,Po)]+[S(fv,P0)—S(f,Po)] <
—=c
3

Entonces:

S(f,P)—s(f,R) <e
Lo que prueba que f(z) es integrable en [a, b].

X xX

Ahora, probaremos que fn} converge uniformemente hacia / f para x €
a a

[a,b]. Para esto, como {f,} converge uniformemente hacia f en [a, b]:

v5>aaveNunmeu@y—h@ﬂ<§@§zjanwyvxemmy

Por lo tanto, para n > v' y x € [a, b], se verifica que:

fo@ﬁﬁ—lli&@hﬁ‘Syéxﬁ&)—fh&ﬂdt§<x_“)2bg

Por lo tanto, hemos probado que {/ fn} = / f Va € [a,b].

3.1.4.1 Ejemplo:

Para cada n € N, n > 2, definamos f,, : [0,1] — R por:

Ademas, considere que {f,(x)} converge uniformemente a f(x) = 0. Analice si
f(z) es integrable en [0, 1].
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DE UNA SUCESION DE FUNCIONES

La figura 3.1.4.1 muestra algunos elementos de la sucesion:

Figure 3.1.4.1

Desarrollo:
Para que la funcién limite puntual sea integrable se debe cumplir que {f,,} debe
converger uniformemente y que las f,, sean integrables.

Como ya se sabe que {f,(z)} converge uniformemente, probaremos que las f,, son
integrables en [0, 1]:

1
4z nggé
1
folx) = ¢ (4 — 42) §<$§1
0 z>1

Al integrar, resulta:

/fz(:v) :/0é 4:)3d93+[1(4—4x)d93
1

292
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/f3(x) :/0?1’ 9xdx+[§(6 — 9z)dx
1

3
292
=1

1
n’x 510 <z <~
1 g
folz) =< 2n—n?r |si—<ax<=
5 7

0 , 81X > —

n

1 2

/fn(x) = /n n*zdr + /1n 2n — n’xdr
0 -
1

2
n?x n?z?\ -

1 1
Leaoa (o))
1
Por lo tanto, /fn(x) =1

De esta manera concluimos que las f, son integrables en [0, 1] y su integral es 1.

Por tltimo, como {f,} es uniformemente convergente en [0, 1] y las f, son inte-
grables en [0, 1], se cumple que f(x) = 0 es integrable en este intervalo.

Observacion:

El ejemplo 3.1.4.1 muestra que en el teorema anterior, no es posible debilitar la

hipotesis de convergencia uniforme, por una de convergencia puntual.
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3.1.4.2 Ejemplo

Sea {f,} definida en [0, 1] mediante:

o1
2 si

n
fn(z): n+1
0 ,siOSazgl

1
<zr< —
n

1
6 —<zx<l1
+n n

Verifica si f(z) es integrable en [0, 1]y si se cumple que:
/ (limfn(t)> dt = lim (/ fn(t)dt).
a n—o0 n—oo a
Desarrollo:

Esta sucesion de funciones converge en [0, 1] hacia la funcion nula, pues para
cada z del intervalo, el valor de f,(x) no es nulo para un dnico n € N, con lo que
lim f,(z) =0, Vz € [0,1].

n%m . - . -

Para que f(z) sea integrable se debe cumplir que: la sucesion de funciones debe
converger uniformemente en [0, 1] y que las f, sean integrables en dicho intervalo.

En primer lugar, probaremos que las f,, son integrables en {0, 1}, entonces:

16 [ v

n+1
= n’z, evaluando en los respectivos limites de integracion, tenemos:

a1 1
N n 1l4+n
o (n+1—n
=N _—
n(n+1)
n2
n(n+1)
n

(n+1)

De esta manera se concluye que las f,, son integrables en [0, 1].
Ahora, mostraremos que f,, converge uniformemente, para esto recurrimos a la
caracterizacion del supremo (véase 2.1.2.3), sabiendo que converge puntualmente a
f(z)=0.

o, = sup{|0 —n?| z € [0,1]}

— n2

Aplicando limite cuando n — oo, se tiene que:

limn? =00 #0

n—o0

Por lo tanto, f,, no converge uniformemente en [0, 1].
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Sabiendo que las f, son integrables y que f, no converge uniformemente, de igual

manera probaremos si se cumple que:

[ (tm i) im(/%dQ

/ 0dt = lim
a n—oomn + 1

0#1

Observacion: no es de extranar el hecho que no se cumpla la igualdad anterior,
pues la convergencia de f,, hacia f en [0, 1] no es uniforme, sin embargo f(z) =0 es
integrable en [0, 1].

3.1.5 Derivabilidad

Sea {fn} una sucesion se funciones reales f, : I — R, que estdin definidas en un
intervalo acotado 1. Se verifica que:

Si las funciones f, son derivables en I, si la sucesion de las deriwadas {f,;} es
uniformemente convergente en I y si existe algin a € I tal que la sucesion numérica
{fn(a)} es convergente, entonces {f,} converge uniformemente en I hacia una fun-

cion (limite) que es derivable, en I, y cuya derivada es el limite de {f;}, de manera

que:
D [lim fn(x)} = lim D [f,(x)] este limite es uniforme para x € I®
n— 00 n—oo
Demostracion:

Para esta demostracion, vamos a recurrir a una sucesion de funciones auxiliar

{¢n}, donde @, : I — R es la funcion.

pute) = I 0 s o) = i)

e En primer lugar, vamos a probar que las funciones ¢,, son continuas en /.

8Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzalez. Pp 544
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En el conjunto I — {a} la funcién ¢, es el cociente entre dos funciones continuas y
el denominador es no nulo. Mientras que en el punto a ocurre que:

lima(@) = fi(a) = onla)
Con lo que se garantiza la continuidad de ¢, ().
e Ahora se debe probar que {©,} =% ¢, Vo € I y p,q € N, para esto:

fo(@) = fp(a) _ folz) — f4la)

r—a T —a

_ fo(®) = fo(z) = fpla) + fy(a)

r—a

©p(T) — pg(x) =

Recurriendo al Teorema del Valor Medio? aplicado a la funcion ¢t — f,(t) — f,(t)
cuyos extremos son x,a € I, resulta que:

!

I AGICROR R A
— (&) = £(6)

En conclusion,

!

op(@) — @q(x) = f,(&) — [,(&), Vo € T — {a}

Luego, para x = a se tiene que:

’ !

wp(a) = pqy(a) = fia) = f,(a)

Ahora bien, para cualquier £ > 0, como { f;z} converge uniformemente en I, y

segin la caracterizacion de Cauchy se tiene que: Jv € N tal que

fola) = folw)| <&, Vo eIyVpg=v

Por lo tanto se deduce que:

‘SDp(t) - ‘Pq(t)| <eVtelyVpqg=>v

9Se considera una funcién f : [a,b] — R, definida en el intervalo [a,b],que es cerrado y acotado ( o sea que es
compacto). Si f es continua en [a,b] y derivable en ]a, b[, entonces existe al menos un punto £ €]a, b tal que:

F®) = fla) = £ ()b —a)
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Lo que asegura que {p,} converge uniformemente. Llamemos ¢ : I — R a la

funcion limite de {p,} en I.

e Veamos que {f,} converge uniformemente en I.

Recurrimos a las funciones ¢,, para p,q € Ny x € I.

fo(x) = fp(x) = fpla) + fp(a)
Reorganizando términos:
fo(@) = fpla) + [fp(z) — fp(a)]

Haciendo un arreglo algebraico:

[fo(x) = fp(a)]

Tr—a

fo(x) = fpla) + (z —a)
Recurriendo a (1)
fo(@) = fpla) + (z — a)pp(x)

Anélogamente para f,(x), resulta:

fo(®) = fola) + (v — a)py(x)

Luego Vx € I y Vp,q € N:

|fo(@) = fo(@)| = [fp(a) + (z — a)pp(z) — fola) — (z — a)py(z)]|
= ’fp(a> - fq(a) + (7 — a)(gop(x) - @q(x))‘

Por desigualdad triangular tenemos que:

[fo(x) = fo(@)| < |fpla) = fola)l + o — al [ep(x) — @q()] (2)
Ahora por la Caracterizacion de Cauchy, como {¢,} Xy, dadoe >0, I, €N
tal que:
€
[Pp(2) = @g(@)] < 55 P g 2 w1, Yo € (3)
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donded es la amplitud del intervalo acotado I.

Ademas como {f,(a)} es convergente, Jv; € N tal que:

£(@) = fu(@)] < 5. Vpig = vy ()

Luego, se define v = max {vy,v2}. Y desde (2), (3) y (4) se deduce que:
€ e _€ ¢
_ e —al =< -4+ == > 1
e~ @) < S lr—al <S4S =e Wpgzo, Ve

Por lo tanto {f,} converge uniformemente en I. Llamemos f : I — R el limite

de la sucesion {f,}.

« Ahora se debe probar que f es derivable en I y que su derivada es el limite de
{f.}, al que llamaremos g : I — R.

Entonces debemos probar que f (a) existe y que f'(a) = g(a), ya que para cualquier
otro punto b € I se verifica lo anterior, pues {f,(b)} converge, porque {f,} <% f en
I, por lo tanto lo que se cumple para a se cumple para b.

También, como {p,} % ¢ en I y las funciones ¢, son continuas en el intervalo,
también lo es ¢ en este intervalo. Y ademés existe lim ¢(x) = ¢(a).

Ahora bien: o

ola) = lim p,(a) = lim f,(a) = g(a). ==a

olo) = imate) = fin P, et (o)
Lphl) - fphe)
TR
:f(x)—f(a) .Z‘EI—{CL}
f(x) ~ f(@)

Luego existe el lim y vale g(a), es decir, existe f'(a) y es igual a g(a)
r—a Tr — a

como habia que probar.
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3.1.5.1 Ejemplo

1

Sea f,(x) = Tz © € [0,1]. Estudiar si f(x) es derivable en [0, 1].
n

Desarrollo

En primer lugar analizaremos si las f, son derivables en [0, 1]:

1 , 1
he) = = A@= iy

1 , 2
fo(z) = v folx) = "ty

1 / 3
f3(z) = 532 = fi3(z) = T30

- 1 p B n

Jnlz) = 1+ nzx = fulz) = _m

De esta forma, concluimos que las f, son derivables en [0, 1]
. ., . ’ .
En segundo lugar, veremos si la sucesion de derivadas, { fn}, converge uniforme-

mente.

fulz) = “Utna)y

Para probar su convergencia uniforme, primero debemos encontrar la funcién a
la que converge puntualmente en [0, 1], entonces, aplicando limite cuando n — oo,
tenemos:

1
n -n .
lim — ———— =11 .
RS (1 + nx)? nZ—>7ZD1—|—2’I’LZE+TL2$2 1
n

n

n?

= lim
n—oo 1 onr  nlx?

n? n? n?
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1
- n
o éggo 1 2x 5
— 1t — +x
n n
- 0
T2
=0

Por lo tanto, la sucesion converge puntualmente a f(x) =0 en [0, 1].
Ahora, como { f, (z)} converge puntualmente a f(z) = 0, vamos a mostrar la con-
vergencia uniforme en [0, 1] de { f, (z)}, recurriendo a la caracterizacién del supremo:

n
0——m‘$6[0,1]

xG[O,l]}

On = sup{

:Supﬂﬁ

comoz€[0,]]=0<z<1/-n
—=0<nr<n/+1

=1<1l+nz<n+1/()?
1 1
1> > .
~ (1+nx)? — (n+1)2/ "
n n

n+12= (T+tnz2 ="

De lo anterior, resulta que o,, = n, aplicando limite cuando n — oo, tenemos que:

limn =00 # 0
n—oo

Entonces {f,(z)} no converge uniformemente en [0, 1]
Finalmente, sea a = 1 con a € [0, 1], probaremos que la sucesion numérica { f,(a)}

es convergente en el intervalo.

1
fola) = T aplicando limite cuando n — oo, tenemos:
n
1
y IR B
n
1
7 n
a ng—zgo 1 n
— + —
n._n
1
i
SART
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- 0
T 0+1
B 0
1
=0

Por lo tanto, f,(a) es convergente.
Por tultimo, a pesar de que no se cumple la convergencia uniforme de la sucesiéon
de derivadas, veamos que ocurre al intercambiar los limites y derivadas como indica

el teorema.

n—oo n—oo
n
D|0] = lim —
[ ] niﬂgo (1 + nx)z
0=

En conclusion f(z) es derivable en [0, 1], sin embargo se observa que la condicién
de convergencia uniforme de la sucesion de derivadas es una condicion suficiente,

pero no necesaria.
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3.2 Funcién Suma

De una Serie de Funciones
3.2.1 Acotaciéon

Si cada una de las funciones f, estd acotada en S y si la serie Y f, converge
uniformemente en S hacta su funcion suma s : S — R, entonces s estd acotada en
Sto,

Demostraciéon:
Como ) f,, converge uniformemente en S, entonces se tiene que para todo € > 0

se cumple que:

[s(2) = sn(2)] <€

Tomando ¢ =1 y v € N tal que:

|s(z) — sy(z)] <1V e S, Vn>v

Por otro lado, como s, esta acotada en S, es decir, existe k > 0 tal que:

|sy(z)] < kVzeSs

Finalmente, al sumar las desigualdades (1) y (2), tenemos:

|s(2) = su(2)] + |su(@)] < T+ K

Por desigualdad tridngular se sabe que:

|s(2)] < |s(2) = su(@)] + [s0(2)] < T+ K

Entonces:

|s(z)| < 1+k

Por lo tanto la funcion suma de ) f,esta acotada por 1+ k en S.

10Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzilez. Pp 536

99



) CAPITULO 3. ACOTACION, LIMITE EN UN PUNTO,
3.2. FUNCION SUMA CONTINUIDAD, INTEGRABILIDAD
DE UNA SERIE DE FUNCIONES Y DERIVABILIDAD

3.2.1.1 Ejemplo
Las funciones f, estan acotadas en I =|0, 1], considere la funcion suma (s) de la

o
serie E x". Verifique si s(z) esta acotada en I.
n=0
Desarrollo
Por serie de Potencia tenemos que Y 2" es convergente si || < 1, lo que se cumple

pues x €0, 1[ y por ende su suma esta dada por:

s(x)zl_r, cona=1lyr==x

Reemplazando, tenemos:

S(x)zlix

tenemos que las f, , por hipotesis estan acotadas y ademas > 2™ no converge uni-

formemente, por lo tanto la funcion s(z) = . no esta acotada en I =0, 1], lo
—x

que podemos probar de la siguiente forma:

Sea z =1 — 107", reemplazando en la funcion s(z) = T tenemos:

! L _ 10" haciendo n —s
= = aclendo n
1—1+10" 10 o

lim 10™ = oo
n—oo

En conclusion, la funcion s(z) = . no esta acotada en I =|0,1[, como se
-z
verifica en la figura 3.2.1.1.

Figura 3.2.1.1
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3.2.2 Limite en un Punto

Sea {f,} una sucesion de funciones reales f, : S — R, que estdin definidas todas
en, al menos, un conjunto S C R, que es un entorno reducido de un punto a € R.

Se verifica que:

Si la serie de funciones ) f,, converge uniformemente en S hacia su funcion suma

s:S = R y si, para cada n € N, existe el limite l,, = limf,(x), entonces eziste el
Tr—a

limite lims(z) , que es igual a la suma de la serie Y 1, la cual es convergente, de
T—a

modo que:
y — y 11
yﬂzn@rjlgmw]
Demostracion:

En primer lugar, como Y f,, converge uniformemente a su funcién suma, s(x), se

cumple que:

s(z) = égrgosn(x)

Ahora bien, como s, = f1 + fo + ... + f, reemplazando en (1), resulta:

(@) = tim (@) + fala) + .+ fu(x)]
Aplicando limite cuando z — a, tenemos:

lims(x) = lim <lim [fi(z) + fo(z) + ... + fn(l‘)])

r—a Tr—a \N—0o0

Acudiendo a la definicion de limite en un punto de la funcion limite (véase en
3.1.2)

n—oo \r—a

= lim (lz'm [fi(z) + folz) + ...+ fn(a:)D

Luego, por propiedad de limites:

= tim (limfu(w) + lim fo(x) + ... + limf. () )

n—oo \r—a

El limite en un punto de las f,(z) existe por hipotesis, de esta manera:
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Ahora, sea 0, = l; + ls + ... + [,,, reemplazando en (2), tenemos:

= limo,
n—0o0

=
n=1

o0
iz_@l s(x) = len
n—=
Concluyendo entonces que el limite en un punto de s(z) existe y ademaés es igual

oo
a la suma de la serie 5 l,.

n=1

3.2.3 Continuidad

Sea {f,} una sucesion de funciones reales f, :— R, que estin definidas en un
intervalo I C R. Se verifica que:
Si la serie de funciones ) f, converge uniformemente en I hacia su funcion suma

s: I — Ry silas funciones f, son continuas en I, para n € N, entonces s también
es continua en I'2,

HBurgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzélez. Pp 537
12Burgos. J. (2007). Céalculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sinchez Gonzilez. Pp 539
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Demostracion:

Como cada una de las f, son continuas se cumple que:

limf,(z) = fo(a) (1)

T—ra

Ahora lo que queremos demostrar es que la funcién s es continua en I, por lo

tanto debemos probar que:

iz_r)r}z s(z) = s(a)

Para ésto, como la serie ) f,, converge uniformemente tenemos que:

lim s, (z) = s(z) ahora aplicando limite z — a
n—oo

lim (lim sn($)> = lim s(x)

T—a \N—00 T—a

Ahora como s, = fi + fo + ... + fu, ¥y por teorema 3.1.2, tenemos:

lims(z) =lim ( lim [fi + fa+ ... + fu)

T—a r—ra (n—)oo )

lims(z) = lim (lz'm it fot .+ fn]>

T—ra n—oo \r—a

Recurriendo a (1), tenemos que:

lims(z) = 752_)77; (fi(a) + fa(a) + ... + fu(a))

T—ra

Sea sp(a) = fi(a) + fa(a) + ... + fu(a), reemplazando:
firis(e) = fienla)
Y como la suma de funciones continuas es continua, tenemos que:

lims(z) = lim s,(a) = s(a)
T—a n—oo

i@ggs(m) = s(a)

De esta manera concluimos que s(x) es continua en 1.
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u u ¢
——

Figura 3.2.3.1

3.2.3.1 Ejemplo

Sea f, : () = R, estudiar la convergencia puntual y la continuidad de s = Z fns

n=1

Q=R.
fn(x) = e &%

Desarrollo:

n xT

Tenemos que Y e ™ es una serie geométrica con r = e~*, por lo tanto converge

siy solo si |r| < 1:
le®| < 1
e <1
e% <1, >0

Por lo tanto converge puntualmente en R*y su suma esta dada por:

s(z) = L , entonces
1—r

—T

e

- ©  i>0
1—e "

s(x)

La cual es una funcion continua en R, como se aprecia en la figura 3.2.3.1.
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3.2.4 Integrabilidad

Sea {fn} una sucesion de funciones reales f,, : [a,b] — R, que estdin definidas en
un intervalo compacto |a,b] C R. se verifica que:
Si la serie de funciones Y f, converge uniformemente en [a,b] hacia su funcidn

suma s : [a,b] — R y si las funciones f, son integrables en [a,b], entonces s también
x

es integrable en [a,b] y su mtegml/ s es la suma uniforme de la serie de integrales

Z/ fn para x € [a,b], de forma que:

/ (Z fn(t)dt> = Z (/ fn(t)dt) esta suma es convergentemente uniforme
a \ ,—1 a

n=1
para T € [a, b]*s.

Demostraciéon:

Como ) f,, converge uniformemente a s, tenemos:

sp(z) = fi(z) + fo(x) 4+ ... + fu(x) aplicando limite con n — oo
T{z_@osn(m) = 7{2_}7& (fi(z) + fa(x) + ... + fu(x)) = s(x), pues ) f,, c.u.

lim (F10) + (o) + o+ L) = s(2) /[

/ i (110) + @)+ ) = / s(a)

a

Por la propiedad anterior (3.2.3) podemos intercambiar los limites con las inte-

grales y obtenemos:

b

b b b
tim [ fi(x) + lim / Fale) + e+ lim / fulw) = / s()

n—o0

Ademas por hipotesis tenemos que las f,, son integrables, entonces:

IECE i [ 5t

)
Por lo tanto s(x) es integrable en [a, b] y su integral eS:Z/ fi(z).
=17/ @

13Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzilez. Pp 541
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3.2.5 Derivabilidad

Sea {fn} una sucesion se funciones reales f, : I — R, que estdin definidas en un
intervalo acotado 1. Se verifica que:

Si las funciones f, son derivables en I, si la serie de las derivadas Zf;Z es
uniformemente convergente en I y si existe algin a € I tal que la serie numérica
> fnla) es convergente, entonces > f, converge uniformemente en I hacia una fun-
cion (suma) que es derivable, en I, y cuya derivada es la suma de " f,, de manera

que:

D [an(x)] = ZD [fn(x)}u'

n=1

Demostracion:
Vamos a recurrir a una sucesion de funciones auxiliar {¢,}, donde: ¢, =1 — R

es la funcion

Sn(x) — spla ) /
=@ =508 24 gn(a) = 5,(a) 1)
T —a

En primer lugar probaremos que las funciones ¢, son continuas en /. Esto esta
garantizado, pues en el conjunto I — {a}, la funcion ¢, es cociente de funciones

continuas con denominadores no nulo, mientras que en el punto a ocurre que:
. /
lim on(z) = 5,(a) = ¢n(a)
n—roo

Ahora demostraremos que {¢, } es una sucesion uniformemente convergente en I.
Para ello, pongamos que:
sp(@) — spla)  s4(x) — s4(a)

Qpp(x)_@q(x): r—a - T —a ) VxE[—{a}yp,qu
 5y(@) = 5,(0) = 5,(x) + 54(0)
_ syl@) = 54(@) — (5,(a) = 54())

Por teorema del valor medio, aplicado a la funcién ¢ — [s,(t) — s,(t)] en el inter-
valo de extremos x, a € I.
sp() — s4(x)] — [sp(a) — s4(a
B G EEC) B TOETT RS

S ()@ - a) = [s55(6)(@ — a)]

ST CRLR
— 5O - 5,0, Vrel-{a) @

14 Burgos. J. (2007). Célculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzalez. Pp 544
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Mientras que en el punto x = a, tenemos:

p(a) = ¢g(a) = s,(a) — 5,(a) (3)

. . . ’ .
Para ¢ > 0 cualquiera, como la serie de las derivadas E f,, es uniformemente

convergente en [ y segin la caracterizacion de Cauchy de la convergencia uniforme,
existe v € N tal que:

sy(x) — sy(x)| <&, VxelyVpq=>v.
Por lo que, a partir de (2) y (3), se deduce:
lop(t) —@q(t)| <e, VtelyVp,q=>w.

Sea ¢ : I — R la funcion limite de {¢,} en I.

Luego, veamos que la sucesion {s, } converge uniformemente en I. Para p,q € N,
x € I y recurriendo a las funciones ,, tenemos que:
sp(x) = sp(x) — sp(a) + sp(a)
sp(a) + sp(x) — sp(a)

(a)
sp(a) (ZE . CL) (SP(‘I) B Sp(a))
(a) +

T —a

(z = a)pp(2)

Analogamente para s,(z), se tiene que:
Sq(x) = sq(a) + (z — a)py(z).

Spla

Restando y tomando valor absoluto, se tiene:

[sp(x) — sq(@)| = |sp(a) + (x — a)pp(x) — [s4(a) + (z — a)py(2)]]

= |sp(a) + (z — a)pp(z) — sq(a) — (x — a)pq(z)]

< |sp(a) = sq(a)| + [z — al [pp(x) — @q(x)], Vo € Iy Vp,q €N (4)

Dado € > 0 cualquiera y recurriendo a la caracterizaciéon de Cauchy de la conver-
gencia uniforme, como {p,} es uniformemente convergente en I, existe v; € N tal
que:

€
op(2) = o)l < o5 VPgZuyVeel (5)

donde 9 es la amplitud del intervalo acotado I.
Ademas, como {s,(a)} es convergente, existe v, € N tal que:

£
[sp(a) = sqla)| < 5 Vp,q = v (6)
Se define v = mdx{vy,ve} y a partir de (4), (5

)y (6):
£ e € €
[sp(z) = sg(@)| < 5+ lv—al gz < S+ 5 =6 VpgzvyVeel
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Con lo que comprobamos que {s,} es uniformemente convergente en I. Llamemos
s : I — R al limite de la sucesion {s,}.

Finalmente debemos demostrar que s es derivable en I y que su derivada es el
limite de {sln} al que llamaremos ¢ : I — R, es decir, debemos probar que s’ = ¢ en
I.

Como {¢,} converge uniformemente en I y como las funciones ¢,, son continuas
en I, es seguro que @ es una funciéon continua en /. Ademaés existe limp(x) y vale

r—a

p(a).
Ahora bien, como:

p(a) = lim gn(a)=lim s,(a) = g(a)

n—o0 n—oo

o(z) = limp,(x) = lim $n(%) — sn(a) _ s(z) — s(a)

n—00 n—00 €T —aQ T —a

Luego existe el lz‘mM
r—a T —a

como habia que demostrar.

y es igual a g(a), es decir, existe s (a) = g(a),
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Capitulo 4

Series de Potencias

Las series de potencias son un caso particular de las series de funciones y se
caracterizan por ser sumas de monomios.

Las series de potencias son una de las herramientas mas tutiles de la matematica
aplicada. Se han utilizado en el estudio de las funciones de una variable real para
poder trabajar con representaciones alternativas y buenas aproximaciones de las fun-
ciones més habituales y también pueden utilizarse para obtener nuevas funciones, en
problemas matemaéticos, fisicos, economicos, etc. Ademaés éstas fueron las primeras
a las que se acudio, por lo que la didactica aconseja que sean las primeras en ser
propuestas!.

Los sumandos (funciones) de una serie de potencias son las potencias enteras
(sucesivas; de exponente n = 0,1,2,...) e la variable multiplicadas por ciertos coe-
ficientes, es decir, son del tipo z — a,x™ , por lo tanto una serie de Potencias se
representa como Y a,x™ y la suma parcial n-ésima de una serie de potencias es un
polinomio de grado n?.

Ahora bien, fueron estudiadas primero las series de funciones, ahora trabajaremos
con un caso particular de estas, con las series de potencias, donde se estudiaré lo
relativo a la forma de su campo de convergencia (intervalo de convergencia), que es

algo especifico de estas series.

Antes de entrar al estudio de series de potencias, vamos a considerar tres ejemplos

de éstas®.

1Burgos. J. (2007). Célculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzilez. Pp 498
2Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzalez. Pp 499
3Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzalez. Pp 499
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1. Para la serie geométrica > x" | graficada en la figura 4.1.

* Si,|z| < 1, entonces ) 2" es convergente y, obviamente, también es absoluta-
mente convergente.

* Si,|z| > 1, entonces Y x™ no es convergente.

€ n
2. La serie de potencias > <—> , graficada en la figura 4.2, es convergente para
n

cualquiera que sea x € R; es més, se trata de una serie absolutamente conver-
gente para todo x € R. En efecto, aplicando el criterio de la raiz a la serie

[,

tim {f|2[" = lim |X| =0 <1¥r eR

N—00 n Nn—00

n
, de valores absolutos, se tiene que:

€T n
Dicho criterio asegura la convergencia absoluta de ) (—> para cualquier
n
z e R

Figura 4.2
3. La serie de potencias > (nz)", graficada en la Figura 4.3, solamente converge

para x = 0; donde notamos que el término n-ésimo de la serie tiende a infinito
y ello para cualquiera que sea el valor que se le dé a x, salvo si es x = 0.
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-

Figura 4.3

Nos interesa notar que, en los tres ejemplos anteriores, para la serie > a,z" se verifica

que:

e > a,z" converge absolutamente en un intervalo centrado en x = 0; los radios

de estos intervalos son, respectivamente r =1, r = +oo y r = 0.

e > a,x™ no converge para todo z exterior a dicho intervalo.

Pues bien, esto mismo les acontece a todas las series de potencias (salvo quiza, su
posible convergencia en los extremos de dicho intervalo ; para estos puntos no hay

regla general).
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Definicion:

Se llama serie de potencias, a las series del siguiente tipo:

(o @]

n __ 2 n
E anx" = ag + a1x + asx” + ... +a,xr" + ...
n=0

Donde ag, a1, as, ..., ay,, ... € R son coeficientes (fijos) y x € R es cualquiera (la

variable)*.

4.1 Radio de Convergencia

Teorema de Cauchy Hadamar®
Para cada serie de potencias > an,z", existe un r € [0,4+00] al que se le llama

radio de convergencia, tal que:

o x| <r=>a,x™ converge absolutamente (1)

o |z| > r=>"a,x™ no es convergente (2)

Observacion 1:

Para © = r y/o x = —r, la serie puede ser convergente o no serlo; depende de los
Casos.

El radio de convergencia de ésta, esta dado por:

1
o= —
l
Donde:
. . Qp+1
[ = lim {/|a,| o lim
n—00 n—oo | QA

observacion 2:
e Si [ =0, entonces r = +00

e si | = +o00, entonces r = 0

4Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzalez. Pp 500
5Burgos. J. (2007). Céalculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzilez. Pp 500
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Demostracién Teorema de Cauchy-Hadamard.

Para estudiar la demostracion de este teorema, es necesario mencionar que como

[ = lim {/|a,|, es el limite superior de una sucesion queda caracterizado por dos
n—oo

condiciones:
o sik>1= k> {/|a,| desde cierto n en adelante. (%)
e si k <l= k< {/|a,| para infinitos valores de n. (%)

En primer lugar, demostraremos que, si |z| < r, entonces > a,z" converge absolu-
tamente.
|z

Como |z] < r=— <1
r
Luego existe un h € R, 0 < h < 1, tal que:

|I—|<h
,

1
Reemplazando r = 7 resulta:

Recurriendo a (x), se tiene que:

Vlan| < %

la,z™| < h"™ (con h < 1y desde un cierto n)
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La serie ) |a,x™| estd mayorada por la )  h"™ que es una serie convergente (ge-
ométrica de razéon h, 0 < h < 1) por lo que la serie > a,z" es absolutamente
convergente.

Ahora probaremos que, si|x| > r, entonces > a,2™ 1o es convergente.

2]

Como |z| > r—= — >1
r

Luego como r = 7 tenemos que:

Recurriendo a (xx), tenemos:

1
Y an| > —| | para infinitos n
X

Elevando a la potencia n, tenemos:

ap| > clx"
oal > ot /1o
|ana™ > 1
o
La sucesion {a,x"} no tiene limite cuando n — oo, luego la serie Zanx” no
n=1

puede ser convergente.

Ahora se comprobaré que el radio de convergencia esta dado por :

1
r=o donde [ = lim /|a,| 6 L = lim
n—oo

n—o0

Ap+1

n

e En primer lugar, suponiendo que existe [ = lim {/|a,| vy aplicando el criterio
n—0o0

de la raiz a la serie ) |a,z"|.
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1
a)si|x|<7:>|a:]l<1

1= limn ] = iy o] = Jol i, §/Tau] = o]0 < 1
Como lim {/|aya™| < 1= > |a,a™| converge.
n—oo

1
b)Si|x|>7:>|x]l>1

1= lim /Jaa] = lim §/la,] o] = lal tim §/[a,] = a1 > 1

Como lim {/|ay,a™| > 1 =" |a,z"| diverge.
n— o0

1
Por lo tanto el radio de convergencia de > a,z™ es r = 7

e En segundo lugar, suponiendo que existe [ = lim Intl y aplicando el criterio
n—oo a/TL
del cociente a la serie ) |a,z"|.
) 1
a)Sl|x]<7:>|:U|l<1
n+1 n
— llm a’n‘f‘lx l/l ’a’n"rl’ ’.7; ’ |'T| |.T| l n+1 — |.',E|l < 1
n—00 Ay "™ n—00 |an| |$‘n| n
n+1
Como | = lim |22 | <1 = > |anaz™| converge.
n—o0 an,x™
1
b)Si\x!>7:>|a:]l>1
n+1 n
n—o00 anx™ n—o0 |an| |x”| n—o0 n
n+1
Como [ = lim | 2210 >1=>"|a,z"| diverge.
n—00 Apx"”
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Observacion 3:

La convergencia de > a,z" equivale a la de >’ |a,z"| (salvo quizd, para x = +r).
La convergencia de Y |a,x™| se puede estudiar acudiendo a los criterios para series
de terminos positivos (por ejemplo, los de la raiz® o el cociente™), de los que se puede

obtener el radio de convergencia®.

Campo de Convergencia e Intervalo de Convergencia

Se llama Campo de convergencia de la serie Y a,x™ al conjunto de los puntos
z € R para los que Y a,x™ converge; el campo de convergencia es uno de los cuatro
intervalos |—r,r[, [—r,r[, |=r,r] o [—r,r]. Al intervalo abierto |—r,r[ se le llama

intervalo de convergencia de la serie; en el que la serie converge en todos los casos®.

Observacion 4:

Respecto a los extremos del intervalo de convergencia, nada se puede asegurar

" cuando x = +r. Ahora si

de la convergencia de una serie de potencias > a,x
0 < r < 400, las series Y a,(r)" v > a,(—r)" pueden ser ambas convergentes,

puede serlo s6lo una y también puede ocurrir que no lo sea ninguna de ellas.

6 Criterio de la Raiz (De Cauchy-Hadamard)
o lim Yzn, < 1= Yz, converge.
e lim Yz, > 1= > xn diverge.

7 Criterio de Cociente (o De D’Alembert)

o lim (M) < 1= > zn converge.

Tn

o lim (@> >1= >z, diverge

In

8Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzédlez. Pp 500
9Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzalez. Pp 500
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Ejemplos:

Hallar los radios de convergencia, r, de las siguientes series de potencias Y a,x"

y estudiar sus comportamientos en los extremos de sus intervalos de convergencia.
o0

LY (=1)"(2n+3)%"
En lla figura 4.1.1, se han representado algunos terminos de la serie.

a4

Rl=]

=

o T
D\ =2

Figura 4.1.1

Desarrollo:

En primer lugar, para encontrar el radio de convergencia vamos a recurrir al
criterio de la raiz, entonces:
, 2n + 5)?
[ = lim g
4n? + 20n + 25
m
n—oo 4n? +12n + 9

1
An? +20n+25 3
= lim el
nooo 4n2 +12n4+9 1
n2
4n?  20n 25
_ n? n? n?
- niﬂolo 4n? 12n 9
ERET I
20 25
A
LU — —
A+ —+—
n n
B 4
4
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=1

1
por lo tanto, reemplazando en r = 7 tenemos que 7 = 1 y el intervalo de con-

vergencia es |—1, 1].
Ahora analizaremos el comportamiento de la serie en los extremos del intervalo
con r = +£1.

Sea r = —1:

Entonces Z(—l)Q"(Qn +3)* = Z(Qn + 3)2, aplicando limite cuando n — oo,
tenemos:

lim (2n + 3)? = oo, por lo tanto, la serie diverge.

n—oo

Sea x = 1:

Entonces >_(—1)"(2n + 3)?,aplicando limite cuando n — 0o, tenemos:

lim (2n + 3)? = oo, por lo tanto, la serie diverge.
n—oo

En conclusion, el intervalo de convergencia es: |—1,1]

0 3

2. Z Z—nx"

La figura 4.1.2 muestra algunos términos de la serie.

Figura 4.1.2
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Desarrollo:

En primer lugar, para encontrar el radio de convergencia vamos a recurrir al

- . 1
criterio de la raiz, pues r = 7 entonces:

3
. n| T
b= lim A

n—00 /4n

nn
= lim —
n—oo 4

4
Por lo tanto, reemplazando en r = 1, tenemos que r = 4 y el intervalo de
convergencia es |—4, 4].
Ahora analizaremos el comportamiento de la serie en los extremos del intervalo
con r = +4.
Sea © = 4: .

(e.)
n . .
Entonces: E 4—n4” = g n?® aplicando limite cuando n — oo, tenemos:

n=1

limn® = oo, por lo tanto, la serie diverge.

n—o0

Sea x = —
o0

Entonces: E E (=1)"n?, analizando la convergencia de la serie al-
n=1

ternada, donde siel lima, = 0, entonces la serie es convergente. Evidentemente

n—oo
al aplicar el limite al termino a,, resulta que limn® = oo, por lo tanto la serie
n—oo
diverge.

En conclusion, el intervalo de convergencia es: |—4, 4/.
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[e o]

La figura 4.1.3 muestra algunos términos de la serie.

14

Figura 4.1.3

Desarrollo:

En primer lugar, para encontrar el radio de convergencia vamos a recurrir al
criterio del cociente , entonces:
n+ 2
i n+1
= lim |2
nooo | N+ 1
2n
. In+2 27
= lim . = lim

1
2

n -+ 2 B
on+2

n+2| o
— i n
7ﬂ&2n+2‘1
n
n 2
|zta
:752—@0 2n 2

+_

n

n

= lim 9

1

2

1 .
por lo tanto, reemplazando en r = -, tenemos que r = 2 y el intervalo de con-

l

vergencia es |—2,2[.
Ahora analizaremos el comportamiento de la serie en los extremos del intervalo

con r = £2.
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Sea r = —2:

1)(=2)"
Entonces: Z % = Z(—l)"(n + 1), aplicando limite cuando n —
00, tenemos:

limn 4+ 1 = oo, por lo tanto, la serie diverge.
n— o0

1)2
Sea x = 2 entonces Z u Z(n +1).

Aplicando limite cuando n —> 00, tenemos:

limmn 4+ 1 = oo, por lo tanoto, la serie diverge.
n—oo

En conclusion, el intervalo de convergencia es: |—2, 2|

4.1.1 Radios de Convergencia de las Series Derivada y Primitivas

Se llaman serie derivada y serie primitiva, de una serie de potencias E a,x", a

. _ Qp, . P
las series E na,x" 'y E { n 1] 2" respectivamente. Mds exactamente:
n

Serie dada Z an" = ag + a1 + asx?® + ... + apx™ + ...
n=0

[o¢]

Serie derivada E na,z" ' = a; + 2a2x + 3a3x> + ... + naz" ! + ...
n= 1

n

Lt ai o G2 3 a n+1
=ayr+ —x°+ =2’ +..+ ——=x
n—i—l 0T + 5 + 3 + ...+ 1 +

Serte primitiva Z

Propiedad: una serie de potencias (cualquiera) y sus series derivada y primitiva

tienen, las tres el mismo radio de convergencia'®.

Demostracion:

Para esto, basta con demostrar que el radio de convergencia de una serie E apx"'y

el de su serie derivada E na,xz™ ' son iguales, ya que entonces, la serie E a,x" es

n+1

radio que la serie Z a,x", por lo tanto:

1
Searzjyr’:f,
respectivamente y ademas lim /n =1y lim {/|a,| = [, tenemos:
n—oo n—oo

1 1
r=-=—10=-
[ r

la derivada de la serie Z [ } 2" resulta que esta dltima a de tener el mismo

los radios de convergencia de la serie E ap X"y E na,xr"

10Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sinchez Gonzélez. Pp 504
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1 1
T’/:ﬁ:>llzp (2)

Reemplazando en (2), tenemos:

1 :
= lim {/|nay|

n—oo
= lim /n- lim {/|a,|, finalmente reemplazando con lim {/n =1y lim {/|a,| =
n—oo n—oo n—o0 n—o0

[, tenemos:

=1-1
= [, recurriendo a (1), se tiene:
1
T
1 1
_ - = —
roor

De lo anterior se concluye que los radios de convergencia de la serie dada y su
serie derivada son el mismo.

Observacion 5:

Una serie de Potencias g a,x’ y su serie derivada, aunque tienen el mismo
radio de convergencia, pueden tener distinto caracter en los extremos del intervalo

de convergencia, por ejemplo:

(o] n o
. X . _ . . .
ri — vy su deriv. x ienen radi nvergencia r = r
La serie su derivada "1 tienen radio de convergencia 1, pero
n

n=1 n=0
para x = —1 tienen distinto caracter, puesto que la primera converge y su derivada

diverge. como se muestra a continuacion:

oo oo
1. Reemplazando con x = —1 en la serie Z— , tenemos: Z—, luego,
. . n=1 n n=1 n
aplicando limite tenemos:
lim — = 0 por lo tanto la serie converge.
n—oo N,
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[e.e]

2. Reemplazando con x = —1 en la serie derivada Z "', tenemos:
n=0
oo

n=0 =
Luego, aphcando hmlte tenemos:

lim1 =14 0 por lo tanto la serie no converge.
n—oo

Observacion 6:
Como cualquier serie de potencias E a,x" tiene el mismo radio de convergnecia

que su derivada Znanxnfl, se puede asequrar que, en particular esta ultima tiene
n=1

el mismo radio de convergencia que su Serie derivada E n(n — 1a,a" 2, que es la
derivada sequnda de la serie E a,x" de partida. A partir de este razonamiento se
concluye que una serie de potencias (cualquiera) tiene el mismo radio de convergencia
que su serie deriwada de todo orden k € NIt.
Demostraciéon:

1 1
Sear =—, 1
AT

yZn(n—l

[, tenemos:
Dado

y’f’

(o ¢]
1
l” los radios de convergencia de E anpx", E na, "

% respectivamente. Ademéas ademas lim {/n = 1y lim /]a,| =
n—oo n—o0

1
T/:ﬁ:>l/ 7“/
r//il:>l//i

l77 F

Reemplazando en (3), tenemos:

1 o n
= lim /= D

= lim {L/ﬁ VYn—1- \"/|an
= lzm n - lzm n — lzm Y an|

n—oo
Reemplazando con lim C/ﬁ =1y lim {/|a,| =, tenemos:
n—oo n—oo
=1-1-1

1Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzélez. Pp 504-505
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=1

Reemplazando con (1), se tiene:

1
o
1
7
v a su vez, como demostramos en 4.1.1 se cumple que:
1 1
T

De esta manera concluimos que la serie dada E a,x" v su derivada de orden

k € N tienen el mismo radio de convergencia.

4.2 Continuidad, Derivada e
Integral de una serie de Potencias.

Sea Y a,x™ una serie de potencias que tiene radio de convergencia r > 0 (no
[e.9]

nulo); para x de su campo de convergencia, llamemos f(x) = E a,x" a la suma
de la serie. Se verifica que la suma x <> f(x) es una funcion continua, derivable e

integrable; mds exactamente?:

4.2.1 Continuidad

o
La suma f(z) = g a,x" es continua en todo punto z del campo de convergencia.
La continuidad en el campo de convergencia se probara como consecuencia de la

propiedad de la derivada que veremos a continuacion.

4.2.2 Derivada

o0

La suma f(z) = Zanx" es derivable en todo z €] — r,r[ y su derivada es

f () = Znanx”_l(lo que se expresa diciendo que las series de potencias se pueden

derivar término a término), o sea:

(0.9] o0 [e.9]
D Zanx" = Z D lanz"] = Znanmnfl, para |z| <7
n=0 n=1 n=1

2Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzilez. Pp 505
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Demostracion:

Hemos de comprobar que p(z) = Znanx”_les la derivada de f(z) = Zanx",

para todo x €] — r.r[, esto es, que:

lim [gp(x) -

h—o0

ﬂw+m—f®q
h

=0 paraz|<r

Se considerard un zy € R (cualquiera) tal que |z| < zg < r, y los incrementos h
de tal manera que |z + h| < xo.
Para comenzar, como las series Z anpx"y Zan(x + h)"™ son absolutamente con-

vergentes, podemos poner que:

f: an(x + h)" — f: apr”

flx+h)—flx) = =0

h h

100 n n
= R anllo 0" ="

El primer sumando de esta serie es nulo, por lo que se puede empezar la suma con
n = 1. Ademés, la ultima serie es absolutamente convergente segin el Teorema del
Valor Medio de Lagrange aplicado a la funcion x — 2™ en el intervalo de los extremos
x4+ hy x, se sabe que existe &, (numero real que depende de n) comprendido en

dicho intervalo, tal que:
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Luego reemplazamos en (2), obteniendo:

f(l'—i—h :_Zan ’flh gnn 1}
Z fn n 1
= Znan (gn)nil
n=1

Esta ultima serie es absolutamente convergente, ya que lo era la serie de (2).
Ahora, como la serie E na,z" !, cuya suma es ¢(z), también es absolutamente

convergente. De (3) se deduce que:

ola) - L0 Znan LS a6

= Znan [2" ! — (&)" 7]

Donde la tltima serie es absolutamente convergente. Nuevamente se aplica el

n—1

Teorema del Valor Medio de Lagrange a la funciéon z — x en el intervalo de

extremos x y &,, entonces se sabe que existe un namero real ¢, (que depende de n)

comprendido en este intervalo, tal que:

(&))" = (&) (2= &)
=(—&)(n—1)(Q""

Si llevamos esta expresion a(4)se tiene que:

f(x—i—h

90(1:) - Zn n— 1 an - gn)(Cn)n_2
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Donde esta ultima serie es absolutamente convergente, pues lo era la de (4), con lo
que, por ser ademas |z — &,| < |h| v [(.| < zo, aplicando valor absoluto y desigualdad

triangular a (5), se obtiene:

oty - LEH 2T (0= 1) (e &) (6"
< Z |nan 1) ha{™ |
< |h| i": |ann (n— 1)x8_2|
n=2
La serie Z (n—1)a,z"*, que es la derivada segunda de la serie ianx",

n=0
fiene radio de Convergen(ﬂa ryes |zro| < r, resulta que la serie de (6) es convergente.

Llamando s a su suma, resulta:

o< oty - Kot 1) =112

< |h|s

Tomando limites para h — 0, tenemos:

h) —
i <t ote) - 5= < g
0 < lim ¢ (m)_f(erhf)L—f(%) <0

Deduciendo de esta manera que la suma f(x) = Z a,x" es derivable y continua

enx € |—r,r|.
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4.2.3 Integral

[e.e]

La suma f(z) = Z a,z" es integrable en todo intervalo [0, z] incluido en su campo
o0

z a
d rgencia y su integral es t)dt = —2 12" (lo que se expresa
e converg y g /O fltyde=>" LHJ (lo q Xp

diciendo que las series de potencias se pueden integrar término a término), o sea:

T oo e e} x e’} a
a, " | dt = a, t"dt | = —" 2" Para todo z del d
/(z) Z(/ \ ) S U Para todo ¢ 4l campo e

convergencia

Demostracion:

Tenemos que:

oo
Z ant" = ag + a17 + agx® + ... + a,2™ = s(x) / integrando respecto a x € |—r, 7|

n=0

/ (ao + a4+ asx® + ...+ an:p”) dr = /s(x)dx

/aodx—l—/alxd:r; + /G21’2d$ + ...+ /anx"da: = /s(x)dx

2 3 nt1
a1r®  agx an
= d
ap + 5 + 3 + +n—i—1 /s(z)x

> Gzt
Z 1 :/s(x)dx

n=0

Concluyendo de esta manera que las series de potencias se pueden integrar término

a término.
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4.2.4 La suma de una Serie de Potencias es de Clase Infinito

Si E a,x" es una serie de potencias de radio de convergencia r > 0, entonces su

suma f(x) Y

Zanx” admite derivada de todo orden k € N y su derivada k-ésima

(para k € N) es la suma de la serie que resulta de derivar término a término la serie
dada:

fP@=> 7 _ﬁ!k)!“”xnk

. para |x| < .
n=~k

Demostracion:
Sea f(z) = Z anx"
n=0

! - n—1 - ann' n—1

f(x) ;nanw ; 1)

" apn!(n—1) = oanln—1) 5 = an!
f (fL‘) Z 2 — Z n—2 _ Z "

s (n—1)! s (n—1)(n—2)! s (n—2)!

" . - an”'(n - 2) n—3 __ - a’nn' n—3

/ (x)_n:3 (n—2)(n — 3)! =2

Probando de esta manera que la suma de una serie de potencias admite derivada
de todo orden.

13Burgos. J. (2007). Célculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzilez. Pp 509
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4.3 Teoremas de Abel
(Para series de Potencias)

Sea E a,x" una serie de potencias cuyo radio de convergencia es r > (. Se verifica:

4.3.1 Teorema de Abel

St la serie E a,x" es convergente en el punto x = r o en el punto x = —r, entonces

dicha serie es uniformemente convergente en [0,7] o en [—r,0], respectivamente!*.

Demostracion:

Debemos probar que Z fnpn converge uniformemente en [0,r]. Recurriendo al
criterio de Abel (véase 2.2.2.2) y trabajando con el término n-ésimo de la serie

E a,x", tenemos que:

apr" = @n(x)fn(x)

Donde:
T\" T\"
on(T) = (—) , fo(z) = apr = (—) ca,r" = x"a,
r r
Sabemos que la sucesion numérica {p,(z)} es mondtona decreciente para x €
[0, 7], ademéas esta uniformemente acotada en [0, 7], pues todos los ¢, admiten una
cota en [0, 7], al nimero 1. Luego, sabemos que Z fn es uniformemente convergente
en [0, 7], por lo tanto Zanm” también lo es en [0,7].

Cabe destacar que para x = —r se analiza de manera anéaloga.

4.3.2 Segundo Teorema de Abel

Si la serie E a,x" es convergente en el punto x = r o en el punto x = —r,

[e.9]

entonces Su suma r — E a,x"

es una funcion continua en r =1 0 x = —Tr e

integrable en [0,7] o [—r,0], respectivamente; se verifica que:

' 00 . 00 . +r 0 . 0 an .
IZLTQT nZ:O anT = HZ:O an(:l:T‘) € /0 ; CLnt dt == nZ:O "+ 1 (:,:1”) +115'

4 Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzalez. Pp 549
15Burgos. J. (2007). Calculo Infinitesimal de una Variable. Editor: Carmelo Sanchez Gonzilez. Pp 549
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Demostracion:

Sea Zanx” uniformemente convergente en [0,r] v ademas sus funciones son
continuas e integrables en [0,r]. Recurriendo a los teoremas de cotinuidad e inte-
grabilidad (véase 3.2.3 y 3.2.4, respectivamente), se cumple que la funcién suma es
continua e integrable en [0, 7], en particular continua para x = r.

La demostracion es analoga para [—r, 0].

91



4.3. TEOREMAS DE ABEL
(PARA SERIES DE POTENCIAS) CAPITULO 4. SERIES DE POTENCIAS

Ejercicios

Recurriendo a los anteriores teoremas de derivacion e integracion de series de

potencias, comprobar que:

1.

a—22 =1+224+32%+ ...+ (n+ 12" + ... para |z| < 1

Desarrollo:
Como es una serie de potencias, podemos integrar, de esta manera resulta:

1 oo
——de=ax+2t+2 T =)
[ >
Realizando un cambio de indice, tenemos:

/ﬁdx:imn

n=1

(o]
La serie E x" es una serie de potencia de radio r = 1 y su suma esta dada por

n=1

s(z) = | !

, entonces:

1

o+t +22+ . a2+
1—2z

Finalmente derivando tenemos:

1
m = 1+21’+33}’2 4+ ... —l—nx"_l 4+ ...= ann—l

Haciendo un cambio de indice, tenemos que:
S s :i(n—l—l)x"
e 2

Luego:

(1——1x)2 :Z(n + 1)z

n=0

Como teniamos que probar.
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PRI 21
2. t =r— — 4+ = — ... 1"
arctg(z) = x 3—1—5 + ( )2n+1+
Desarrollo:
Derivando tenemos:
! =1—2?+at— (D)2 4+ = i(—l)”azzn
22 2

oo
La serie E (—1)"2®" tiene radio de convergencia r = 1 y su suma es s(x)
n=0

m, entonces:
X
1 2 4 n,.2n

Finalmente al integrar resulta:

1 I 2+
=r——+—— ...+ (=" + ...
/1+x2 Tty (=D
Entonces, se cumple que:
. ( ) 1.3 N 1’5 +( )n w2n+1
arctg(r) = — — + — — — .
g 375 o + 1

Como se tenia que demostrar.
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