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Introduccién

Sin lugar a duda la motivacion es un factor importante para que un estudiante
quiera adquirir los aprendizajes que un profesor entrega y ensefia en el aula,

cuando el aprendizaje es divertido y excitante, se interesan y deseado aprender.

Existen variados sistemas de medicién de aprendizajes que dejan a Chile por
bajo del promedio, eso nos deja en claro que hay una deuda pendiente en lo que
respecta a la educacion y lo que respecta a cOmo se ensefia en el aula, o si existe

un real interés en los estudiante de querer aprender.

Por esto nos lleva a realizar una recopilacion de actividades, para el uso del
docente, en la cual seran desglosadas por los ejes teméticos propuestos por el
MINEDUC: eje de algebra, eje nimeros y eje de geometria. Ademas fue agregado
un nuevo capitulo en donde se desarrollaran las curiosidades matematicas, en
donde propondremos diversas actividades a modo de desafio y paradojas
interesantes que relacionan la cotidianidad de la vida con la perspectiva analitica

de la matematica.

Las actividades que se presentaran tendran diversos niveles de complejidad,
los cuales iran desde el uso basico de la matematica y el razonamiento (destinado
para alumnos de béasica, o personajes que se vienen a integrar a la comunidad
matematica), hasta comprender verdaderos desafios de ingenio y un amplio uso

de las herramientas que se disponen en el area de las matematicas.

Actividades tales como las adivinanzas del pensamiento, curiosidades al
momento de realizar diversas sumas y multiplicaciones (dependiendo del médulo),
formas de aproximacioén a las raices, curiosidades histéricas que se desenvuelven
alrededor de conmemorados matematicos. Son parte de las actividades que se
espera tener una utilidad significativa al momento de abordar diferentes tematicas

para los docentes en el aula.



Marco teérico

Para comprender el sentido que se persigue detras de este proyecto, es
necesario introducirnos en tres tematicas, o mas bien tres preguntas: 1.- ¢Que se
entiende por actividades ludicas o juegos mateméticos? 2.- ¢Por qué es
importante el rendimiento académico? 3.- ¢Cual es la inclusién de la motivacion

entre los juegos y el rendimiento académico?

Mediante estos tres puntos nos queremos acercar al hecho de que sin
motivacion se dificulta la ensefianza, mas aun, cuando nos damos cuenta que
estamos inmersos en un sistema que por una parte se exigen buenos resultados
académicos (para el prestigio del establecimiento al que se pertenece) mediante
una cobertura curricular que en si es abrumadora, y por otro lado la realidad del
aula, en la que un gran porcentaje de alumnos no desean aprender matematicas,
o simplemente no son del interés de este, es por ello la suma importancia de la

motivacion.

1.- Juegos matemaéticos:

Para introducirnos en este punto nos centraremos en lo expuesto en la IV
jornada sobre aprendizaje y ensefianza de las matematicas (Guzman, 1984), en
donde se sefiala la importancia de los juegos para las mateméticas, sefialando
gue mientras mas interiorizado se tenga la matematica, esta nunca deja
totalmente de ser un juego, a pesar que para aquellos que no presentan mucha
afinidad con ella la ven como “mortalmente aburrida, nada tiene que ver con el

juego’.

“Asi bien se concibe la matematica como un juego, en donde se presentan el
mismo tipo de estimulos y actividades que se dan en el resto de jugos
intelectuales, pues: uno aprende las reglas, estudia las jugadas fundamentales,

experimenta en partidas sencillas, observa a fondo las partidas de los grandes



jugadores, sus mejores teoremas, tratando de asimilar sus procedimientos para
usarlos en procedimientos, trata finalmente de participar mas activamente en
problemas emergentes o en problemas viejos que esperan ensamblados de modo
original y con utiles herramientas ya existentes o crear alguna herramienta nueva

que conduzca a la solucién del problema” (Guzman, 1984, pag 3).

De esta manera comprendemos que los juegos no son ajenos a las
matematicas y que de cierto modo son herramientas fundamentales de esta
mismas, afladiendo cada vez mas caracteristicas ludicas, que las hacen atrayente
al publico general, pues es esté ultimo punto el fundamental, es decir, cuando nos
gueremos referir a las actividades ludicas, deseamos acercarnos a las
matematicas, y que las matematicas se acerquen al lado ludico que se contemplan

en los juegos.
2.- Rendimiento académico:

En ciertas ocasiones se cataloga a las personas o sujetos de estudio
mediante una media aritmética (promedio) de sus acciones, debido a las
propiedades estadisticos de esta. A donde queremos llegar con este punto, de
forma simple, es denotar a los sujetos numéricamente de tal forma que sea un
dato representativo del mismo para cada circunstancia a abordar. Es en este caso
que el rendimiento académico es un dato representativo de los sujetos, en donde

intervienen multiples factores, tanto cuantitativos como cualitativos.

Es entonces mediante una de las teorias de Piaget, principalmente la que
hace referencia al equilibrio del aprendizaje en donde mediante la inclusion de los
juegos da inicio a los procedimientos que se describen en la teoria, teniendo

cuidado con los cuatro problemas que se deben resolver:
1) ¢ La situacion propuesta para el aprendizaje es confusa?

2) ¢El alumno posee los conocimientos necesarios para volver al equilibrio?
3) ¢El alumno presenta un grado de motivacion por el contenido o actividad

a ensefar?



4) ¢Las concepciones intuitivas sobre el nuevo contenido no le permitiran
volver al equilibrio? (FontV., 1994).

Con esto resaltamos la importancia de la motivacion, tanto al momento de

confeccionar una actividad y al momento de realizarla.

3.- Motivacién:

‘Ensayo mental preparatorio de una accion para animar o animarse a
ejecutarla con interés y diligencia” (DIAZ BARRIGA, 1998). Dicho “ensayo mental”

debe ser inculcado, guiado, interiorizado, y finalmente auto inyector.

Nos referimos pues al uso de actividades ludicas que produzcan una
motivacion en los alumnos, mediante la presentacion de la actividad, es decir, con
solo nombrarla debe captar el interés del alumno, y de esta forma mediante la
practica de las actividades, el alumno realice una automotivacion por esta area del

conocimiento (inculcar).

Como toda actividad debe ser guiada por un personal competente en el area
gue se desea abarcar, en este caso el docente debe presentar un dominio

completo tanto del contenido a tratar en la actividad como la actividad misma

(guia).

Como se menciond con antelacion, mediante a practica la interiorizacion de
la motivacion y el interés ante al matematica proporcionara en el alumno una

atencion especial ante esta asignatura (interiorizacion).

Por ultimo, la finalidad de toda actividad es que el mismo alumno realice el
proceso de motivacion ante un contenido dado, en otras palabras, gqueremos
inculcar en los alumnos un amor especial hacia las matematicas, eliminar ese

miedo presente ante ella (auto inyeccion de motivacion)



Formulacion del problema

Mediante una revision simple de los instrumentos y herramientas que poseen
los docentes, se puede observar que las actividades y los problemas propuestos
para los estudiantes no siempre captan el interés de estos. Puede deberse a que
la gran mayoria de los problemas estan disefiados principalmente para alumnos
de ciertas caracteristicas (Los problemas propuestos en los planes y programas y
en los textos del estudiante que ofrece el mineduc), como por ejemplo:
caracteristicas que se designan por regiébn o zona geograficas, entre otros. Por

ello es necesaria una busqueda mas exhaustiva respecto a las unidades a tratar.

Alguna vez nos hemos preguntado ¢Como se encuentra chile en el uso del
razonamiento matematico? No hablamos solo desde el punto de vista de las notas
obtenidas en el periodo de escolaridad, sino que la alfabetizacion matematica, un
término expuesto como objetivo fundamental en las pruebas PISA, ahora bien
cuando analizamos los resultados de las pruebas PISA (afios 2000, 2006, 2009,
2012, el 2003 chile no se presenté para rendirla) donde el desempefios en
matematicas se ha estancado, cabe mencionar, que chile se ubica en el tercio
inferior de los 65 paises que rindieron la prueba. Dichos pardmetros son
alarmantes por ellos tanto el gobierno como los docentes en practica se han
esforzado para remediar esta situacion, mediante la revisién del curriculum, la
innovacion en las clases, uso de tics, entre otras estrategias Iudicas para mejorar

el rendimiento en matematica.

Es por esto que las actividades que se planifican para los alumnos no
producen la motivacidbn necesaria para que estos tengan un aprendizaje
significativo y perdurable en el tiempo. De la misma forma la baja existencia de
base de datos (actividades y problemas que motiven a los estudiantes a aprender
un contenido matematico) dificulta la busqueda de herramientas para el uso del

docente.

Es decir para que un docente posea un “compendium” de actividades los

alumnos debe poseer una gran cantidad de afios de servicio y practica, en donde



realice innumerables actividades, y que ellas les hayan dado resultado, y ese

resultado rinda frutos.

Ante todo esto nos preguntamos ¢Cdémo realizar un texto que contenga

actividades que motiven a los estudiantes a comprender mejor las matematicas?

Para dar respuesta a esta pregunta se indagara en esta érea, la motivacion y
se recopilaran actividades, juegos ludicos e incluso adivinanzas, curiosidades que

incentiven la motivacion del estudiante.



Objetivos

e Recopilar y adaptar ejercicios que motiven el aprendizaje en
matematica de los estudiantes
e Clasificar las actividades segun los ejercicios en ejes tematicos
(algebra, geometria y numeros), para una mejor busqueda de ellos.

e Clasificar las actividades segun los contenidos matematicos a tratar.

Metodologia

e Estudio personal de textos que aborden la temética de actividades

lGdicas para la motivacion.

Este consistird en estudios de la revisién bibliografica tanto de textos
manuales y guias digitales, seleccionando los contenidos que tratan cada

uno de ellos.

e Exposiciones y discusion de los temas estudiados anteriormente.

Esta etapa tendrd como objetivo tener una seleccion mas exhaustiva de los

ejercicios ya seleccionados, dando conocer el eje tematico al cual pertenece.
e Redaccion de los temas estudiados

Es esta etapa se confeccionaran los capitulos del texto ya clasificados

anteriormente. Dando sugerencias o comentarios de como y cuando aplicarse.
e Revision de los temas sefialados anteriormente.

En esta etapa se haran las correcciones a los capitulos y temas trabajados.



Capitulo I:

Eje de Numerosy
Operaciones.



En este eje se abarcara tanto el desarrollo del concepto de nimero como la
destreza en el célculo mental y uso de algoritmos.

Una vez que los estudiantes son capaces de realizar operatorias en los
distintos conjuntos numéricos (N, Z, R), con la ayuda de metaforas y
representaciones, aprenden los algoritmos de adicién, la sustraccion, la
multiplicacion y la division, incluyendo el sistema posicional de escritura de los
nameros (y los distintos sistemas de enumeracion).

Se espera que desarrollen las estrategias de célculo mental, comenzando
con ambitos numéricos pequefios y ampliando estos en los cursos superiores,
usando las mismas operatorias en fracciones, porcentajes.

En todos los ejes, y en especial en el de Numeros, el aprendizaje debe
iniciarse haciendo a los alumnos manipular material concreto o didactico y
pasando luego a una representacion pictérica que, finalmente, se reemplaza por
simbolos (introduccion al eje de algebra).

CONTENIDO ACTIVIDAD
1. Aproximacion de numeros Irracionales 1.1 Aproximando v3
2. Aproximacion 2.1 una extrafia manera de dividir
3. Aritmética modular 3.1 El codigo de EAN-13
3.2 El cifrado de cesar
4. Potencias 4.1 Los numero del sefior Smith

5 Sumatoria 5.1 La anécdota de Gauss, jMaldito nifio!



1. CONTENIDO: Aproximacion de numeros irracionales.

1.1. ACTIVIDAD: Aproximando v3

Para muchos estudiantes de educacion media la V4 es facilmente calculable,
ya que es encontrar un numero multiplicado por si mismo nos dé el radicando de
esta raiz que es 4 y ese numero es el 2.

Pero, ¢Cudl es el valor de v/3?

Supongamos que queremos calcular /3, pero no tenemos calculadora.
¢, Como podriamos hacerlo de tal forma que no perdamos decimales?

Para poder responder esta pregunta necesitamos un modelo mateméatico que
consiste en la siguiente ecuacion

(a+1D)(a—1)=2

2
a+1

a—1=

Sabemos que a = /3 esta comprendido entre 1y 2, puesto que a®> =3y
12 es menor que 3y 22 es mayor que 3, entonces:

1<a<?2

10



5
=<

1<2
3 a+1+

5< <2
3a

. . 5 .
Con esto podemos concluir que v3 se encuentra ubicado entre 3 y 2, pero si
gueremos obtener mas decimales aplicaremos los mismos pasos a esta igualdad.

5< <2
3a

8
<a+1<3

3

1< ! <
3 a+1
2_ 2
3°

3
8
<3
+1 4
5< 2 +1<7
3 a+1 4

5_ 7
3595

1,666 ... <3 < 1,75

Y cada vez que apliguemos este modelo matematico encontraremos mas
decimales y la exactitud de estos.

Actividad complementaria para los estudiantes.

Después de conocer y analizar el modelo de la raiz de tres, aproxima /5.

11



2. CONTENIDO: Aproximacion.

2.1. ACTIVIDAD: Una extrafia manera de dividir

Queremos dividir un numero entre otro: Por ejemplo 97 entre 18, resulta ademas
que:

¢ No tenemos papel ni lapiz a mano.

e Tenemos cierta prisa para conocer el cociente, pero nos importa
nada el resto.

e El numero divisor es el producto de dos 0 mas numeros “pequefios”
(como ennuestrocaso 18 =2-9=6-3=2-3-3).

En estas condiciones existe una manera rapida y eficaz de efectuar la division.
Para dividir 97 entre 18, dado que, 18 = 2 - 9 empezamos dividiendo 97 entre 2.
Lo podemos hacer mentalmente y encontraremos 48 como cociente.
Seguidamente dividimos 48 por el otro factor 9 y hallamos 5.

Luego 5 es el cociente de dividir 97 entre 18.

En general supongamos que queremos dividir un entero positivo a por otro entero
positivo b y que b nos aparece como el producto de dos enteros: b = b'-b". El
procedimiento indicado consiste en lo siguiente. Dividimos a entre b’y hallamos un
cociente q'. Dividimos luego g’ entre b" y hallamos ¢ como cociente. Entonces
q''es el cociente de dividir a entre b.

Curiosamente, el hecho de ignorar el resto de la division en cada uno de los pasos
efectuados no afecta el resultado final.

12



3. CONTENIDO: Aritmética modular.

3.1. ACTIVIDAD: El codigo de EAN- 13

Los codigos EAN constan, habitualmente, de 13 digitos representados mediante
barras negras y espacios blancos que, de manera conjunta, determinan un cédigo
binario de facil lectura. EI EAN -13 se distribuye de la siguiente manera

Ejemplo: ABCDEFGHIJKLM:
e Los dos primeros (AB) forman el codigo del pais de origen del producto
e Los cinco siguientes (CDEFG) identifican a la empresa productora
e Los otros cinco (HIJKL) indican el codigo del producto que ha sido asignado
por la empresa

e El dltimo (M) es el digito de control.

Para Verificar si el codigo es correcto se realizan las siguientes operaciones:

e Para calcularlo se tiene que sumar los digitos situados en posicion impar,
empezando por la izquierda y sin contar el de control.

e Al valor resultante se le afiade tres veces la suma de los digitos situados en
las posiciones pares.

e El digito de control es el valor que hace de la suma hallada anteriormente

un multiplo de 10.

13



Ejemplo:

905

Verifiquemos si el cddigo es correcto:

00123457678

0+1+3+5+74+9+30+2+4+6+8+0)=25+ 3(20) = 85

El digito de control correcto deberia ser 90 — 85 = 5 (90 es el mdultiplo de 10 mas
cercano)

Otra forma:

El modelo matematico del algoritmo se fundamenta en aritmética modular médulo
10, de la siguiente forma.

ABCDEFGHIJKLM, se llama N al valor de a expresion:
A+C+E+G+I+K+3(B+D+F+H+J+L)=N

Y n al valor N en médulo 10. El digito de control M viene determinado como M=10-
n.

En el ejemplo anterior tenemos que 85=5 (mdd 10), luego el digito de control sera,
10-5=5

El algoritmo anterior puede enunciarse de manera equivalente utilizando el digito
de control en los célculos.

A+C+E+G+1+K+3B+D+F+H+J+L)+M=0 (mdd 10)

Ejemplo:

Para el cédigo: 5701263900544
540+2+34+0+54+374+14+6+9+0+4)+4 =100

100=0 (mdd 10) entonces el codigo es correcto

14



Nota: El término EAN de las siglas European article Number (nimero europeo de
articulo) y su creacion se remonta al afio 1976. En la actualidad constituye uno de
los estdndares de mayor implantacion en todo el mundo.

3.2. ACTIVIDAD: El cifrado de Cesar:

Es un método criptografico el cual consiste en reasignar a cada letra del
abecedario otra nueva, resultante de desplazar un determinado numero de
lugares dicha letra.

Nota: Se entiende por criptografia al arte de escribir mensajes cifrados.

Ejemplo:
00[o1[02]03[04]05[06 0708091011 (121314151617 [18[19 2021 [22[23[24[25]26
AlB|c D JE|F |G |H I [J]K][JLIMIN[R]Jo[|P [Q|R[s [T |Ju Vv [w[x Y [z
D|E[F |G |H ]I [ ]K]L[M[N[NJOoJP|Q[R s [T Julv Iw[x ]|y [z A |B |C

En este caso se desplazé tres lugares. Por ello un caracter que ocupa una
posicion x (alfabeto Ilano, es decir sin cambios) es el caracter que ocupa la
posicion x + 3 (también del mismo alfabeto). Con esto, es necesario hallar una
transformacién para determinar la composicion del cifrado (la transformacién que
el emisor debe realizar) y a su vez, la forma de descifrar el sistema
(transformacién que el receptor relocalizara).

Para un alfabeto de 27 caracteres, se trabaja una aritmética en médulo 27, es
decir para el ejemplo planteado anteriormente trabajamos:

Cixy = x + 3 (mod 27)

Donde x es el valor sin codificar y C, el valor codificado. Para el codificar el
mensaje “AZUL” tenemos:

letra | valor | transformacion Valor Letra
codificado | codificada

A 0 C(0) =0+ 3 (mod 27) 3 D

Z 26 C(26) =26+ 3 =29 =2 (mod 27) 2 C

U 21 C(21) =21+ 3 =24 (mod 27) 24 X

L 11 C(11) = 11 + 3 = 14 (mod 27) 14 N
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Asi el nuevo mensaje codificado sera “DCXN”.

Comentario en relacion a la criptografia.

Concluyendo este primer acercamiento a la criptografia, se puede establecer
una transformacion, de nombre cifrado afin, que generaliza el cifrado César. Dicha
transformacion se define como:

Ciap)(x) = (a-x + b)(mod.n)
Siendo a y b dos niUmeros enteros menores que el numero n de letras del alfabeto.

El maximo comuan divisor entre a y n tiene que ser 1 [mcd(a,n) = 1], porque
de lo contrario cabria la posibilidad de cifrar de diferente un mismo caracter (en
palabras simples se daria dos vueltas al médulo al momento de llegar a un
resultado). Tomemos por ejemplo el cifrado afin de expresion C(x) = 2x +
1 (mod. 6), se verifica med(2,6) = 2.

letra | valor | Transformacioén Valor Letra
codificado | codificada

A 0 C(0)=2-04+1=1 (mod6) 1 B

B 1 C1)=2-14+1=3 (mod6) 3 D

C 2 C(2)=2-24+1=5 (mod6) 5 F

D 3 C(3)=2-34+41=7=1(mod6) 1 B

Teniendo presente las restricciones para dichas transformaciones es
necesario determinar un proceso para determinar el inverso de una expresion de
cifrado afin, veamos un ejemplo:

Supongamos que se ha interceptado el mensaje “YSFMG”, que se sabe que
ha sido encriptado con un cifrado afin de la forma C(x) = 2x + 3 y escrito sobre un
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alfabeto tradicional de 27 caracteres. Es donde nos preguntamos ¢cual sera el
mensaje original?, para ello se debe encontrar la funcion inversa de C(x) = 2x + 3
en modulo 27:

y=2x+3
2x=y—3

Para poder aislar la x es preciso multiplicar ambos lados de la expresion por el
inverso de 2. El inverso de 2 en médulo 27 es un entero n tal que:
2-n =1 (mod.27) es decir 14, se comprueba: 14 -2 = 8 = 1 (mmod 27)

En consecuencia: x = 14(y — 3)

Ahora ya podemos descifrar el mensaje:

letra | valor | Transformacion Valor Letra
codificado | codificada

Y 25 14(25 —3) =308 = 11 (mod 27) 11 L

S 19 14(19 — 3) = 224 = 8 (mod 27) 8 I

F 5 14(5—-3) =28 =1 (mod 27) 1 B

M 12 14(12 — 3) = 126 = 18 (mod 27) 18 R

G 6 14(6 —3) = 42 = 15 (mod 27) 15 O

El mensaje descifrado es la palabra “LIBRO”.
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4. CONTENIDO: potencias

4.1. ACTIVIDAD: Lo numeros del sefior Smith.

Todo comienza con Albert Wilansky, un numerélogo que invento una categoria
de ndmeros a partir de su cufiado, un tal Harold Smith, el cual tenia un teléfono de
namero 4937775. Si se suman las cifras, se obtiene el 42:

4 +94+3+7+7+7+5 =142
e Wilansky factorizo el numero de teléfono:
4.937.775 = 3 - 5% - 65.837
e Y lo escribi6 sin exponentes, repitiendo escolarmente los factores primos:
4.937.775 =3 -5-5 - 65.837
e Y, joh sorpresal, obtuvo también 42 al sumar todas sus cifras:

3+5+5+6+5+8+3+7=42

A simple vista parece una definicion algo rebuscada, pero en realidad ya se
sabe gue los niumeros de Smith son infinitos, y que entre ellos se conocen algunos
curiosos, como:

9- RlOS]_ (104594 +3- 102297 +1)1476 . 103913210

Donde Rig31 (R viene de repunit, abreviatura inglesa de “unidad repetida”)
representa el entero formado por 1.031 numero 1 repetidos o, si | prefiere

101031 -1
R1031 = T

Y que era en 2010 el mayor numero de Smith conocido. Otro nimero mas
conocido es el “numero de la bestia” el 666:

6 +6+6 =18
Y, por otra parte,
666 = 2 -3 -3 37

2+3+3+3+7 =18
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Este concepto es de utilidad ante los alumnos mas aventajados, los cuales
después de una evaluacion, se quedan sin hacer nada. O bien es util a manera de
potenciar a dichos alumnos, para que ellos no se estanques en el conocimiento
matematico.
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5. CONTENIDO: Sumatoria.

5.1. ACTIVIDAD: La anécdota de Gauss, jMaldito nifio!

Es conocido por los docentes la anécdota de Carl Friedrich Gauss (1777-
1855), con uno de sus profesores de matematica, quien en busca de descanso y
silencio en la sala, les encomendé a la clase que realicen la suma de todos los
nameros del 1 al 100:

1+2+3+4+--+98+99 +100.

Al cabo de pocos minutos el jovencito Gauss se levantd y le entrego al
maestro el resultado: 5.050.

¢Como se las arreglo el pequefio nifio?...

Ya es sabido el procedimiento para ello, solo bastaba con invertir la suma y
observar las curiosidades que se presentaban.

1+2+3+4+--+98+99+ 100
100+99+98+--- +3+2+1

Se obtenian parejas en donde todas daban el mismo resultado:
1+100=24+99=3+4+98=--=984+3=99+2=100+1 =101.
Entonces ¢cuantas sumas habia? 100.

Y como eso era el doble del resultado que pedia el maestro, el resultado
deberia ser:

100- 101

> =50-101 = 5.050

Esta anécdota es simplificada para el entendimiento de todos, y para
aplicarlos a nuestros alumnos, pero en realidad el problema original es mas
abrumador, pues lo que el maestro propuso es la suma de los 100 primeros
términos de la serie:

81.297 + 81.495 + 81.693 + ---

En donde cada término difiere del anterior en 198. El resultado no es tan
simple como antes; Gauss era aun mas listo de lo que dice la leyenda, pues
analicemos el procedimiento para ello:
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Primero tuvo que determinar cual es el altimo término:

Como son 100 los sumados, y 198 la diferencia entre uno y el otro se obtiene que
el ultimo valor es la suma del primer término 81.297 con la diferencia entre ellos
hasta el final 198- 99 (pues se suma 99 veces el 198)

81.297 + 99- 198 = 100.899

Y luego se realiza el mismo razonamiento para cuando sumamos lo 100 primero
términos.

81.297 + 81.495 + 81.693 + -+ + 100.503 + 100.701 + 100.899

100.899 + 100.701 + 100.503 + --- + 81.693 + 81.495 + 81.297

De lo cual va obteniendo las sumas parciales de:

81.297 + 100.899 = 81.495 + 100.701 = --- = 182.196

100 - 182.196
2

= 50-182.196 = 9109800
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Capitulo 11:

Eje de Algebra.



En la enseflanza basica y media uno de los ejes mas visto es algebra,
donde sin lugar a duda la motivacién para el estudiante debe ser una pieza clave,
puesto que ellos deben intentar abstraerse para lograr entender algunos procesos.
Es por esto que aqui entregaremos algunas actividades y ejercicios que serviran
para lograr un aprendizaje mas significativo.

De esta forma se pretende que los alumnos expliguen y describan las
distintas relaciones entre numeros, formas, objetos y conceptos, que los facultara
para investigar las formas, las cantidades y el cambio de una cantidad en relacién
con otra. Los patrones (observables en secuencias de objetos, imagenes o
nameros que presentan regularidades) pueden ser representados en forma
concreta, pictérica y simbdlica, y los estudiantes deben ser capaces de
transportarlos de una forma de representacion a otra, extenderlos, usarlos y
crearlos.

CONTENIDO
1. Proporcionalidad directa
2. Proporcionalidad inversa

3. Propiedad distributiva

4. Sistema de ecuaciones
5. Descomposicion de nimeros primos

6. Ecuaciones de primer grado

7. Series geomeétricas
8. Inversa de Matrices

9. Composicion de numeros Binarios

ACTIVIDAD

1.1 El prestamista

2.1 Construyendo una pared

3.1 El nimero de Sherezade

3.2 El nimero 10101

4.1 Adivinanza aritmética

5.1 Los tres nueves

6.1 Adivinando numeros

6.2 La adivinanza de los tres dados
6.3 Dividamos por 9

6.4 El resultado es 10

7.1La leyenda del tablero de ajedrez
8.1El Cifrado de Hill

9.1Sistema binario y cambio de base

23



200006

150006

100006

50000

1. CONTENIDO: Proporcionalidad directa.

Para comprender bien el concepto de proporcionalidad directa e inversa el
profesor debe tener en cuenta que primero que el alumno debe conocer y
comprender el concepto de razoén.

Razon: es la comparacion entre dos cantidades

a:bh o 2
b

“El prestamista” y “construyendo una pared” son ejercicio que modela una
situacion de la vida cotidiana, el cual se puede utilizar para la introduccion de
proporcionalidad directa y proporcionalidad inversa, pera esto preferimos que los
estudiantes a través del método grafico estimen un resultado que después
comprobaran a través del algebra, cabe mencionar que este tipo de ejercicios son
variados y hasta faciles de crear, pero tenemos que tener en cuenta que deben
pertenecer a la realidad de cada estudiante

1.1. ACTIVIDAD: El prestamista.

Un Prestamista gana 30.000 pesos en un préstamo de 500.000 pesos, ¢,cuanto
ganara en un préstamo de 1.200.000 pesos?

¢ Estime cuanto ganara el prestamista a través del siguiente gréafico?

T T T T T T T T T T
50000 100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000 450000 500000



Solucion:

500.000 _ 30.000
1.200.000  «x

500.000x = 1.200.000 - 30.000

~1.200.000 - 30.000
= 500.000

x = 72.000
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2. CONTENIDO: Proporcionalidad inversa.

2.1. ACTIVIDAD: Construyendo una pared.

Dos albafiles construyen una pared en 12 dias, ¢cuantos dias la construiran 5
obreros?

Estime cuantos dias demoraran 5 obreros en realizar la pared.

N

16
1]
12

10

Solucioén:

x =48

26



3. CONTENIDO: Propiedad distributiva.

La propiedad distributiva establece que multiplicar una suma por un real, se
obtiene el mismo resultado que la suma de cada uno de los componentes de los
sumados multiplicado por el escalar, es decir, en términos algebraicos tenemos:

(a+b)-c=a-c+b-c ;a,b,c €R

3.1. ACTIVIDAD: El numero de Sherezade.

El 1001 es el nimero que nos concierne, debido a sus propiedades:

Al multiplicar dicho niamero por uno de tres cifras se obtiene el mismo nimero
escrito dos veces, pues es evidente el truco detrds, basta con factorizar la
multiplicacion para obtener

Ejemplo: 456 - 1001 = 465.465
En general:
x-1001 = x(1000 + 1)
1000x + x
Segun el ejemplo tenemos:
456 -1001 = 456(1000 + 1)
= 456000 + 456
= 456456

Lo que da origen a la expresion del nimero escrito dos veces.

En el ejemplo anterior se ilustra la PROPIEDAD DISTRIBUTIVA.

Curiosidad:
1001 =7-11-13

Lo cual sorprende pues son tres nimeros primos consecutivos.
Su uso puede usarse para realizar juegos de adivinanza. Siguiendo el mismo
ejemplo anterior:

Se les pide a los alumnos que piensen en un numero de como el 456, al
multiplicarlo por 1001 tenemos:
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456 - 1001 = 456 456

Ahi se presenta la primera magia para los alumnos, ahora para sorprenderlos
mas se les pide que dividan por 77

456 456 / 77 = 5928

Luego se les propone multiplicar por 3 (para despistarlos un momento) e
inmediatamente después dividir por 39 obteniendo

3(5928) /39 = 456
Lo cual provocara mas de una sorpresa por parte de los alumnos. Luego el
docente puede proceder paso por paso para la explicacion de la propiedad
distributiva
Se parte de la premisa que
1001 =7-11-13

Con ello podemos realizar el truco:

456 - 1001 = 456456
456-7-11-13 = 456456 | =

456 - 77 -13 -~ = 456456 —
77 77

456 -13 = 15928 | -3;-—
39
1 3
456 +13 -3 +— =5928 -
39 39
456 -2 =15928 -
39 13
456 = 456

Nota: Sherezade tiene sus origenes en un cuento arabe, 1001 noches.
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3.2. ACTIVIDAD: El numero 10101

De forma similar al nimero de Sherezade, el 10101 presenta propiedades
peculiares, cuando se multiplica por un nimero de dos cifras, se repite dicha cifra
tres veces:

73-10101 =737 373
Por lo cual se presta para los mismos juegos matematicos, pues:
x+10101 = x(10000 + 100 + 1)
x+10101 = 10000x + 100x + x
73-10101 = 10000 -73 + 100-73 + 73
73-10101 =730 000 + 7 300 + 73
73-10101 =737 373

Para el otro truco con los numeros primos sucede algo similar pues:

10101 =3-7-13-37.
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4. CONTENIDO: Sistema de ecuaciones.

4.1. ACTIVIDAD: Adivinanza aritmética:

Es recomendado esta actividad para alumnos ventajosos debido a la
complejidad de esta. Es decir para alumnos que cursan 4° medio, 0 alumnos
pertenecientes a electivos de matematica.

La adivinanza aritmética, o como se conoce normalmente “charadas
aritméticas”, consiste en adivinar una palabra a partir de ciertas pistas, como por
ejemplo la divisién de numeros, es decir:

468 : 36 =13
=36
108
— 108
000

Con esto se intercambian los nameros por las letras asignadas mediante una
palabra de diez letras, tales como terminados, acostumbre, impersonal, entre
otros, la Unica condicion es que ninguna letra se debe repetir.

Entonces el cambio de los numeros por las palabras quedaria asi:

e M
czommN
TVUVOIDwW
Omwn=z &
—o-H—wu
mmwczo
>ZWOg o
®O>X00O©
ormwmo

Ahora es cuestion de reemplazar cada uno de los valores numéricos de la
divisién por los valores en letras que se plantea segun la palabra a utilizar, segun
el ejemplo tomando la palabra “ACOSTUMBRE” tenemos:

12|34 |5|6]7]8]|9]0
A|C|O|S|T|U|M|B |R|E

Al reemplazar tenemos:

468 : 36 =13 SUB:0U=AO0
- 36 - OU

10'8 AE'B
- 108 - AEB

000 EEE
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Cabe destacar que para que el desafio sea posible resolverlo es necesaria
una division extensa en donde todos los digitos sean incluidos, por ello se realiza

el siguiente planteamiento.

Entonces lo que se propone como desafio, es la seccién a la derecha, donde

solo se presentan las letras.

IMPORTANTE:

e En la eleccion de la division debe constar con mas de tres pasos, y en

lo posible que no sea una division cerrada (resto 0)

e Lo ideal es que las es que las letras queden perfectamente alineadas

para facilitar el analisis.

¢, Como resolver?

Tomemos como ejemplo la siguiente division:

MITADES : DADOS=IT
-MROMIS
STERRE’'S
-DADOS
RIMRS
- Queda en evidencia que D > M, pues al dividir se debe realizar por | D > M
6 cifras
- Lo primero que se observa es que “M-M=S”, por lo tanto S=0 S=0
- T- DADOS= DADQS, lo que significaque T =1 T=1
- como S=0,1-0 =1, pero O+ 1, porello, | =5, pues 5, es el tnico | 1=5
namero que al multiplicarlo por un nimero impar la Ultima cifra O es impar
termina en 5.
- D-5 = R, ademas por lo que ya sabemos, solo queda una R=3
combinacion posible: D+#9, pues no existe una palabra que termine | D=8
en “DS”, entonces R= 3, D=9
- Como se comento con anterioridad “O” es impar, y los posibles
valores que quedan son de 7 6 9, para ello los comparamos, y
vemos cual coincide con lo que ya se a realizado
T R I D S
1/2|3|/4|5|6 |7 [8]9]0
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PARA EL VALOR DE 7 TENEMOS:

MITADES : DADOS=IT M51A8EOQ : 8A870 =51

-MROMIS -M37M50

STERRE’'S 01E33E'0

-DADOS -8A870

RIMRS 35M30

- Cuando multiplicamos 5 - 8A 870, podemos descomponer de la 9=0

siguiente forma: 5 - (80870 + A000)= 404 350 + (5-A) - 1000 queda

en evidencia que 3 = M, pero segun esta operatoria el valor

posicional de 3 = R, por lo tanto en realidad 9 = O
T R I D|O|S
1/2|3|/4|5|6 |7 [8]9]0

PARA EL VALORDE 9 =0:

MITADES : DADOS=IT M51A8EQ : 8A890 = 51

-MROMIS -M39M50

STERRE'S 01E33E'0

-DADOS -8A890

RIMRS 35M30

Realizamos el mismo procedimiento para verificar los valores M=14

posicionales y tenemos: 5 - 8A 890 = 5 - (80 890 + A 000), de lo que

obtenemos: M39M50 = 404 450 + (5-A) - 1000, como el valor

posicional de M no cambia pues solo queda sumar por (5-A) - 1000,

tenemos que M =4

Del paso anterior se deduce que: 439 450 = 404 450 + (5-A) - 1000, [A=7

en donde despejamos para obtener: 439 450 — 404 450 = 35 000,

como tenemos 5- A = 35, simplificamos y obtenemos: A =7
T R|M|I A|D|O]|S
1/2|3|/4|5|6 |7 8|90

Es evidente la palabra magica que se deseaba adivinar, pues son pocas las

combinaciones posibles que concuerdan con las letras encontradas:

La palabra a buscar es
TIE|IR|M]|I
1/2[3 |4 |5

oz
~|>
®|g
© 0
o|w
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MITADES : DADOS=IT

4517820 : 87890 = 51

-MROMIS

-439450

STERRE'S 012332°0
-DADOS -87890
RIMRS 35430
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5. CONTENIDO: Descomposicién de nUmeros primos.

Es sabido por muchos docentes que ensefar las tablas de multiplicar es una
tarea ardua y tarda mucho tiempo, mas aun cuando se les plantea la tabla del 9, el
cual si no se poseen los trucos apropiados es un trabajo laborioso. Ahora bien
cuando se plantea multiplicar por 99 o0 999 ya es un problema para los alumnos.

He aqui un truco para la multiplicacion de dichos valores, ambas basadas en
la conmutatividad

5.1. ACTIVIDAD: Los tres nueves.
Ejemplo:
Multipliquemos por 573, lo cual es: 573 - 999 = 572 427

573573-999 = 572(1000 — 1)
573-999 =572 000 — 573

En este punto es donde realizamos el truco, pues cuando restamos un nimero
en 100 6 1000 buscamos los complementos correspondiente a 9 para la centena y
decena, y para la unidad el complemento para llegar a 10 (debido a que cuando
restamos, la unidad necesita de una decena lo que origina el 10, la decena pide
una centena, y la centena pide una unidad de mil), decir:

5+44=9;74+2=9;,7+3=10

En 1000 — 573 = (900 — 500) + (90 — 70) + (10 — 3)

general:

Para la (900 — 500) = 400 Complemento

centena para obtener 9

Parala (90 —70) =20 Complemento

decena para obtener 9

Parala (10-3)=7 Complemento

unidad para obtener
10

De esta forma la multiplicacion por 999 6 99, es mas simple de lo que se
puede suponer.

NOTA: Este contenido es utilidad cuando trabajamos la conmutatividad v las
propiedad distributiva de en los numeros reales.
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6. CONTENIDO: Ecuaciones de primer grado.
¢Por qué ensefiar las ecuaciones de una forma aburrida? si lo podemos ensefiar
haciendo magia y despertando la curiosidad de los estudiantes para que asi ellos

se motiven a querer aprender y de forma entretenida. LA MAGIA ES LA CLAVE
DE ESTA ACTIVIDAD! @

6.1. ACTIVIDAD: Adivinando nimeros.

Como realizar la actividad:

Escoge un numero
Multiplicalo por 5

Al resultado sumale 6
Luego multiplicalo por 4
Sumale 9

Vuelve a multiplicarlo por 5
Diga el nimero resultante.

MATEMATICAMENTE: Diremos que el nUmero que escogio es x

e Escoge un ndmero X

e Multiplicalo por 5 5x

e Sumale 6 5x+6

e Luego multiplicalo por 4 20x + 24

e Sumale 9 20x + 33

e Multiplica por 5 100x + 165

Comentario: Cuando el alumno comunique el nimero que le dio después de
haber realizado todas estas operaciones, es evidente que el docente tendra solo
gue restar a ese numero 165 vy dividir por 100, es decir, se prescinde de las dos
ultimas cifras que siempre son ceros.

La idea de esta actividad es que los estudiantes puedan descubrir de manera
autonoma lo que hace el docente para descubrir su nimero secreto.

Ejemplo:

Supongamos que el numero escogido es el 123

e Multiplicalo por 5 123-5 =615
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e Al resultado siimale 6 615+ 6 =621

e Luego multiplicalo por 4 621-4 = 2484

e Sumale 9 2484 + 9 = 2493

e Vuelve a multiplicarlo por 5 2493 -5 = 12465
Diga el nimero resultante 12465

Ahora viene la magia:

e 12465 — 165 = 12300 Restamos 165 al nimero
e 12300:100 =123 Dividimos por 100

Y asi queda entonces el numero gue el estudiante escoqio.

6.2. ACTIVIDAD: La adivinanza de los tres dados

Una adivinanza simple para comenzar con una clase introductora de
ecuaciones.

Como realizar la actividad:

e Se les pide a los alumnos tirar un dado y anotar los numeros que al azar
salieron.

e Considere estos numeros como digitos de un niumero.
¢ Realice las siguientes operaciones:

= Multiplique el primer dado por dos y sumele 5

= Multiplique por 5

» Sume el segundo dado

= Multiplique por diez

» Sume el nimero del tercer dado

e El docente resta mentalmente 250



e Luego nombra los digitos obtenidos

e Wowwww coinciden con los dados. &!!!l MAGIA.

Explicacion matematica: Dados los términos a, b, ¢, entonces tenemos las

siguientes operaciones:

e Multiplique el primer dado por 2 y sumele 5

e Multiplique por 5 el resultado anterior

e Sume el segundo dado y multiplique por 10

100a + 10b + 250

e Por ultimo sume el tercer dado y reste 250

250 = 100a + 10b + ¢

2a+5
(2a+5)-5=10a + 25
((10a +25) + b)-10 =

(100a + 10b + ¢ + 250) —

El resultado que se obtiene corresponde a los digitos de los dados que tenia al

principio.

Ejemplos: Supongamos que los nimeros de los dados que se obtuvieron son:

4,6,2

Entonces: a=4;b=6;c= 2

e Multiplique el primer dado por 2 y sumele 5

e Multiplique por 5 el resultado anterior

e Sume el segundo dado y multiplique por 10

e Por ultimo sume el tercer dado y reste 250

100+6-10+2

2:4+5=13
13:5=65

(65+6)-10 =710

(710 +2) — 250 =462 =4 -
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6.3. ACTIVIDAD: Dividamos por 9.

Como realizar el actividad:

e Piense en un numero de 3 cifras (la primera y ultima cifra deben ser
distintas)

e Invierte el orden de las cifras.

e Reste el mayor del menor

e Mencione la primera cifra del resultado.

Si el nimero mencionado es: El resultado es:
0 099
1 198
2 297
3 396
4 495
5 594
6 693
7 792
8 891
Ejemplo:

e 763 (primera y ultima distintas)

¢ 367 (la del medio se mantiene)

e 763 —367 =396

e El alumno evidentemente solo nos dira la centena pero se podra adivinar el

resto del nUmero.

Explicacion matematica: Dado los términos a, b, c entonces consideramos como
namero 100a + 10b + ¢ como notacion posicional, y asuvez a # ¢

e Invierta el orden de las cifras 100c + 10b + a
e Supongamos que 100a + 10b + ¢ > 100c + 10b + a 100a + 10b + ¢
— (100c + 10b + a)
99(a —¢)
Dato extra:

Con esto se tiene presente que a — c debe ser un numero entre 1 y 9,
entonces, los Unicos numeros finales que pueden resultar son el mismo
multiplicado por 99, es decir, 099, 198 , 297 , 396 , 495 , 594, 693 , 792 y 891, por
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ello solo es cuestion que el sujeto nos diga la primera cifra y nosotros le diremos
los restantes.

6.4.

Como

ACTIVIDAD: Resultado 10

realizar la actividad:

Piensa en un nimero
Sdmele 10
Multiplique por 2

Sumele el cambio que lleva en su bolsillo (entre $0 y $99)

Multiplique por 4

Sumele 20

Sume el cuéadruplo de su edad expresado en afios

Divida por 2

Reste el doble del cambio de dinero que lleva en su bolsillo
Reste 10

Divida por 2

Reste su edad en afos

Divida por 2

Reste el nimero que pensé usted

EL RESULTADO ES 10 iiiiiiMAGIATIIII

Ejemplo:

69 +10 =79

79 -2 =158

158 + 75 = 233 El cambio es 75
233 -4 =932
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Explicacion matematica: Diremos que el nimero es x

e 932420 =952

e 952+ (24-4) = 1048 Edad 24 afos
e 1048 +2 =524

e 524 —150 =374

e 374 —10 =364

e 364-+2=182

e 182 —-24 =158

e 158=+2=79

e 79-69=10

Laedad es b
El dinero es ¢

Piense en un numero:

Sumele 10

Multiplique por 2

Sumele el cambio que lleva en el bolsillo
Multiplique por 4

Sume 20

Sume el cuéadruplo de su edad en afios.
Divida por 2

Reste el doble del cambio que lleva en el bolsillo
Reste 10

Divida por 2

Reste su edad en afios

Divida por 2

Reste el nimero que pensoé

6.5. ACTIVIDAD: La propiedad del 9:

X
x+ 10

2x + 20
2x+20+¢c

8x + 80 + 4c

8x +4c + 100

8x +4c+4b + 100
4x + 2c + 2b + 50
4x + 2b + 50

4x + 2b + 40

2x+ b+ 20
2x + 20

x4+ 10

10

Para realizar la actividad es necesario tener presente una peculiaridad que
ocurre con los multiplos de 9, la cual consiste que si la suma de las cifras de un

numero se obtiene un multiplo de 9, eso quiere decir que el nimero es un multiplo
de 9.

Como realizar la actividad:

e Piensa en un nimero
e Anadele al final un cero

e Réstele el nUmero que pensoé
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e Sumele 54 (o cualquier otro multiplo de 9)
e Tache una cifra

e Mencione que cifras le quedaron.

El truco: Mentalmente se tiene que sumar las cifras que el estudiante menciono,
luego se obtiene la diferencia con el préximo namero multiplo de 9.

Explicacion matematica:

Supongamos que el nimero escogido es el 100a + 10b

e Piensa en un nimero 100a + 10b

e Anadele al final un cero 1000a + 100b

e Réstele el nUmero que penso 1000a + 100D
—100a — 10b
900a + 90b

e Sumele 18 (o cualquier otro multiplo de 9) 900a + 90b + 9k

e Podemos factorizar por 9 9(100a + 10b + k)

e Como se mencion6 en un comienzo si la suma de las cifras de un nimero
es un multiplo de 9 eso significa que el nUmero en cuestion es multiplo de 9.
Esto también se aplica a la inversa.

e Entonces como factorizamos por 9 aseguramos que el nimero es multiplo
de 9, por lo tanto la suma de sus cifras da como resultado un multiplo de 9.

e Cuando solicitamos tachar una de sus cifras y que nos den el resto, solo es
cuestién de sumar las cifras entregadas y buscar un numero talque al
sumarlo se obtenga un multiplo de 9 (si la suma ya es mdltiplo, eso quiere
decir que la cifra que tarjo fue un nueve)

Ejemplo:
e Piensa en un nimero 467
e Anadele al final un cero 4670
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e Réstele el nUmero que pensoé 4670 — 467 = 4203
e Sumele 18 (o cualquier otro multiplo de 9) 4203 + 18 = 4221
e Tache una cifra 42 -1

¢ Mencione que cifras le quedaron. Quedaron el 4,2,1

Realizando la magia: 4 + 2 + 1 = 7 el multiplo de 9 més cercano es 9
Restando 9 —7 =2

Por lo tanto el nimero que faltaes 2 ©
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7. CONTENIDO: Series Geométricas.

7.1. ACTIVIDAD: La leyenda del tablero de Ajedrez.

Existen diversas versiones de la leyenda del tablero de ajedrez, nosotros nos
guiaremos del mas simple para trabajar el contenido de series geométricas.

Cuenta la leyenda que un Shah de Persia (Saha= emperador en otras
culturas) propuso que le inventaran un juego para su entretencion, y que al

ganador se concederia cualquier peticion.

El ganador fue un aficionado de las matematicas y le propuso el juego del
ajedrez:

La peticion fue que
e le diera un grano de trigo para el primer casillero del ajedrez

e El doble para el segundo

e El doble de lo obtenido con anterioridad para el tercero y asi
sucesivamente hasta completar el tablero (como lo muestra la imagen)
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La peticion del aficionado soné simple a oidos del Shah, por lo cual acepto,
pero luego que se realizardn los célculos, “el numero de granos en
cuestion era inalcanzable para la produccion de trigo”.

La explicacién de dicho procedimiento lo podemos realizar mediante la suma
sucesiva de términos, y en este caso corresponde una serie de geométrica.

La enormidad del nimero en cuestion se expresa en la siguiente imagen:

BT I EY I 2>l -~ >~ -~
I H B 2 [ > [ >~ [ =
s I 2l <[l - -~
. B .233.235.231.239
I I s Iz“Iz“Iz”

221

2B o
e
- Bed-N

Iz‘IfIz‘I_

Ahora bien podemos realizar el calculo de la siguiente forma:

Se expresala suma de los términos: | Lo expresamos como potencias:
1+2+4+8+16+ 32+ 64... 20 420 422 4 23 4 244, 4263
Mediante la suma tenemos: El resultado de la sumatoria es:
z 2 264 _ 1 = 18 446 744 073 709 551 615

=
Esto lo demostramos de la siguiente forma:
S=20421 422423 42% +...42% | -2

2S =21 422423424+ 4+ 2% | =S
2§ —§ = 26420
§S=2%-1

Dicha informacién es de utilidad como ya se menciond para tratar los
contenidos de serie de geométricas, y asi introducir la férmula de esta, y su
definicién; a su vez, resulta practico para trabajar el crecimiento exponencial, es
decir, tanto para la funcién exponencial como el calculo de estas.
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Como dato anexo: dicha cantidad de granos equivale a
15372 286 728 091 Tm
La estimacion de produccion de trigo en 2013- 2014 es de:
708 891 000 Tm

Por lo tanto, tomando esta estimacion como cosecha anual, deberia poner sobre
el tablero las cosechas mundiales de:

15372286 728 091 Tm
708 891 000 Tm|afio

= 21 684,98 afios

7.2. Actividad: La torre Hanoi

Consiste en un tablero horizontal con tres clavos verticales, en uno de los
clavos hay una serie de discos de diferente tamafios, posicionados de menos a
mayor (contados desde arriba hacia abajo). }

El juego consiste: Pasar todos los discos a uno de los otros clavos de tal
manera que la disposicion final sea la misma que la primitiva, pero solo se puede
mover un disco a la vez. Siempre el disco mayor debe estar por debajo de un
disco menor.
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Ejemplo: supongamos que los clavos estan sefialados por I, 11 y 1ll, y los
discos A, B, C.

e Para dos anillos tendriamos (A, B): se empiezaporBall, Aalll,y
luego B a lll, dando terminado el juego con 3 movimientos (para
n = 2 tenemos 3 movimientos).

e Paratres anillos tendiamos (A, B,C): Calll,Ball,Call,Aalll,Ca
[, B a lll, para finalizar con C a Ill, dando como resultado 7
movimientos (para n = 3 tenemos 7 movimientos).

Ahora bien cuando analizamos para cuatro discos obteneos lo siguiente:

vl L all o, dll Al
oLl ALl ALl , LAl

o e g ] e ) s g A ddl
oAk o Lld o LA o A

Cabe destacar que la segunda posicion representa el primer movimiento, es
decir para cuatro discos es necesario al menos 15 movimientos.

La expresion general para determinar el nimero de movimientos es la
conocida sumatoria de las series geométricas:

2" -1
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8. CONTENIDO: Inversa de matrices.

8.1. ACTIVIDAD: El cifrado de Hill:

En 1929 el matematico estadounidense Lester S. Hill ideo, patent6 y trato
de vender (sin éxito), un nuevo sistema de cifrado que se servia de una
combinacion de aritmética modular y algebra lineal, combinando el uso de

matrices con operaciones en médulos.

Para ello creaba una cifra, una matriz cuadrada con un cédigo

Ejemplo:

La matriz inversa a esta:

(e

—C a

Con la restriccion que el determinante de la matriz A sea 1, con el fin de que esta
tenga una matriz inversa.

Ahora bien para un alfabeto de 27 caracteres se afiade un caracter “espacio
en blanco”, con la finalidad de que todas los cifrados puedan ser pares, para el
ejemplo se utilizara “@” y para cada caracter se asignara un valor numérico:

dielflghli|jlk || |m|{n |A o |p |q]|r |s |t |u|Vv |wW|[|X |y |z

3(4|5|/6(7 8910|1112 |13 (14|15 |16 |17 |18 |19 |20 |21 |22 |23 |24 |25 26

Para realizar las operaciones se trabaja en modulo 28. El proceso de cifrado
consiste en primer lugar determinar una matriz de cifrado A de determinante 1.

4= )

A7 = (—72 _13)

A continuacion para encriptar el mensaje “HOY”.
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e Se agrupan los caracteres del mensaje en pares: “‘HOY@".

e Sus correspondencias numeéricas segun la tabla son los pares:
(7,15); (25,27).

Realizamos la multiplicacion de una matriz A por cada par de cifras:

Cifra *HO’= A = (% g) () =(2)= (%) (mod.28) corresponde

segun la tabla de equivalencia a los caracteres (X,H)

o wwmo 4 — (1 3\ 25\ _ (106 — (22
Cifra“Y@'=A = (2 7) 22) = (530) = ({2) (mod.28)
correspondiente a los caracteres (V, O).

Por esto el mensaje “HOY” queda cifrado como “XHVO”.

Para descifrar utilizamos la inversa de la matriz A.

(—72 _13) (274) = (iii) = (175) (mod. 28) Equivalente a (H, O)

(_72 —13) ig _ 13‘(99) = (;?) (mod. 28) Equivalente a (Y, @)

De esta forma el cifrado de Hill es sumamente facil de aplicar, aunque el
uso para palabras extensas se hace laborioso pero no imposible.
Lamentablemente como varios sistemas de encriptacion son faciles de encriptar el
mensaje, solo basta con realizar un analisis de frecuencia (véase capitulo 4:
curiosidades, actividad 6 “analisis de frecuencia de Al-Kindi”).

9. CONTENIDO: Composicién de numeros binarios.
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9.1. ACTIVIDAD: Sistema binario y cambio de base

Es conocido que el cédigo binario es de suma importancia en el area de las
matematicas, y mas aun cuando se analiza la informatica, pues el lenguaje mismo
de las computadoras, de igual forma se ha contemplado que la base de la
criptografia es el coédigo binario como sistema universal de andlisis, ahora

¢,Coémo podemos pasar de un numero decimal a un numero
binario? Y ¢viceversa?

En un sistema decimal (uso habitual) un nimero cualquiera se puede
descomponer de la siguiente forma:

Ejemplo:
7.392

7.392 = 7-10% + 3-10% + 9- 10* + 2- 10°.

Por convenio se escriben Unicamente los coeficientes. Este es el mismo
algoritmo que utiliza el cddigo binario, es decir en el cddigo binario son
coeficientes de potencias de 2.

Asi, el nimero 11011, puede escribirse también como:

11011, =1-2*+1-23+0-22+1-21+1-2°

Nota: Se sefiala el subindice de 2, para referirse que es un niumero binario

Sumando la expresién obtenemos:

1-2*=16
1-23=8
0-22=0
1-21=2
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1-20=1
16+8+04+24+1=27
27 es la forma decimal del nimero binario considerado.

Ahora bien para el proceso inverso se divide sucesivamente el humero decimal
entre 2 (la base del binario) y se anotan los restos hasta obtener un cociente 0.

El nimero binario tendra el ultimo cociente como primer digito y le seguiran los
restos a partir del obtenido.

Realicemos el proceso inverso de 27:

o 27:2=13 restoes 1
e 13:2=6 restoes 1
e 6:2=3 restoes 0
e 3:2=1 restoes 1
e 1:2=0 restoes 1

Correspondiendo entonces a 00011011

Nota: téngase en cuenta que en el ejemplo correspondiente se visualiza sin un 0
al principio como resultado de la adicién de ceros a la izquierda para establecer un
bit, 8 cifras para el uso computacional.

Ejemplo: Escribamos el 76 como nimero binario.

o 76:2=238 restoes 0
e 38:2=19 restoes 0
e 19:2=9 resto es1
e 9:2=4 restoes 1
o 4:2=2 restoes 0
o 2:2=1 restoes 0
o 1:2=0 restoes 1

En consecuencia el nimero 76 escrito en sistema binario serd 01001100
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Capitulo I11:

Eje de Geometria.



En este eje se espera que los estudiantes aprendan a reconocer, visualizar
y dibujar figuras, y a describir las caracteristicas y propiedades de figuras 3D y
figuras 2D en situaciones estaticas y dinamicas. Se entregan conceptos para
entender la estructura del espacio y describir con un lenguaje mas preciso lo que
ya conoce de su entorno.

Se pretende que los alumnos se enamoren de la geometria, su forma, sus
curiosidades, las diferencias de trabajar en un plano 2D y uno en 3D. Logren
relacionar su entorno con las figuras geométricas con las que vivimos (el hecho de
que la tierra es una esfera como por ejemplo).

CONTENIDO ACTIVIDAD
1. Suma de angulos interiores de un 1.1 Comprobando los angulos interiores
triangulo. de un triangulo.
2. Propiedad de la esfera. 2.1 Construyendo una casa en el polo
Norte

2.2 El cazador de oso.
3. llusiones Opticas 3.1 ¢Qué recta es mas larga?
3.2 La ilusion de Ponzon

3.3 El triangulo imposible, la “tribar”
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1. CONTENIDO: Suma de los angulos interiores de un triangulo

1.1. ACTIVIDAD: Comprobando los angulos interiores de un tridngulo

La Actividad consiste en mostrar que los angulos interiores de un triangulo
miden 180, se les recomienda realizar dobleces de un triAngulo cualquiera,
tomando como punto de referencia a la altura desde uno de sus vértices como
muestra la imagen:

Como realizar la actividad:

B Luego de ello, realizar el primer dobles desde
el vértice del angulo 3 hasta el pie de su
altura,

i ] b
T

Luego realizar los dobleces desde cada uno
de los vértices del triangulo al pie de la altura
ya dibujada.

Obteniendo el rectdngulo que se muestra en la
imagen, se observa que los angulos interiores
del triAngulo miden 180 en total, pues
conforman un angulo extendido.
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Recomendaciones para el docente:
Con esta actividad los alumnos podran responder preguntas como:
1.- Como son el area del triangulo con respecto a la del rectangulo formado.

2.- A qué se debe la formula del area del tridngulo, expliquelo y/o demuéstrelo
al curso.

3.- ¢Por qué el tridngulo es el poligono fundamental, usado para el célculo de
los &ngulos interiores de los demas poligonos?
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2. CONTENIDO: Propiedad de la esfera.

2.1. ACTIVIDAD: Construyendo una casa.

Esta actividad va orientada para el pensar particular de los estudiantes, para el
razonamiento de los puntos cardinales y esperando que den la respuesta correcta
a través de la logica y la representacién de un punto de un punto de referencia de
2D a 3D, relacionando Norte, Sur, Oeste y Este representandolo en 3D.

Problema:

Habia una persona un tanto caprichosa, que construyo una casa con planta
cuadrada, con una ventana en cada pared, y de modo que las cuatro daban al sur.

¢Esto es posible?

Explicacion:

Al estar ubicado en el centro del Polo Norte, podemos asegurar que todos los
puntos mirados desde ahi dan hacia el Sur.
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2.2. ACTIVIDAD: El cazador de oso.

Esta actividad va orientada para los estudiantes que son un poco mas
perspicaces y terminan sus pruebas o evaluaciones antes, para que puedan
utilizar su tiempo de manera provechosa y mantenerlos concentrados.

Problema:

Cierto deportista muy experto en cuestiones de caza, salid a cazar su primer
0s0. De repente divisé uno, enorme a unos cien metros al este. Asustado se echo
a correr, pero tan era su panico, que no lo hizo en sentido opuesto a donde estaba
el oso, sino hacia el norte. Unos cien metros mas alla, recobré su valentia, se
pard, se volvio, y maté al 0so, que no se habia movido de donde estaba al
principio, apuntando hacia el sur.

100 mts.

5,
100 mts- £ \

¢c.De qué color era el 0s0?

Respuesta:

Es evidente que para que el disparo sea efectivo y se cumplan todos los
movimientos que el cazador hizo, es necesario encontrarse en el polo Norte, por lo
tanto el 0so es de color blanco.

56



3. CONTENIDO: llusiones oOpticas

3.1. ACTIVIDAD: ¢Qué recta es mas larga?

Este tipo de actividades son para que el estudiante no deposite tanta
confianza en el aspecto que tiene una figura.

¢, Qué recta es mas larga?

A4
N\

<

A

m
0

Es casi seguro que los alumnos responderan que BC es mas larga que AB,
pero esto esta errdneo puesto que ambas rectas son del mismo tamafio.

¢Por qué sucede esto?

La respuesta es sencilla, el efecto que provocan las flechas hace ver que BC
es mas larga, pero ambas son del mismo tamafio. Esto se puede verificar cortando
ambas recta en el punto B y superponiendo una sobre la otra.

X
X
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Otras ilusiones: Estas ilusiones son idénticas a la anterior, basta con medir las
rectas para darse cuenta que son iguales.
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3.2. ACTIVIDAD: Lailusién de Ponzo:

La ilusion de Ponzo debe su nombre al psicologo italiano Mario Ponzo quién la
estudio a partir de 1912. Se basa en el efecto que producen dos rectas que
convergen en otros elementos.

En este tipo de ilusion dos segmentos paralelos de igual longitud parecen
diferentes pues el superior parece mas largo al estar mas cerca de ambas rectas.

La ilustracion original que muestra la diferencia de longitud aparente. Una
pequefia muestra de las diferencias que puede observarse mediante la
modificacion del entorno.

Ahora veremos otros ejemplos ilustrados.

Aunque cueste asimilar, ambas rectas tienen la misma longitud, el efecto de
las rectas que representan la profundidad hacen ver las rectas de diferentes
tamafios. Estas ilusiones son mas comunes de las que se cree y son de utilidad
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para reflejar la perspectiva ante la geometria, y como cambian las figuras cuando
pasamos de un plano de 2D y uno de 3D.
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3.3. ACTIVIDAD: El triangulo imposible “tribar”.

El "tribar” es un triangulo imposible formado por tres barras. Fue introducido

por Roger Penrose en 1956.

El tridngulo imposible, como su nombre indica, no se puede construir pero, Si
se puede fotografiar otras figuras desde un angulo adecuado, asi se puede

conseguir una figura que tenga su apariencia.

El proceso se explica en el esquema de la derecha,
obra de Diego Uribe. Giramos una figura normal como la
de (a) hasta lograr un punto de vista en el que los dos
extremos coincidan, como en (c). Afinando o retocando
los extremos se logra la apariencia de triangulo, (d).

"/
/ —
a

e

<

I b
g
4

En 1956 L.S. y Roger Penrose publicaron el articulo: "Figuras imposibles: una
clase especial de llusiones Visuales". En él introducian figuras como el "tribar" o la
escalera sin fin. Ademéas mostraban la foto de otra escalera que, por el angulo

escogido, tenia el aspecto de imposible.



A continuacion presentamos la escalera sin fin, la cual por composicion no tiene
fin.

A su vez una de las figuras imposibles mas conocidas esta la conocida como
el tridente o el tenedor. En la cual se aprecia
una figura compuesta de una base o tapa, y
de la cual se desprenden tres pilares.
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Capitulo 1V:

Curiosidades.



En mas de una oportunidad en el aula, el docente queda “libre” de ensefar
un contenido para sus alumnos, por una parte, debido a la poca asistencia en el
aula, encontrarse en finalidad del afio escolar, dias de media jornada, o para el
simple deleite del profesor o de los alumnos que deseen intentar dar la solucion a
las siguientes curiosidades que se muestran a continuacion.

Por una parte encontrara actividades que harian que cualquier ateo crea en
el dios sublime y numérico. Y a su vez, aprenderan descifrar complejos textos
encriptados (criptografia: Arte de escribir con clave secreta o de un modo

enigmatico).

1. El nmero de Dios

2. Un sencillo camino hacia el 1

3. Descubriendo un namero de 3 cifra
4. Andlisis de frecuencia de Al-Kindi

5. Desafios matematicos.

5.1 ¢ Qué reloj escoger?
5.2 Una noche en el hotel
5.3 ¢Do6nde esta el otro peso?

5.4 Larana loca
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1. El nimero de dios 153.

Para comenzar con la resefia de dicho niamero curioso, es preciso indagar un
poco en la biblia, en san Juan, 21, donde se narra la hazafa de Simon Pedro,
donde su red capturo 153 peces. Un numero del cual a simple vista no presenta
caracteristicas, pero que en realidad esta destinado a tener “cola”, asi como el 3,
6, 10, 15... entre otros, el docente si gusta puede contar los asteriscos que se
presentan a continuacion:

*xxxxxxxxxxxxxxxx NO basta con afirmar que es un numero trino
*=xxx=xxxxxxxxxxx  (haciendo referencia a que dios es trino: padre,
ROR R R R R R R R KK R R KX hijo y espiritu), también se concibe a 153 como:

ERE R R R EE N

R E R 11=1
OB O R M R M K M K N K 21 =2
R EEREE RN EY 3l1=6
R Y EE T EEEE 4]l = 24
R EEEEEE +51 =120
Bom R OR OB R R R 153
O O ON N N X
EEE R Ahora bien como se comentd de qué dios es trino,
R R tomemos cualquier multiplo de tres, por ejemplo
*xox K 1.728, y vamos elevando a tres sus cifras y
o sumandolas una vez tras otra:
O

=
12+73+ 2%+ 8°=864
83 +63+43=792
7°+9%+2%=1.080
13+ 0%+ 8%+ 0° =513
53+ 1%+ 3%=153

Esta forma de descomponer se puede realizar para cualquier nmero multiplo de
tres, y siempre terminara en 153, ¢ milagro o matematica recreativa?
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2. Un sencillo camino haciael 1

Existen unas sencillas reglas aritméticas que permiten, desde la altura de
cualquier numero, regresar al 1, a la unidad, a la monada indivisible. Es el Unico
namero que posee esta propiedad. El proceso consiste en tomar cualquier niumero
entero y practicar con él tres sencillos pasos.

Como realizar la actividad:

e Si el nimero es par, dividirlo por 2
e Si el numero es impar, multiplicarlo por 3 y afiadirle 1

e Repetir el proceso hasta llegar a 1

Ejemplo:
A partir del 17 llegaremos al 1, a traves de los pasos dispuestos mas arriba.
(17-3)+1 =52
52+-2=26
26 -2 =13

(13-3)+1=40

40+2 =120
20+-2=10
10+2=5
(5-3)+1=16
16 +2 =8
8+-2=4
4+-2=72
2+-2=1 iLLEGAMOS AL 1!

ENCONTRAMOS LA UNIDAD BUSCADA ©
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3. Descubriendo un numero de tres cifras.

Un nimero desconocido consiste de tres cifras diferentes:
A, B, C

Lo escribiremos condicionalmente como ABC, teniendo presente que C es la

unidad, B la decenay A la centena, ante todo A # B # C # 0, es necesario hallar
este numero sabiendo que:

ABC-BAC
* ok k C
* kA
+ ***xB.__
* k k k kK

Los asteriscos denotan cifras desconocidas. Procedamos a encontrarlos:

Observamos que:

C-A=A
C-B=B

Para ello solo existen dos posibilidades, C =1 U C = 6 pues:

6-2=12
64 =24
6-8=48

Descartamos C =1 pues: ABC - C = **x C 1o que nos da un numero de 4

cifras. Entonces definimos que € = 6 . Lo que nos lleva a que A, B pueden ser 2,
4 u 8.

Como el segundo nimero parcial es de 3 cifras, entonces A = 2 pues de lo
contrario tendriamos un nimero de 4 cifraspara A =4y A = 8.

2B6-B26
* % x G
* *D _
+ ***xPB ..
* k Kk ok kK

Para B nos queda B=4,B =8, si con A =2, el ultimo producto parcial
consistiria de tres cifras y no de cuatro, por ende: B = 8.

Asi tenemos:A=2, B=8y(C =6, el numero buscado es 286, y la
multiplicacion queda como:

67



286 -826
1716
572 —

+ 2288 — —

236 236
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4. Analisis de frecuencias de Al- Kindi:

El estudio de la criptografia es complejo tanto para quienes desean crear
meétodos indescifrables, y su vez el estudio para crear métodos para descifrar los
textos cifrados, he aqui un método que es util para muchos criptoanalisis.

Es aqui donde el analisis de frecuencia entra en juego, pues la gran mayoria
de los métodos de criptograficos constan de reemplazar una letra del alfabeto por
otra o por un simbolo.

Como realizamos el andlisis: consiste en comparar las letras de ocurrencia de
un texto similar en cuanto a cantidad de letras y espacios que presenta, si es que
el texto presenta espacio (el cifrado de Hill no presenta espacios).

Para el andlisis se cuenta la cantidad de veces que se repite cada letra del
texto a comparar, y se representa como porcentaje, como en la siguiente imagen.

Frecuencia relativa

| —‘

S e A e e
ABCDEFGHI JKLMNOPOQRSTUYVWXYZ
Letra

En la imagen muestra el analisis de un texto en espaiiol, normal, en el cual se
presenta la frecuencia de las letras, las cuales son iguales para casi cualquier
texto en dicho idioma.

Hay algo que tienen en comun muchos idiomas y lenguajes, es que
estadisticamente, dependiendo cual sea este (espafiol, inglés, portugués entre
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otros), ciertas letras del abecedario se repiten o tienen una frecuencia mayor que
otras.

Es por ello que cuando realizamos el andlisis de frecuencia en el texto
encriptado, tiende a coincidir las letras con mayor frecuencia de ambos textos.

Como por ejemplo, analicemos la frase: “sghs sg ib awbw asbgoxs”

Vemos que si analisis de frecuencia nos dice:

>

S g b w a X 0
5 3 3 2 2 1 1

Ahora analizamos con la tabla de frecuencia, la que nos dice que la letra con
mayor frecuencia es la E, por ello deberian coincidir:

EghE Eg ib awbw aEbgoxE

Luego ponemos atencién en la siguiente letra, la cual es la “G”, y al comparar
con la frecuencia en espafiol deberia corresponder a la letra “A”, pero al
reemplazar se nos forma la palabra EA, lo cual no tiene coherencia, tratamos con
la siguiente que es “O”, pero se presenta el mismo problema (EO), por ello
probamos para el siguiente que es “S”, con la cual formamos la palabra “ES”.

EShE ES ib awbw aEbSoxE

Se realiza este mismo procedimiento hasta completar el mensaje. Cabe
destacar que el proceso es tedioso, pero efectivo.

En cada analisis hay que tener presente que las letras con mayor frecuencia
(en espafol) serian: EAOLSNDRUITCPMYQBHGFVWJZXK.

70




5. Algunos desafios matematicos.

5.1. ACTIVIDAD: ¢Qué reloj escoger?
Problema:

Supongamos que nos dan a elegir entre dos relojes, uno de los cuales se
retrasa un minuto cada dia, y otro que no marcha, ¢ cual escogeremos?

Solucién:

El sentido comun nos dice que prefeririamos el que se atrasa un minuto
diario, pero si nos ponemos a pensar matematicamente escogemos el que no
marcha,

¢Por qué?

Po que una vez puesto en hora el reloj que se atrasa tendra que atrasarse
12 horas, o sea 720 minutos, para que nos vuelva a dar la hora exacta y si solo
pierde un minuto cada dia, tardara 720 dias en atrasarse los 720 minutos, mo
estard en hora mas que una vez cada dos afios aproximadamente. Mientras que el
gue no marcha da la hora exacta dos veces diarias.
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5.2.

ACTIVIDAD: ¢Una noche en un hotel?

Problema:

Llego

una vez a un hotel pequefio un grupo de siete hombres un poco

quisquillosos, que pidieron que los acomodara para pasar la noche, pero cada
uno en una habitacién. El hotelero admitié que solo le quedaban seis, pero que
creia poder alojarlos como deseaban.

Se llevo al primer hombre a la primera habitacion y le pidié a uno de los
otros que le hiciera compafiia un momento.

Llevo entonces al tercer hombre a la segunda habitacion.

Al cuarto hombre a la tercera habitacion.

Al quinto a la cuarta habitacion.

Al sexto a la quinta habitacion.

Volvié entonces a la primera habitacion, llamo al séptimo hombre y lo
condujo a la sexta habitacion. ¢ QUE PASO?

Solucién: Realicemos un diagrama para ver que hizo el perspicaz hotelero.

OOOOOOO

H1

Hz | |H3 H4 H5 Hé

En donde los circulos representan a las personas, y los rectangulos las
habitaciones.

Se llevé al primer hombre a la primera habitacion y le pidié a uno de los
otros que le hiciera comparfiia un momento.
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OOOOOOO

H1 H2 | |H3 H4 H5 Hé

Llevo entonces al tercer hombre a la segunda habitacion. Al cuarto hombre
a la tercera habitacion. Al quinto a la cuarta habitacion. Al sexto a la quinta
habitacién. Tenemos lo siguiente:

Hé

H1 Jl Hz | |H3

Es aqui donde queda en evidencia el truco, pues se nos dice: “Volvio
entonces a la primera habitacion, llamo al séptimo hombre y lo condujo a la sexta
habitacion”, pues toma al segundo personaje como el séptimo.

73



5.3. ACTIVIDAD: ¢Dd6nde esta el otro peso?
Problema:

Tres hombres firmaron el registro de un hotel y pidieron habitaciones que se
comunicaran. Le ofrecieron tres que habia disponibles y les dijeron que costaba
$30 pesos; Subieron a verlas y, encontrandolas de su gusto, accedieron a
guedarsela y le dieron cada uno un billete de $10 al muchacho que habia
subido a acompafarlos. Bajé este a entregérselos al cajero, y al pasar por la
oficina le dijo el gerente que habia una equivocacion y que las tres piezas no
costaban més que $25. En consecuencia, le dieron al muchacho cinco billetes de
$1 para que fuera a devolverlos.

Por el camino se le ocurrié que iba a ser dificil dividir $5 entre los tres hombres
y que como de todos modos no sabian cuanto costaban las habitaciones, se
contentarian con lo que les devolviera.

Se guardo para si dos billetes de $1 y entrego a cada hombre $1. De esta
forma cada uno de ellos pago $9. Ahora $9 por tres son $27 mas $2 son $29, pero
los hombres habian entregado en un principio $30, ¢ DONDE ESTA EL OTRO
PESO?

Solucién:

$10 | | $10 $10

N

$30

Pero |a pieza costaba

$25

($1] [$1] [$1] [$1] [$1]

1% hombre 2* hombre 3* hombre

Se los quedo el hotelero.
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Segun el problema se le devuelven $1 a cada hombre, por lo tanto, cada
hombre pago un total de $9 cada uno, ahora sumando da un total de $27 que fue
el total pagado por los hombres al hotelero, pero la pieza costo $25, por lo tanto, el
hotelero se quedo con $2.

Comentario:

Los alumnos se confundiran dato inicial de $30, no tomando en cuenta que al
devolver $1 a cada hombre dara un total de $27, olvidando que pagaron solo $25
por las tres piezas.
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5.4. ACTIVIDAD: Larana loca.

En el fondo de un pozo de 30 metros hay una rana. Cada salto sube 3 metros y

se resbala perdiendo 2.
¢,Cuanto saltos necesitara para salir?

Solucién:

30 mtsC
C
Clg |

Primer salto: Dado que la rana al primer salto avanza 3 metros y resbala 2,

entonces, podemos concluir que esta avanzo solo 1 metro.

30 mtsC
C|
Cnts. ‘ |

Y asi sucesivamente con 27 saltos esta avanzara 27 metros...

Con el salto que viene a continuacion la rana podra salir del pozo.

Por lo tanto esta necesitara 28 saltos para salir de él.
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5.5. ACTIVIDAD: Secreto del polo.
Problema:
¢,Donde puede un hombre salir de su casa:

e Andar 5 kilbmetros en direccion al Sur

e 5 hacia al Oeste

e Otros 5 hacia el norte

e Encontrarse de nuevo en su propia puerta?

Solucion:

A simple vista la l6gica nos dice que es imposible realizar esta accion, pero
basta con conocer una particularidad de las figuras planas en la esfera, pues en
ella se puede construir un triangulo con todos sus lados rectos.

Ahora bien cuando centramos uno de sus vértices en el “polo norte” la
orientacion de su altura (su primer lado recto) nos lleva hacia el sur (5 km), al virar
(90°) hacia el oeste y avanzar 5 km, recorremos la base del triangulo, y por ultimo
al virar (90°) hacia el norte y avanzar 5 km, llegamos al lugar inicial.

Por lo tanto en el lugar donde se puede realizar todo lo anterior es el polo
norte.
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